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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES 


F.  POGKELS.  —  Leiirblcii  dicr  Kkvstali.optik,  igofi. 

Depuis  que  Fresnel  a  fait  connaître  sa  lliéoiie  des  pliénomcncs 
liiininciix,  bien  des  auteurs  se  sont  proposé  de  décrire  et  d'expli- 
(pier  les  propriétés  optiques  des  corps  cristallisés,  les  uns  dési- 
rant répandre  de  nouvelles  découvertes  sur  ce  sujet,  les  autres 
voulant  vulgariser  une  méthode  d'exposition,  qui  leur  semblait 
j)référable.  Mais,  suivant  la  tournure  de  leur  esprit,  ils  ont  adopte 
deux  méthodes  dilTérenles  :  tantôt  ils  ont  cherché  à  mettre  en  évi- 
dence le  phénomène  physique,  à  en  faire  com|)rendre  la  nature, 
n'hésitant  pas  pour  atteindre  ce  but  à  donner  de  simples  explica- 
tions plulùt  (]ue  de  véritables  démonstrations;  les  autres,  au  con- 
traire, tenant  avant  tout  à  la  rii;ueur  des  démonstrations,  ont  fait 
passer  le  coté  plivsique  au  second  |)lan  et,  partant  d'écpiations  gé- 
nérales, ils  en  ont  déduit  successivement  les  diirérenlcs  proposi- 
tions. Dans  l'Ouvrage  qu'il  publie  aujourd'liui,  M.  Pockels  parti- 
cipe des  deux  écoles,  mais  il  montre  une  |)référence  marquée  pour 
la  première  mélbode,  et  si,  dans  certains  Chapitres,  il  ne  l'adopte 
|)as,  \\   est  facile  d'en    trouver  la  raison.  P.iiini  1rs  |)r(ijinri(^s  np- 
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tiques  des  cristaux,  i!  en  esl  qui  ont  donné  lien  à  de  nombrenses 
recherclics,  f|ui  sonl  déliiiiuvement  connues  et  dont  les  théories 
se  sont  peu  à  \)cn  perfectionnées  et  simplifiées  ;  d'autres,  au  con- 
traire, n'ont  été  étudiées  que  par  un  petit  nombre  de  physiciens 
ou  de  cristallographes  ;  elles  ont  été  rarement  décrites,  et  les  pre- 
mières théories  données  n'ont  été  que  peu  modifiées  :  M.  Pockels 
n'a  pu  nous  donner  qu'un  résumé  des  travaux  originaux. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  quatre  Parties,  consacrées  la  première 
à  l'étude  des  corps  transparents  et  ne  possédant  pas  le  pouvoir  ro- 
tatoire,  hi  deuxième  et  la  troisième  respectivement  à  l'étude  des 
corps  chez  lescpiels  le  pouvoir  rotaloire  ou  le  pouvoir  absorbant 
s'ajoute  à  la  birélringence.  La  cpratrième,  beaucoup  moins  dé- 
veloppée, traite  des  modifications  que  les  agents  extérieurs  (ont 
sidiir  aux  piopriétés  optiques. 

Après  avoir,  dans  une  courte  Inlioduclion,  étudié  les  mouve- 
ments de  vibration  rectiiignes  et  cllipliques,  ainsi  que  leurs  com- 
binaisons, l'auteur  aborde  la  question  de  la  double  réfraction,  suc- 
cessivement dans  les  cristaux  uniaxes  et  les  biaxes.  On  pourrait 
se  demander  la  i-aison  de  cette  distinction  préalable,  qui  en- 
tiaine  forcément  des  redites,  mais  on  comprend  bien  vite  à  la  lec- 
ture que  l'auteur  a  voulu  suivre  dans  son  exjiosition  l'ordre  chro- 
nologique des  découvertes. 

Après  avoir  donné  la  construction  du  rayon  réfracté  par  un  corps 
isotrope,  Ilmgens  déterjnina  les  lois  de  la  double  réfraction  dans 
le  spath  et  dcvind  que  dans  ce  corps  la  surface  d'onde  se  com- 
posait d'une  sphère  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  Mais, 
(piand  Lresnel  s'est  trouvé  en  présence  des  résultats  tie  lîiot, 
établissant  l'existence  de  cristaux  à  deux  axes,  il  ne  pouvait 
songer  à  généraliser  directement  les  conclusions  de  Hujgens  au 
sujet  de  la  surface  d'onde.  Heureusement  Fresnel  remarque  que  la 
surface  des  vitesses  normales  des  uniaxes  peut  se  déduire  par  une 
règle  très  simple  de  la  considération  d'un  ellipsoïde  de  révolution; 
la  généralisation  «'tait  par  suite  tout  iii(li(|uée  :  la  surface  des  vi- 
tesses normales  des  biaxes  devait  se  déduire  par  la  même  règle 
d'tiu  ellipsoïde  (pielconcpic  ;  celte  suiface  des  vitesses  une  fois 
connue,  hi  suiface  d'onile  >"obtienl  facilement.  M.  Pockels  étudie 
les  propriélc's  de  ces  suii'aee-;.  leuis  relations  avec  les  ellipsoïdes 
de  l'resnci,  et  eu  déduit  loute>  les  propiiétés  connues  des  cristaux, 
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de  la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  éléganle  :  des  considérations 
géomélrlqnes  interviennent  seules  et  l'on  se  représente  facilement 
la  |)Osilion  respective  des  diflférents  éléments,  la  normale  à  l'onde, 
le  ra^on  lumineux,  la  vibration,  etc. 

Il  en  est  tout  autrement  du  (chapitre  suivant,  consacré  aux  théo- 
ries, et  cpii,  sans  inconvénient,  aurait  pu  être  reporté  à  la  fin  de  la 
première  l^irtie.  N'indiquant  que  les  principes  des  théories  méca- 
niques, l'auteur  s'élend  davantage  sur  la  théorie  électromagné- 
tique. Il  montre  que  les  résultats  en  sont  trop  généraux  et  que, 
pour  en  faire  l'application,  il  faut  se  restreindre  au  cas  où  la  per- 
méabilité magnétique  du  corps  est  égale  à  l'unité.  Il  était  néces- 
saire, en  ellet,  d'insister  sur  ce  point,  car  certains  auteurs,  à  la 
suite  de  mesures  inexactes  sur  le  quartz  et  la  tourmaline,  ont  cru 
pouvoir  s'élever  contre  la  théorie  de  Fresnel^  n'hésitant  pas  à  s'ap- 
pujer  sur  la  théorie  électromagnétique  pour  donner  une  confir- 
mation théorique  de  leurs  résultats. 

Comme  applications  des  généralités  exposées  dans  les  deux  pre- 
miers Chapitres,  l'auteur  étudie  ensuite  la  réflexion  à  la  surface 
des  corps  biréfringents,  ainsi  que  la  réfraction  à  traversées  mêmes 
corps  :  il  traite  le  problème  si  intéressant  : 

Etant  donne  un  rayon  incident,  construire  le  rayon  réfléchi 
et  le  rayon  réfracté. 

Il  en  donne  une  solution  très  simple,  la  solution  de  Mallard 
d'ailleurs,  basée  sur  la  considération  de  la  surface  des  indices.  Il 
étudie  avec  beaucoiqi  de  soins  et  de  détails  le  phénomène  si  cu- 
rieux (pii  se  produit,  par  suite  de  la  réflexion  totale,  quand  la  face 
limite  du  corps  coïncide  avec  le  plan  des  axes  optiques.  Après 
avoir  élucidé  la  question  de  la  réfraction  à  travers  un  |Uisme,  il  se 
trouve  en  possession  de  tous  les  éléments  nécessaires  pour  expli- 
(jucr  les  méthodes  ein|)lojécs  à  la  détermination  des  indices  de 
réfraction. 

Deux  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  des  phénomènes  de  la 
polarisation  chromatique  en  lumière  parallèle  et  conivergente.  La 
(piestion  est  traitée  avec  beaucoup  de  simplicité,  grâce  à  la  consi- 
dération de  la  surface  de  Bertiu  et  de  surfaces  annexes,  les  iso- 
gvres,  lieux  des  normales  aux  ondes,  dont  les  directions  de  vibra- 
lion    font  un   an^ic  doiiué    avec   une   direction    (i\e.    .le   dois    due 
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cependnnl  (jiie  la  niélliode  basée  sur  Ja  considéralion  des  ellipses 
sphérifiiies,  indiquée  par  M.  Becke,  me  paraît  plus  immédiate  et 
j)liis  pailanle.  En  tous  cas,  il  eut  été  préférable  que  M.  Pockels 
étudiai  dune  façon  plus  approfondie  la  forme  des  lignes  neutres, 
car  cerlaincnient  il  y  a  de  n()tal)les  dillcrences  entre  les  résultats 
expérimentaux  et  les  conclusions  tliéoriques  que  l'on  a  (brmulées 
jusqu'ici. 

Après  avoir  déterminé  les  propriétés  des  lames  minces  superpo- 
sées, suivant  la  méthode  de  Mallard,  l'auteur  en  fait  l'application 
(l'une  part  à  la  détermination  du  signe  optique  d'un  cristal,  et  de 
l'autre  au  calcul  des  constantes  optiques  des  mélanges  isomor|)lies. 
La  solution  du  premier  problème  révèle  que  l'auteur  est  physi- 
cien et  non  cristallograplie  :  il  ne  considère  en  elFet  que  le  cas  de 
gros  cristaux,  susce|)tibles  d'être  taillés  dans  une  direction  déter- 
minée. Le  second  j^roblème  a  beaucoiqi  perdu  de  son  intérêt  :  il 
est  établi  aujourd'hui  que,  si  les  propriétés  des  cristaux  mixtes  sont 
fonctions  de  celles  des  corps  mélang'és,  ce.  ne  sont  pas  cependant 
des  fonctions  immédiates,  et  le  calcul  ne  peut  nous  fournir  que 
des  solutions  approchées,  demandant  à  être  vérifiées  expéi  imenla- 
lement. 

Dans  la  deuxième  Partie  de  son  livre,  I\L  Pockels  s'occupe  des 
cristaux  jouissant  du  pouvoir  rolatoire.  Après  avoir  décrit  ra- 
pidement les  faits  qui  caractérisent  ce  phénomène,  il  expose  la 
théorie  de  Gouj,  admettant  la  su|)erpositioii  du  pouvoir  rotatoire 
à  la  double  réfraction.  La  considéralion  de  deux  ellipses  privilé- 
giées, qui  se  pro|)agenl  sans  défornialion,  avec  des  vitesses  dille- 
rentes,  permet  de  résoudre  facilement  le  problème.  Mais,  tandis 
(pie  Gonv  n'avait  à  s'occuper  que  des  cristaux  cubicpies  et  des 
uniaxes,  il  laiil  inainli^nant  tenir  compte  des  biaxes.  Dans  les  cris- 
taux clii/,  Icxpicls  le  |)ou\oir  rotatoire  existe  seul,  les  cristaux 
t"ubi(pies,  la  j«)tali()ii  spécifi(|ue  j)arail  être  indépendante  de  la  di- 
rection suivie  par  le  rajon  lumineux;  aussi  M.  Gouj  a-t-ilcru  pou- 
voir elenilrc  ce  résultat  aux  uniaxes;  mais  celle  généralisalion  ne 
pcHit  plus  être  admise  pour  les  biaxes,  et  M.  Pockels  représente 
le  pouvoir  rolatoire  spéci(i(pie  par  une  fonction  du  secoml  degré 
des  cosiiiiis  diiccleurs  tlu  ravon. 

I">u  portant  sur  cluupie  direction  une  longueur  proportionnelle 
a  la  racine  carrée  de  l'inverse  du  pouvoir  rotatoire,  on  obtient  un 
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ensemble  de  deux  Iiyperboloïdes  conjunués,  constiluanl  ce  que 
M.  Cliipart  appelle  la  surface  de  giratloii.  Celle  surface  pré- 
sente des  caractères  parliculiers  suivant  la  symétrie  du  cristal  :  il 
ne  peut  en  elFet  y  avoir  de  pouvoir  rotaloire  si  le  cristal  jjossède 
un  centre;  la  présence  d'un  plan  de  symétrie  entraîne  des  rotations 
égales  et  de  signes  contraires  pour  les  deu\  axes  opticpies,  etc.  Il 
est  par  suite  facile  de  montrer  cpic  le  pouvoir  rotaloire  peut  se  ren- 
contrer clans  quinze  groupes  de  cristaux.  Après  avoir  reclierclié 
les  modifications  qu'éprouvent  la  surface  d'onde,  la  surface  des 
vitesses  normales,  etc.  par  suite  de  rexistcnce  du  pouvoir  rota- 
loire, M.  Pockels  étudie  les  phénomènes  présentés  en  lumière  con- 
vergente par  les  cristaux  actifs. 

C'est  en  suivant  la  même  méthode  (|ue  l'auteur  explirpie  les  pro- 
priétés optiques  des  cristaux  absorbant  partiellement  la  lumière  : 
il  admet  que  le  pouvoir  absorbant  se  superpose  à  la  double  réfrac- 
tion, et  l'introduction  de  l'absorption  se  fait  d'ailleurs  sini|dement. 
Comme  l'a  montré  M.  Poincaré,  les  composantes  du  mouvement 
vibratoire  peuvent  être  représentées  par  la  partie  réelle  d'une  ex- 
ponentielle,   multiplié    par   l'amplitude.    Or   l'expérience   permet 
d'établir  que   les  variations  de  l'amplitude,    causées  par  l'absorp- 
tion, peuvent  être  également  représentées  par  une  exponentielle  : 
on   se    trouve  donc  en  présence,  pour  représenter  le  mouvement 
vihratoire,  d'un  j)roduit  de  deux  ex|)oneiitie]les.  Il  en  résulte  que 
j)our  déduire  la  surface  des  indices  des  crislaux  ahsorhanls  de  celle 
des  cristaux  transparents,  il  suffit  d'y  l'emplacer  la  vitesse  de  pro- 
pagation par  rj:(^\  -\-  il>),  (j  étant  la  nouvelle  vitesse  de  propaga- 
tion, et  A"  l'indice  d'absorption.  On  obtient  ainsi  une  équation  de 
forme  imaginaire,  dont  le  terme  réel  cl   le  coefficient  de  /,  égalés 
à  o,  donnent  les  écpialions  de  deux  surfaces  re|)résenlanl  les  varia- 
tions tie  (/ et  de /.'.  Ces  surfaces  ont  les  mêmes  axes  de  symétrie  dans 
les  cristaux  orlhoihf)nd)i(iues  et  les  cristaux  à  svmélric  supérieure. 
Mais  il  n'en  est  plus  de  même  dans  les  cristaux  mouoclinicpies  et 
les  triclini(pies,  par  conséquent  dans  ceux-ci  il  n'y  a  pas  d'axes  de 
symétrie  optiques  :  l'absorption  maxiina  et  l.i  miniiua  ne  se  pro- 
duisent pas  suivant  les  axes  de  symétrie  de  la  douhle  réfraction. 
Dans  de  tels  cristaux  une  vibration  incidente  donne  naissance  à 
deux  vibrations  ellipti(pies,  de  même  sens  de  rotation,  contraire- 
mcnl  à  ce  cpii  a  lieu  dans  les  crislaux  doués  du  pouvoir  rotaloire. 
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De  ces  g/'iiériililés,  M.  Pockels  passe  aux  cas  parllculiers,  qui  se 
peuvent  cludicr  «irâce  aux  simplifications  des  équations,  c'est- 
à-dire  le  cas  où  ral)Sor|)lion  est  faible,  celui  où  la  birt'fringence 
est  peu  élevée;  puis  il  examine  l'efTet  produit  |)ar  la  superposition 
de  l'absorption  à  la  double  réfraction  dans  les  phénomènes  vus  en 
lumière  convergente. 

La  quatrième  Partie  de  l'Ouvrage,  de  beaucoup  la  plus  réduite, 
est  consacrée  aux  changements  produits,  par  les  actions  exté- 
rieures, sur  les  phénomènes  optiques  :  influence  de  la  chaleur, 
des  déformations  mécaniques,  des  champs  électriques  et  magné- 
tiques. Celle  |)arlic,  très  écourtée,  ne  se  prête  à  aucune  remarcpie 
intéressante;  on  y  retrouve  les  équations  de  (jicen  avec  la  réduc- 
lion  habituelle  des  coelficients  sous  l'influence  de  la  symétrie. 

Le  peu  de  dévelop|iement  donné  à  ce  Chapitre  si  intéressant  de 
la  cristallographie  ne  saurait  surprendre  :  M.  Pockels,  en  efl'et, 
s'est  cantonné  absolument  dans  les  questions  d'ordre  théorique; 
seuls  les  faits  servant  de  base  à  ces  théories  sont  énoncés;  il  n'est 
fait  aucune  allusion  aux  expériences,  aux  mélhodes  de  détermina- 
lion.  On  n'en  saurait  faire  un  reproche  à  ^L  Pockels,  qui  n'a 
voulu  traiter  qu'une  pailie  de  roplirpie  cristalline;  mais  il  faut 
bien  reconnaître  que  le  litre  de  son  Ouvrage  est  un  peu  trompeur, 
et  que  ce  premier  Volume  en  appelle  un  second  devant  contenir 
les  méthodes  d'observation  et  les  résultais  expériinenlaux. 

En  résumé,  à  part  (juehpies  j)niagra|)hes  intercalés  j)lulot  par 
crainte  de  paraître  incomplet,  l'Ouvrage  de  ^L  Pockels  ne  méril*; 
cpie  des  éloges  :  les  théories  de  ropli(|ue  cristalline  y  sont  expo- 
sées de  la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  élégante;  elles  sont  mises 
à  la  portée  des  débutants,  munis  de  notions  mathémaliipics  rela- 
tivement élémentaires,  et  désirant  acquérir,  sur  ce  sujet,  des  con- 
naissances aiiprofondies.  F.  W. 


FASSBINDIilU  (  Cm.i.  —  TiiKoiuK  irr  PUATiyri':   dks  aimmioxim  vtions  nl.mk- 
luyuEs.  1  vol.  in-S";  vi-Si  pai^'cs.  Paris,  Giuuliioi-N'illais,   njoO. 

(iC  pelil  l^ivre  renilra  des  services  aux  étudianls,  au jourd  hui 
(|u'on  est  disposé  à  allribucr,  dans  renseigueuu'nt .  aux  calculs  nu- 
m('ri(pies,  Tiuipoi  linuc   cpiil    conxicnt.    L'auteur  a    tiré    bon    parti 
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de  l'excellente  Noie  de  M.  Giiyoïi  (')  sur  les  approximalions  numé- 
riques et  a  indiqué  des  procédés  vraiment  pratiques  pour  la  dispo- 
sition et  la  sûreté  des  calculs,  procédés  avec  lesquels  on  peut  se 
familiariser  par  les  nombreux  exemples,  développés  ou  non,  qu'in- 
dique Tauteur.  Celui-ci  insiste,  comme  il  convient,  sur  ce  qui  est 
vraiment  important;  peut-être  a-t-il  donné  un  peu  trop  de  détails 
sur  des  méthodes  telles  f[ue  celle  des  chiffres  exacls,  que  le  lec- 
teur, s'il  a  bien  compris  la  méthode  fondamentale,  peut  bien  trou- 
ver de  lui-même.  Par  contre,  je  trouve  que,  malgré  le  caractère 
très  élémentaire  qu'il  a  voulu  donner  à  son  Livre,  il  a  eu  grande- 
ment raison  d'indiquer  en  terminant  les  services  (pie  peut  rendre 
la  formule  des  accioisscments  (inis.  J.   T. 


MAILLET  (Ed.)-  —  Lntroduction  a   la  tiiéoiue   des  nombres  transcen- 
dants    KT    DES    PROPRIÉTÉS    ARITHMÉTIQUES    DES    FONCTIONS.     I    YoL    in-S"  ; 

v-274  pages.  Paris,  Gautliier-Villais,  1906. 

On  saura  gré  à  M.  Maillet  d'avoir  réuni,  sous  une  forme  brève 
et  didactique,  les  résultats  de  recherches,  déjà  nombi'euses,  qui 
touchent  à  la  fois  à  rArithinétiqiie  et  à  l'Analyse,  et  dont  Tinlérêt 
et  l'importance  avaient  frap|)é  tous  les  maihématiciens.  M.  Maillet 
a  lenu,  d'une  part,  à  ce  que  son  Livre  fut  facilement  accessible, 
d'autre  pari,  à  ce  qu'il  fût  suggestif.  Il  a  donc  donné  les  explica- 
tions nécessaires  à  la  pleine  intelligence  de  ses  recherches  lors 
même  que  ces  explications  étaient  élémentaires  ou  se  trouvaient 
dans  des  Mémoires  qu'il  aurait  pu  se  borner  à  citer  :  le  lecteur 
prendra  d'autant  plus  d'inlérèt  à  ces  explications  (pi'il  en  sentira 
mieux  la  portée,  qui  peut-être  lui  avait  échappé  jusque-là,  et  le 
bénéfice  qu'il  en  lirera  n'est  assurément  pas  négligeable.  Très  fré- 
quemment l'auteur  inditpie  des  sujets  d'étude,  soit  que  ces  sujets 
aient  déjà  été  traités,  mais  se  présentent  naturellement  dans  l'ordre 
d'idées  (ju'il  développe,  soit  cpi'il  s'agisse  de  (pieslions  dont  la  ré- 
ponse n'est  pas  encore  connue  et  dont  plusieurs  peuvent  vraisem- 
blablement être  abordées  par  les  méthodes  avec  lesquelles  M.  Mail- 

(')  Giiulliici-\  illars,  Paris.  1'  cdiliun,  i|)Oi. 
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Ici  soiiliailc  Je  faiiiili;iiisor  le  lecleiir.  Afin  fjiic  celui-ci  puisse  se 
mcltrc  au  couraiil  du  sujet,  M.  Maillel  lui  indique  les  Livres  ou 
iMémoiies  qu'il  doit  lire  :  cette  bibliographie  est  rassurante  par 
sa  brièveté;  mais  cela  ne  veut  pas  dire  qu'il  suffit  d'un  petit  elTort 
])0ur  èlre  niaîlre  du  sujet.  Espérons  que  les  facilités  que  l'auteur 
a  voulu  donner  à  tous  ceux  qui  pourraient  être  tentés  de  s'essayer 
dans  une  science  qu'il  cultive  avec  tant  de  passion  et  de  succès  lui 
amèneront  des  discij)les  et  des  imitateurs. 

L'importance  de  la  proposition  par  laquelle  Liouville  a  montré, 
le  premier,  l'existence  de  nombres  transcendants,  apparaît  claire- 
ment dans  le  Livre  de  ^L  ^laillet,  oiî  les  nombies  de  Liouville 
jouent  un  rôle  essentiel. 

Un  nombre  de  Lioinille  est  un  nombre  transcendant  ;  qui  est 
limite  d'une  suite 
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lie  fractions  rationnelles  dont  les  dénominateurs  sont  des  nombres 
naturels  vérifiant  les  conditions 


qn^i^q-n 


I  m  q .;  ^ 


dont  les  numérateurs  sont  de  la  forme  y+,i^/,  f  el  g  étant  des 
nombres  naturels,  ou  nuls,  telles  enfin  (^pi'on  puisse,  à  cliaque 
noml)ic  positif  a,  faire  correspondre  une  iniinité  de  valeurs  de  n 
pour  les(juelles  ou  ait 

'        7«   I  ^  ^" 

Cette  définition  rappelée,  je  ne  puis  mieux  faire,  pour  faire  con- 
naître les  matières  traitées  par  M.  Maillet,  (|ue  de  citer  l'analyse 
<pi'il  donne  lui-même  de  ces  matières.  Les  numéros  correspondent 
aux  Chapitres. 

«  1.  Je  rappelle  d';ibord  quelques  résultats  de  la  théorie  des  frac- 
tions continues  arithmétiques,  dont  je  fais  grand  usage,  en  esquis- 
sant une  classification  par  ordre  de  ces  fonctions,  d'après  la  rapi- 
dité de  croissance  des  (piotieuls  incomplets. 

»  H.  J'établis,  d'après  Liouville,  un  théorème  fondamental  qui 
donne    une   condition    su!(isanle   pour  ipi'un  nombre,   consuléré 
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comme  limite  d'une  suite  de  fractions  ralionnelles  ordinaires,  soit 
transcendant;  j'ap|)elle  norfibres  transcendanls  de  Lioin'ille  \e^ 
nombres  qui  salisCont  à  celte  condition.  J'étends  ce  lliéorèmc  au 
cas  oîi  les  fractions  sont  des  polynômes  formés  avec  un  nombre 
algébrique  et  à  coefficients  rationnels. 

»  III.  On  peut  trouver  des  catégories  étendues  de  nombres  de 
Lionvilie  (je  les  appelle  nombres  correspondants)  qui,  par  addi- 
tion, soustraction,  multiplication  et  division,  ne  donnent  que  des 
nombres  rationnels  ou  transcendants  de  Liouville  de  même  caté- 
gorie. Les  nombres  transcendants  N  de  Liou\ille  peuvent  être 
caractérisés  par  une  ]iro[)riété  remarquable  dont  ils  sont  seuls  à 
jouir  parmi  les  nombres  Irrationnels  :  il  j  a  une  infinité  de  réduites 
de  N^  {p  entier  quelconque)  qui  sont  puissances  ^^'•""^*  de  réduites 
de  N.  Ceci  me  permet  de  définir,  dans  chaque  catégorie,  les 
nombres  qui   sont  des  puissances   ^."^"'^*  exactes  (  'x  entier)  d'un 

nombre  tle  la   même  catégorie.  Toutes  les  irrationnelles    ^, -. 

P  \~q 

(  p,  c/^  p'i  7'  entiers,  pq  — p'q'  ^o)  sont  de  même  ordre  que  lirra- 
tionnelle  ! . 

»  Y\  .  Je  montre  ensuite  que  l'on  peut  considérer  de  manières 
extrêmement  variées  tout  nombie  réel  rationnel,  algébrique  ou 
transcendant  comme  racine  de  fonctions  f{x),  où  f{x)  est  une 
série  ou  une  fraction  continue  à  coefficients  rationnels. 

))  Ainsi,  il  y  a  une  infinité  de  familles  de  ces  séries,  par  exemple 
de  fonctions  entières  de  même  ordre,  telles  que  les  racines  des 
séries  de  la  famille  donnent  tous  Jes  nombres  possibles,  réels  ou 
imaginaires.  Inversement,  tout  nombre  réel  est,  d'une  infinité  de 
façons,  représentablc  par  des  séries  ou  des  fractions  continues y"(x) 
pour  X  rationnel. 

»  V.  J'étudie  encore  ce  que  j'appelle  les  fonctions  généra- 
trices /{x)  de  nombres  transcendants;  ']e  détermine  des  catégo- 
ries étendues  de  pareilles  lonctlons,  à  coefficients  rationnels,  [)our 
lesquelles  f{x)  est  transcendant  dès  que  x  est  rationnel  ou  algé- 
brique {x  ^  o)  et  même  des  calégories  de  fonctions  y*,,  f>if.\,  •■•■, 
//,,   .  .  .,  telles  (pie  toute  fonction  analogue  à 

est  transcendante  dès  que  x  est  rationnel  >  o. 


,^  iMii'^MiKUi-:  PAiniiî. 

»  VI.  J'Indique,  en  me  basant  sur  la  ihéorie  des  fracllons  con- 
tinues arithmétiques,  un  moyen  de  distinguer  certaines  catégories 
de  nombres.  J'en  eoncUis  ainsi  que  les  fractions  continues  quasi- 
périodiques  à  quotients  incomplets  limités  et  le  nomljre  <?,  qui 
sont  des  nombres  transcendants,  ne  sont  pas  des  nomlires  de  Liou- 
ville. 

»  VII.  Je  m'occupe  des  fractions  décimales  et  des  fractions  con- 
tinues quasi-périodiques  :  ce  sont  des  nombres  transcendants,  au 
moins  sous  certaines  conditions.  Si  I  est  une  fraction  continue 
quasi-périodique,  il  en  est  de  même,  dans  des  cas  étendus,  de 
pq~^  I  et  I^  (  /?,  *7  entiers). 

»  VIII.  Je  signale  des  familles  de  séries  à  coefficients  rationnels 
telles  que  leurs  racines,  comme  celles  des  équations  algébrirpies  à 
coefficients  entiers,  ne  peuvent  présenter,  dans  la  partie  décimale 
de  leur  développement,  des  suites  de  zéros  d'étendue  trop  rapide- 
ment croissante  au  fur  et  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  la  virgule. 
Une  propriété  corrélative  a  lieu  pour  les  quotients  incomplets  du 
développement  en  fraction  continue  :  ceux-ci  ne  peuvent  croître 
trop  vite. 

»  IX.  Je  donne  une  démonstration  connue  de  la  transcendance 
des  nombres  e  et  —,  et  je  traite  la  question  de  l'impossibilité  de  la 
quadrature  du  cercle,  en  expliquant  dans  quel  sens  il  faut  l'en- 
tendre. 

»  X.  Dans  les  Chapitres  X  à  XII,  j'envisage  l'extension  aux  sé- 
ries à  coelficients  rationnels  de  plusieurs  propriétés  des  polynômes 
à  coefficients  rationnels.  Certaines  se  conservent  toujours,  d'autres 
ne  restent  vraies  que  pour  des  types  particuliers  de  séries,  dont  je 
forme  quelques-unes.  On  arrive  toutefois  à  des  analogies  plus 
profondes  et  plus  habituelles  quand  on  considère,  non  plus  les 
séries  à  coefficients  rationnels,  mais  les  séries  dont  les  coefficients 
sont  formés  rationnellement  avec  les  nombres  de  certains 
ensembles,  par  exemple  avec  des  nombres  de  Liouville  correspon- 
dants. 

»  \I.  Je  passe  aux  fonctions  symétriques  des  racines  des  équa- 
tions à  cocflicients  rationnels,  ce  qui  me  conduit  à  proposer  de 
définir  comme  entiers  transcendants,  sous  réserves  de  certaines 
vérifications  ultérieures,  des  catégories  de  nombres  transcendants  : 
ainsi  -  et  L:>.  seraient  des  entiers  transcendants. 
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))  Xlf.  Je  lermiiie  en  monlrant  certaines  difficultés  de  l'exten- 
sion aux  fonctions  entières  à  coefficients  rationnels  de  la  notion 
connue  de  la  rédiiclibilik-  pour  les  polynômes  à  coefficients  ration- 
nels; incidemment,  j'établis  un  résultat  très  général  relatif  à  la 
densité  des  fonctions  entières  dites  d'ordre  zéro  (applicable  à 
toutes  celles  d'indice  ^  2).    » 

Le  Livre  de  M.  jNIaillet  se  termine  par  quatre  Notes  :  la  dernière 
contient  les  indications  bibliographiques,  où,  comme  il  est  natu- 
rel ici,  les  travaux  de  l'auteur  tiennent  une  large  place.  La  seconde 
contient  un  complément  aux  Chapitres  VI  et  VIL  La  première  et 
la  troisième  se  rapportent  à  des  modes  de  classification  des  fonc- 
tions entières  analogues  aux  procédés  de  classification  des  frac- 
tions continues  arithmétiques  et  à  diverses  analogies  entre  les 
fonctions  transcendantes  et  les  nombres  transcendants. 

J.T. 


KISTLER  (H.).  —  UizBKii  Funktiomcn  von  meureiœn  komplexen  A'eban- 
DERLICHEN.  Jnaugural-Dissertalion.  i  vol.  in-8",  44  pages.  Bâie,  Basler 
Berichtliaus,  1905. 

Considérons  u  variables  complexes,  que  je  désignerai  sous  le 
nom  de  coordonnées,  et  regardons  comme  un  point  tout  svstème 
de  valeurs  attribuées  à  ces  n  coordonnées.  Puisque  les  variables 
sont  complexes,  on  est  dans  un  espace  à  2«  dimensions.  Une  for- 
mation [Gebilde)  analvtique  du  v'^""^  échelon  (Stu/e)  est  l'en- 
semble des  points  dont  les  n  coordonnées  s'expriment  au  moyen 
de  V  variables  complexes  par  des  séries  entières  et  leurs  prolonge- 
ments. 

Ceci  posé,  considérons  m  surfaces,  dont  les  équations  s'ob- 
tiennent en  égalant  à  zéro  des  fonctions  uniformes  des  n  coordon- 
nées,  fonctions  qui,  aux  environs  de  chaque  point,  se  comportent 
comme  des  fonctions  rationnelles.  Un  problème  fondamental  con- 
siste à  décomposer  l'intersection  complète  de  ces  surfaces  (l'en- 
semble des  points  dont  les  coordonnées  vérifient  les  ni  équations) 
en  (brmalions  analytiques.  Ce  problème  a  été  traité   j)ar  M.  Jor- 


,r,  i>  in-:  M I  li  u  !<:  pautir. 

dan  ('  )  ot  par  M.  Jjlmncnllial  (-).  C'csl  en  applif|iianL  les  mrlhodes 
de  Kroneckcr  que  M.  Hugo  Kisller  reprend  la  question  el  montre, 
en  particulier,  (jue  la  décomposition  de  l'intersection  en  un  nombre 
fini  de  formations  analytiques  est  possible. 
Il  traite  ensuite  le  problème  suivant  : 

Deux  format iona  analytiques  cV écliplona  |jl  et  v  étant  don- 
nées, troiner  leur  intersection. 

il  montre,  en  supposant  a  +  v  ^  /?  que  cette  intersection  est  au 
moins  de  la  dimension  2(u  -i- v  —  n)  :  la  démonstration  est  faite 
par  induction,  en  partant  d'un  cas  particulier  établi  par  M.  Blu- 
mentlial. 

Le  dernier  Chapitre  se  ra|iporte  à  nue  question  dune  autre 
nature,  qui  se  relie  d'ailleurs  aux  précédentes.  Si  Ton  considère 
nne  fonction  analytique  nniforme  de  n  variables  complexes,  qui, 
dans  un  domaine  (D)  à  2 /i  dimensions,  se  comj)orte  autour  de 
chaque  point  comme  une  fonction  rationnelle,  il  j  a  lieu  de  consi- 
dérer deux  sortes  de  singularités  non  essentielles,  les  pôles  de 
première  espèce,  pour  lesquels  le  dénominateur  de  la  fraction 
rationnelle  qui  représente  la  fonction  aux  environs  de  ce  point 
s'annule  seul  et  les  pôles  de  seconde  espèce  pour  lescpiels  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  s'annulent.  Ces  pôles  de  deuxième  espèce 
appartiennent  à  une  mullij)licité  analytique  de  la  i[n  —  o)"^^""^  di- 
mension. M.  Hugo  Kisticr  établit  la  proposition  suivante  : 

Si  une  fonction  analytique  uniforme  de  n  variables  com- 
plexes se  comporte,  en  général,  dans  un  domaine  (D)  comme 
une  fonction  rationnelle,  et  si  Von  ne  sait  rien  d'ailleurs  sur 
la  fa<;on  dont  elle  se  comporte  dans  une  multiplicité  analy- 
tique à  i{ii —  2)  dimensions,  on  peut  ajffirmer  que,  là  encore, 
elle  se  comj)orte  comme  une  fraction  rationnelle. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  directe  des  théorèmes 
établis  par  IM.  Poincaré  et  par  iM.  Cousin  sur  la  représcnlalioiï 
des  fonctions  méromorphcs  par  le  ([uolient  do  fondions  holo- 
morphcs. 


(')  Journal  de  f École  Polytecfiniqite.  Cali.  XLVllI,  i88(.. 
(•)  MatiicituUisctic  Annalcn.  l    F, Nil,   n,(>3. 
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Enfin,  M.  Kisller  montre  le  rôle  de  cette  proposition  dans  le 
problème  de  l'inversion  des  fonctions  abéliennes.  J.  T. 


MELANGES. 


SUR  DEUX  MÉMOIRES  DE  POISSON  RELATIFS  A  LA  DISTRIBUTION 
DE  L'ÉLECTRICITÉ  ; 

Par  m,  Gaston  DARBOUX. 


I. 

Les  deux  Mémoires  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la 
surface  des  corps  conducteurs  que  Poisson  a  publiés,  en  181  i, 
dans  le  recueil  de  la  première  Classe  de  l'Institut,  ont,  dès  leur 
publication,  excité  l'admiration  à  la  fois  des  physiciens  et  des  géo- 
mètres. Si  nous  en  croyons  Arago,  Poisson  voyait,  dans  l'accord 
de  sa  théorie  et  de  ses  calculs  avec  le  résultat  des  expériences 
antérieures  de  Coulomb,  la  démonstration  de  la  vérité  de  l'hypo- 
thèse sur  laquelle  il  s'était  appuyé,  c'est-à-dire  de  l'existence  de 
deux  fluides  distincts,  dont  l'action  simultanée  produirait  tous  les 
phénomènes  électriques.  L'expérience  nous  a  rendus  aujourd'hui 
plus  prudents,  ou  moins  hardis,  et  nous  savons  que  la  vérité  d'une 
hypothèse  ne  ressort  pas  nécessairement  de  l'accord  du  Calcul  et 
de  l'Observation,  dans  la  théorie  de  quelques  phénomènes,  en 
nombre  plus  ou  moins  grand.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  doit  recon- 
naître que  les  travaux  de  Poisson  sur  l'électricité  sont  de  ceux  où 
il  a  déployé  le  plus  de  profondeur  et  d'invention.  En  se  proposant 
de  déterminer  le  potentiel  de  deux  sphères  conductrices  élcclri- 
sées  qui  agissent  l'une  sur  l'autre,  Poisson  a  été  conduit  à  y\nQ 
équation  de  la  nature  de  celles  cpie  nous  appelons  aujourd'hui 
équations  fonctionnelles  ;  il  a  su  la  résoudre  avec  beaucoup  de 
sagacité,  et  a  obtenu  ainsi  la  solution  complète  du  problème  qu'il 
s'était  proposé.  "* 

Bull,  des  Sciences  nuit/ieni .,  .>.'  série,  l.  \\\I.  (J;invirr  190-.)  2 


,8  PREMIEUE  l'ARTli:. 

C'est  sans  doiile  ce  caractère  |)ropre  et  orij^inal  de  la  solution 
imaginée  par  l^oisson  qui  lui  a  assuré  la  faveur  et  l'élude  persévé- 
rante des  géouiélres.  Bien  qu'aujourd'hui  la  rnétliode  des  images 
de  Lord  Kelvin  puisse  donner  une  solution  particulièrement 
simple  du  beau  problème  résolu  par  I\iisson,  la  méthode  de  l'in- 
venteur n'est  pas  négligée.  Joseph  Bertrand  l'expose  dans  ses 
heMes  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  V Electricité  pro- 
fessées au  Collège  de  France,  publiées  en  1890.  G.  RirchhofTla 
développait  d'une  manière  complète  dans  son  enseignement  ( '); 
je  pense  donc  qu'il  ne  sera  pas  inutile  tie  la  reprendre  à  nouveau, 
en  lui  ajoutant  un  complément  essentiel,  par  lequel  elle  acquiert 
toute  la  simplicité  que  l'on  peut  désii'cr. 

On  sait  que  Poisson,  voulant  déterminer  la  distribution  de 
l'électricité  sur  les  deux  sphères,  admet  que  celte  distribution  est 
symétrique  autour  de  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères.  Par- 
tant de  cette  hypothèse,  il  montre  que  les  |)Otentiels  des  deux 
sphères  sont  développables  suivant  des  séries,  dont  les  coefficients 
seront  entièrement  connus,  si  seulement  on  peut  déterminer  les 
valeurs  des  potentiels  |jour  tous  les  points  de  la  ligne  des  centres 
des  deux  sphères.  Or,  ces  valeurs  des  potentiels,  qui  deviennent 
ainsi  des  fonctions  d'une  seule  variable,  sont  liées  par  des  relations 
que  Poisson  met  en  évidence  et  qui  le  conduisent  précisément  à 
cette  équation  fonctionnelle  dont  la  solution  constitue  le  but  prin- 
cipal et  le  réel  intérêt  de  ses  deux  Mémoires.  Dans  ce  qui  va  suivre, 
nous  allons  montrer  que  l'hypothèse  de  Poisson  sur  la  symétrie 
de  la  distribution  électrique  est  tout  à  fait  inutile:  et  nous  donne- 
rons une  mélbodc  directe  qui  reposera,  elle  aussi,  sur  la  résolu- 
lion  d Une  équation  fonclionnelle,  mais  qui  conduira  directement 
à  la  valeur  du  potentiel  pour  nu  point  quelconque  de  l'espace,  et 
non  plus  seidemenl  pour  les  points  de  la  ligne  des  centres  des  deux 
sphères. 

II. 

Considérons  i  fig.  1)  une  sphère  de  centre  O  et  une  couclie 
électricjue  distribuée  d'une  manière   quelconque  sur  la   surface. 

('  )  Voir  les  Vorlcsungen  iibcr  Klectrici  dt  und  Magnedsnius.  piil)liccs  en  1891 
I.nr  M.  .M;i\  I'l;mrl<. 
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Soient  A   et  B  deuK  points  conjugués  par  rapport  à  la  sphère. 
Pour  un  point  f|uelconque  M  de  cette  surface,  on  a 


A. M  R  OA 


BAÎ  ÔB  R 

Si  donc  on  désigne  par  \\,  Au  les  potentiels  de  l'action  que  la 

Fi  g.  .. 


couche  exerce   sur  A  et  B,  potentiels  définis  par  des  intégrales, 
telles  fjue  les  suivantes  : 


J  J     AM  J  J    BM 


on  aura 


OA  ^ 

Telle  est  la  relation  fondamentale  et  bien  connue  dont  nous 
ferons  usage  dans  la  suite. 

Cela  posé,  considérons  deux  sphères  électrisées  de  centres  A 
et  B  (Jîg^'  2)  extérieures  l'une  à  l'autre.  Désignons  par  a  et  b  res- 
pectivement les  rayons  des  deux  sphères,  par  c  la  distance  des 
centres,  et  soient  a,  [3  les  deux  points  réels  qui  sont  conjugués  à  la 
fois  par  rapport  aux  deux  sphères  (A)  et  (B),  et  par  lesquels  pas- 
sent, comme  on  sait,  toutes  les  sphères  qui  sont  en  même  temps 
orthogonales  à  (A)  et  à  (B), 

Etant  pris  un  point  quelconque  M  dans  l'espace  extérieur  aux 
deux  sphères,  désignons  par  M'  son  conjugué  par  rapport  à  (A)  et 
par  M,  le  conjugué  de  M'  par  rapport  à  (B).  M'  et  M|  sont  évi- 
demment sur  le  cercle  qui  passe  par  les  points  M,  a,  [i.  Si  nous 
désignons  par  1^^,  Ig  les  inversions  qui  admettent  pour  sphères 
principales  (A)  et  (B),  M'  se  déduira  de  M  par  l'inversion  Ia) 
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M,  se  détlnira  de  M'  par  l'inversion  l,,  et  il  se  déduira  de  M  par  la 
subsliluLion  IaIu,  fp'i  est  le  produit  des  deux  inversions  I^^  et  I,,. 

Si  nous  désignons  par  Vji,  Vj,  respectivement  les  potentiels 
de  (A)  et  de  (B),  nous  devons  exprimer  que  la  somme  de  ces  po- 
tentiels est  constante  pour  les  points  situés  à  l'intérieur  des  deux 

Fifj.  2. 


sphères.  Nous  devons   donc  avoir  deux  équations   telles  que   les 
suivantes  : 


(2) 


h  et  k  étant  des  constantes  qui  dépendront  de  la  charge  primiti- 
vement attribuée  aux  deux  sphères. 

Or,  d'après  l'équation  fondamentale  (i),  on  a 

Donc,  les  équations  précédentes  deviendront 


(3) 


,,    AM       ..,         ■  \       ,   \         ^  I 


Et  en  éliminant  \[x.  on  sera  conduil  à  l'équation 


(4) 


^'M,  BM,       N'm  -  AM  =  A  .  BAI,—  A/;. 
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Telle  est  l'équalion  fonctionnelle  à  laquelle  devra  salisfaire  le 
potentiel  de  (A)  à  V extérieur  de  cette  sphère. 
On  peut  la  transformer  comme  il  suit. 


m. 

D'après  les  propriétés  élémentaires  de  l'inversion,  on  a 


(5) 


a  Al  |5M'  [3  M'  B^ 


d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  [ÎJM', 

(6)  IM    ^   Â^      ^  . 

BÂÎ7     Bfj  ïin 

Donc,  si  l'on  remarque  que  l'on  a,  par  définition, 

(7)  a2  =  râ.Ârï,         62=B^.B^ 

et  si  l'on  pose 

^^    SI 

(8)  7-=-=-   =-' 


on  aura 


A. 3     Ba 
6     ÂÂI         I     ^ 


«    BMi         7    aM,  ' 


l'équation  à  résoudre  se  présentera  donc  sous  la  forme 

(9)  Vm^  -  q  Vm,^  =  -â^pT-  kq.  ^ 

Ap 

où  l'on  a  utilisé  la  seconde  des  relations  (5). 

Le  point  M,  étant,  comme  le  point  M,  extérieur  à  (A),  appli- 
quons-lui les  mêmes  substitutions  qu'au  point  primitif  :  d'abord 
l'inversion  ly  qui  donnera  un  point  M',,  puis  à  M',  l'inversion  l,(qui 
donnera  AL;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Nous  aurons  de  nou- 
veaux points  formant  deux  suites  indéfinies  M,  M,,  Mo,  ...  et 
M',  AJ',,  M!, Et  tous  ces  points  seront  sur  le  cercle  primi- 
tif a^M.  La  conslruction  met  en  évidence  (el  nous  le  prouverons 
analyliquemcnt  plus  loin  )  que  les  points  M,  tendeni  vers  le  point- 
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limite  [i  el,  de  même,  que  les  points  M',  tendent  vers  a.  La  figure 
montre  même  que  la  convergence  sera  assez  rapide. 

Ces  points  étant  admis,  appliquons  Téquation  (9)  aux  groupes 
de  points  ainsi  obtenus  successivement.  Nous  aurons  des  équa- 
tions telles  que  les  suivantes  : 


ha 


Vm._,  a  M/_i  —  q  Vm.  a  M,  =  ^=  |i  M^  -1  —  kq  a  M, . 

Aji 

Ajoutant  toutes  ces  équations  à  la  première  (9)  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  ^,  q-^  ...,  ^'~',  il  vient 

vm^  -  7' vm.^  =  -i^-  [pF  H-  qjw^-\-. . .  -f-  <7'-»  pï]r7] 

—  kYq%Ui-\-  q^-'%Ml^ . .  .-\-  7'aiV],]. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  les  points  jNJ/  tendent  vers  le 
point  3,  pour  lequel  le  potentiel  V^i  ne  peut  manquer  d'être  Jini 
et  continu.  D'autre  part,  la  quantité  q  est  essentiellement  plus 
petite  que  i.  Donc,  le  terme  (/'V^aM,  tend  vers  zéro,  et  l'on 
obtient  la  solution  du  problème  sous  la  forme  très  simple 

(10)  Vm=^|%[  W  +  qW^^q'W.-^---'] 

AjialM 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  les  deux  séries  entre  paren- 
thèses, dont  le  terme  général  tend  vers  7'a|ii,  convergent  comme 
des  progressions  arithmétiques  dont  la  raison  serait  égale  à  q. 


IV. 

Une  lois  obtenue  la  solution,  il  ne  reste  plus  qu'à  la  transformer 
et  à  la  développer;  el,  pour  cela,  il  i'aut  établir  les  relations  entre 
les  points  iM,,  iM|..  A  cet  elTet,  aux  coordonnées  ordinaires o".  )•  d'un 
poinl  du  plaiK  nous  allons  substituer  les  coordonnées  symétriques 
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imaginaires 

z  =  x-\-iy,         ZQ  =  x  —  iy. 

L'inversion  étant  définie  par  une  formule  de  la  forme  suivante 

_  A5;-f-B 

il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  prend  pour  axe  des  x  la  ligne  des 
centres,  et  si  l'on  désigne  par  a,  jj  les  abscisses  des  points  a  et  [i, 
l'inversion  I;^  sera  définie  par  une  formule  telle  que  la  suivante 

(1a) 


(^  — jiK-o-î^) 


Cette  formule  fait,  en  efiet,  correspondre  le  point  a  au  point  |î, 
et  réciproquement.  Pour  avoir  s-,  il  suffit  de  remarquer  que,  dans 
l'inversion,  le  point  A  doit  correspondre  au  point  situé  à  l'infini  : 
cela  donne  la  relation 

(II)  s^-=tl- 

^     ^  A^ 

qui  fera  connaître  5-.  On  remarquera  que  5-  est  inférieure  à  l'unité. 
De  même,  l'inversion  1^  sera  définie  par  la  formule 

^'"^  (.„-.)(.,-a,-' 

OÙ  l'on  aura 

Bâ 

13  a 

t-  sera  aussi  plus  petite  que  l'unité.  Enfin,  la  substitution  I^lu  sera 
définie  par  la  formule 

obtenue  en   niulti{)llant  les  deux   précédentes  (Ia),  (h)-  l^emar- 
quons  l'identité 

g  =  st 

qui  relie  les  trois  fractions  q,  .s\  /. 

La  dernière  relation,  mise  sous  forme  canoni(juc,  nous  permet  de 
déduire,  de  l'aflixc  de  M,  celle  de  M,.  Elle  nous  la  donnera  immé- 
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dialemcnl  sous  la  forme 


(i3) 


L     ^   fjll  !_ 


qui  nioulre,  comme  nous  1  avons  annoncé,   (|uc  le  j)oliil  M,  tend 
vers  le  point  ^. 


Posons 


(14 


a3=  D. 


On  déduira  de  la  formule  précédente 


D 


et  par  conséquent 

Dq-i 


(iS^^tv) 


d\L[{z  —  'X)cj-i—(z—  '^)q'] 


le  signe  OÏL  indiquant  le  module  de  la  quantité  c[ui  lui  est  soumise. 
Or,  si  V  désigne  l'angle  aM|5<,  on  a  évidemment 


Ole  {(z  —  ■x)q-i-^{^z  —  3^^']  =  VaM'(7-2'^  '^M^ q^i  —  aaM.^AI  cosV. 

La    seconde   série    qui  figure  dans  la   formule   (lo)   aura   donc 
pour  expression  définitive 


(,5)  -/.v,'4^=-2; 


D/t 


1    N/aM"5r-2'-+-  SiM^'g-î'  — aaiM.p.McosV 

Faisons  un  calcul  analogue  pour  la  première  série.  On  a,  entre 
M/,  M^ ,  la  relation  établie  par  la  formule  I^,  c'est-à-dire 


(i6) 

qui  nous  donne 

(•7) 


y^i~~  ^)  (-^01 —  ^  ^  ^    , 


De  là  encore  on  déduit 

(  2  —  a;s-<7-'  ~  (c  —  ^)*'7'  ~~  (  -  —  3  157'—  (  :;  —  a)*— '7  » 
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et  par  conséquent 


_    D  5-'  q-i 

V  &  M  ■  S2  qli  -f-  ^  ^  5-2  ^-2/  _  2  3^  .  pï  COS  V 

Donc,  si  nous  tenons  compte  de  la  formule 

la  première  série  de  la  formule  (lo)  deviendra 

ha  ^     .  pï]  _  yi  /j  D 

"^^    0         ^^^         0    Vpl\î"s2^-''-+-âM's-î^-2'— aÔM.plÛcosV 

On  aura  donc,  pour  le  potentiel  ^  y,  l'expression  définitive 


,  o\       '  "    ^^'^1    52<72'4-aM    5-27-2'— 2aM.3M  cosV 

(18)       < 

D 


1    VpM   5r2/^_aiM   7-2'— saM.fJMcosV 

à  laquelle  on  pourra  joindre,  en   échangeant  les  deux  sphères, 
l'expression  suivante  pour  le  potentiel  de  la  sphère  (B) 


(19) 


-^  J — 2  — 2  

0     Va. M    f^q^i-h^M    ^-27-2'— 2aM.[iMcosV 


-"2:7 


D 


1     VaM    q-^^-hf^M    7-2'— 2a.M.  jîM  eus  V 


V. 

11  est  aisé  de  vérifier  que  ces  deux  expressions  vérifient  les  rela- 
tions (3).  Il  est  aisé  aussi  de  vérifier  que  ce  sont  effectivement  des 
potentiels,  car  la  formule  (10  bis) 

^M]  _  Dy  ' 

JJÎ  ~   D\l[{Z-%)q-'  —  {Z—  '^)q'\ 
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nous  donne,  en  introduisant  le  point  A,  dont  l'affixe  est  défini  par 
l'équation 

z  —  a 

la  relation 

^  D  I 


(20j 


a  M         ii  —  q-')    A/M 
et,  de  même,  si  nous  introduisons  le  point  A^  défini  par  l'équation 

^  —  (j 

nous  obtenons  la  relation 

"pr,- _  Ds-i<7  '  _         D  I 


de  sorte  que  nous  arrivons  pour  V,,  à  l'expression 

(.1)      VM  =  ADy  -^^^^ — î-  -Aoy  -5^.  -=1^, 

-*^  I  —  *•' 'Z -'    a;- m  ^  1  —  7-''    A/ M 

Il  '  1 

qui  définit  évidemment  un  potentiel. 

Si  Ton  définissait  de  même  les  points  B^ ,  B,  par  les  relations 


z  —  a. 
on  aurait  également 

(.2)        v;.  =  AD >^  -J-^^.  -±^  -  Aoy  -^^  U^. 

^i-r^rj-^'    H:M  JU^-q■'-'    B,M 

0  '  1 

Les  points  A/,  A|,  B/,  B^  sont  ceux  que  donnerait  la  méthode 
des  images  appliqu;'e  aux  centres  des  deux  sphères.  Le  point  AJ,, 
|)ar  exemple,  coïncide  avec  A,  le  point  B^  avec  B.  Des  inversions 
successives  par  rapport  à  (B)  et  à  (A)  font  dériver  de  A  successi- 
vement B,,  A',,  IL,  A',,  etc.  Des  inversions  successives  par  rap- 
|)ort  à  A  cl  à  B  l'ont  dériver  de  B  successivement  A,,  j)nis  ]>',,  Ao, 
B, ,  etc. 
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VI. 

Les  expressions  que  nous  avons  obtenues  par  noire  première 
méthode  sont  très  appropriées  au  calcul  numérique. 
Remarquons  que  l'on  a 


a  M 


(23) 


et 


(24) 


\/pM%2'-haAl'<7-2(_2aM.pMcosV 

[X=oo         

=  y  (  =  )    '7'<-i^+"P!x(cosV) 

Il   —  rt      ^  *  ^ 


g  M  

V  pî  '  52  72/ _|_  0^  %-2  ^-2/ _  2  otlï .  pi  cos  V 


a  M  / 

[^(^(cosV)  désignant  le  polynôme  de  Legendre  de  degré  a.  Les 
séries  qui  figurent  dans  le  second  membre  sont  convergentes  pour 
tous  les  termes  de  l'expression  (18).  Car,  les  équations  des  deux 
sphères  (A)  et  (B)  étant  respectivement 

pi       £  pï   _ 

ÔM    ~  5'  âi\I    ~    ' 

on   voit  que,  dans  l'espace  extérieur  aux  deux  sphères,  le  rap- 

pî  .  .1 

port  ^^^  sera  toujours  compris  entre  -  et  t. 

a  M  '  ^ 

Or,  dans  les  formules  précédentes,  ce  rapport  est  toujours  mul- 
tiplié par  5-  ou  par  ^-  au  moins.  Donc,  les  séries  seront  toujours 
convergentes,  et  leur  convergence  deviendra  extrêmement  rapide 
quand  i  croîtra. 

Si  l'on  applique  ces  relations  à  tous  les  termes  des  formules  (18), 
sauf  au  premier,  on  aura 

/    -        ,r  /'«  D  "^^^  ,        /3M\'^„    ,       ,,    /j.v2|*+>  — A- 

23  Vm  —  -^=-  =  ^r-    >   ry2!J.+l       ^==-         P„^COsV)  -— -  • 
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On  trouverait  de  même 

[>■= 
kh  I) 

(•i6) 


\  ,  —  ^=-  =  -,=  y.q-^-^^     ^=r       Pp. (nos  V  ) 


JJ.  =  0. 


I  —  r/2lA-+-i 


On  peut  aussi  n'employer  les  formules  (a3)  et  (24)  que  pour 
obtenir  une  évaluation  très  approchée  du  reste  que  l'on  néglige, 
quand  on  borne  les  séries  à  leurs  premiers  termes.  On  aurait,  par 
exemple, 


(27) 


"I:^ 


0    V^M'sV/2'-+-aM   s-2^-2'— ^aiM.pMcosV 


/  — 1 


D 


1     V  p  M   ^2'  -+-  a  M   ^-2'  —  2  a  M .  [î  M  cos  V 


D 


/j52[X+l  _  ^ 


Al  ^VaM/       ^  ï-^' 


[J.  =  0 


vn. 

il  ne  nous  reste  plus,  pour  terminer,  (|u"à  indiquer  comment  on 
calculera  5,  f,  ^,  D,  a,  [^  en  fonction  des  rajons  (7,  ^  des  deux 
sj)hères  et  de  la  distance  des  centres  c.  Posons 

(  'Z-t-6-i-c  =  '2P,         c  -r-  b  —  a  =  2  A, 
(c  —  a  —  6  =  2  C,         c  -h  a  —  b  =2B  ; 
on  aura 


(29)      5  =  ^-^^ 


v/PA  —  y/BG 


y/AB  —  v/PC 


(3o) 


v/PB  +  y/AC  y/PA^/BC  y/AB  +  y^PC 

Â^  =  «5  =  -  (y/PB  —  y/CÂ)-, 

Ap=-   =  i- (y/PB -f- y/CÂ)'-, 
s         c 

Bi;=    ^    =i(y/PÂ  +  y/GB)% 

'B^  =  A/  =  i(y/PA=  y/CB)', 


D  =  ^v^ABCP. 
c 
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SUR  LA  FORMULE  D  EULER  SAVARY  ET  SA  CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE: 
Par  m.  g.  KOENIGS. 

\.  La  démonstralion  de  la  formule  d'Euler  Savarv,  concernant 
les  centres  de  courbure  des  profils  conjugués  au  cours  du  mouve- 
ment d'une  figure  plane,  exige  des  précautions  spéciales  tenant  à  la 
question  des  signes.  La  construction  géométrique  de  cette  for- 
mule, construction  qui  rentre  dans  un  cas  particulier  du  théorème 
de  Bobillier,  a  l'avantage  d'être  affranchie  de  ces  difficultés  parce 
qu'elle  est  d'ordre  purement  descriptif.  Si  donc  on  peut  établir 
directement  la  construction  en  question,  on  aura  en  fait  évité 
tous  les  embarras  dus  à  la  question  des  signes. 

C'est  celte  méthode  que  je  pratique  depuis  plusieurs  années 
dans  mon  enseignement  et  qui  m'a  fourni  une  démonstration  tout 
à  la  fois  simple  et  précise. 

2.  Je  suppose  connue  Texistence  du  centre  instantané  O  de 
rotation.  Je  suppose  aussi  connue  cette  propriété  qui  résulte  si 
aisément  de  la  composition  des  vitesses,  que  la  normale  commune 
à  deux  profils  conjugués  (G),  (C'),  en  leur  point  de  contact  M,  va 
passer  au  centre  instantané  O.  Comme  cas  particulier  de  profils 
conjugués,  nous  aurons  les  deux  profils  primitifs  (A)  et  (A')  lieux 
du  centre  instantané  dans  la  figure  plane  mobile  S  et  dans  le  plan 
fixe  S',  profils  qui  roulent  l'un  sur  l'autre  sans  glisser. 

3.  J'envisage  alors  un  cas  particulier,  celui  d'une  équerreTPN, 
c'est-à-dire  de  deux  droites  rectangulaires  PT,  PN  dont  le  point 
de  rencontre  P  décrit  une  courbe  (E)  tandis  que  PT  reste  tangente 
à  cette  courbe  et  PN  normale.  D'après  une  propriété  du  centre 
instantané,  la  normale  PN  contient  constamment  ce  centre  et  elle 
est  ainsi  le  lieu  de  ce  centre  dans  la  figure  mobile  TPN.  Le  lieu 
du  même  centre  dans  le  |)hin  fixe  sera  donc  renvelo|)pe  de  PN, 
c'est-à-dire  la  développée  de  la  courbe  (E)  et  le  centre  instantané, 
point  de  contact  de  PN  avec  la  développée,  ne  sera  autre  que  le 
centre  de  courbure. 
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Si  Ton  se  reporte  mainlenant  an  luouvemenl  inverse,  on  voit 
nue  ce  mouvement  consiste  dans  le  glissement  de  la  courbe  (E) 
sur  la  droite  PT,  à  laquelle  elle  reste  tangente  au  point  P.  Dans  ce 
mouvement  inverse,  le  centre  instantané  sera  le  même  que  dans  le 
mouvement  direct,  ce  sera  encore  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  (E). 

4.  Nous  avons  actuellement  tout  ce  ([ui  nous  est  nécessaire 
pour  notre  démonstration. 

Soient  (C),  (C)  deux  profds  conjugués  dans  le  roulement  sans 
glissement  l'un  sur  l'autre  des  deux  profils  primilils  (A),  (A'). 
Les  profils  (A)  et  (A')  se  touchent  au  centre  instantané  O  et  j  ont 
la  même  tangente  OT  et  la  même  normale  ON.  On  sait  de  plus 
que  le  centre  instantané  se  meut  avec  la  même  vitesse  V  sur  les 
deux  courbes.  Prenons  aussi  le  point  M  où  se  touchent  actuelle- 
ment les  profils  (G),  (C').  La  normale  MU  commune  à  ces  profils 
passe  au  point  O;  nous  appellerons  MV  leur  tangente  commune. 

Imaginons  alors  un  observateur  solidaire  de  l'équerre  TON,  il 
verra  les  deux  courbes  (A),  (A')  glisser  sur  le  point  O  en  restant 
tangentes  à  OT  et  la  vitesse  de  glissement,  la  même  pour  les  deux 
courbes,  sera  égale  à  —  V. 

Nous  allons  considérer  le  mouvement  de  l'équerre  VMU  par 
rap|)ort  à  1  équerre  TON. 

J>e  mouvement  de  VMU  par  rapport  à  TON  peut  être  regardé 
coujme  résullaiit  du  mouvement  de  VMU  par  rapport  à  la  figure  S 
dont  (A)  est  solidaire  et  du  mouvement  de  S  par  rapport  à  TON. 
Dans  le  mouvement  de  \  MU  par  rapport  à  S,  M  décrit  la  courbe  (C) 
et  MV  reste  tangente  à  cette  courbe.  Le  centre  instantané  est  donc 
pour  ce  mouvement  le  centre  de  courbure  v  de  la  courbe  (C).  Dans 
le  mouvement  de  S  par  rapport  à  TON,  (A)  glisse  sur  O  en  res- 
tant tangente  à  OT,  le  centre  instantané  est  donc  le  centre  de 
courbure  a  de  la  courbe  (A). 

En  consé(picnce ,  dans  le  mouvement  résultant,  à  savoir  celui 
(le  VMU  |)ar  rapport  à  TON,  le  centre  instantané  est  un  point  ç 
de  la  droite  "a. 

Mais  le  mouvement  de  VMU  par  rapport  à  TON  pourrait  aussi 
êlrc  regardé  comme  résultant  du  mouvement  de  VMU  par  rapport 
à  la  liguic  S'  solidaire  de  (A')  et  du  mouvement  de  S'  par  rapport 
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à  TON;  on  veiM-a  de  même  que  ci-dessus  que  les  centres  inslantanës 
dans  ces  deux  mouvements  sont  d'une  part  y'  centre  de  courbure 
de  (C)  et  d'antre  part  a'  centre  de  courbure  de  (A').  Le  point  ç 
est  donc  aussi  sur  la  droite  y' a'. 

En  somme,  le  point  ^  est  à  l'intersection  des  droites  av  et  a'v'. 

Mais,  au  cours  du  mouvement  de  \MU  par  rapport  à  TON^  la 
droite  MU  passe  au  point  fixe  O.  La  normale  en  O  à  MU  doit 
donc  aller  passer  au  point  ç. 

jXous  obtenons  donc  le  théorème  essentiel  et  fondamental  : 

Dans  le  mou<>'ement  d' une  figure  plane  dans  son  plan,  si 
l'on  appelle  a,  a'  les  cenli-es  de  courbure  des  profils  primitifs 
à  un  instant  donné,  y,  y'  les  centres  de  courbure  de  deux  profils 
conjugués  relatifs  à  leur  point  de  contact  actuelM,  O  le  centre 
instantané,  les  droites  ya,  y' a'  se  coupent  sur  la  perpendicu- 
laire élevée  au  point  O  à  la  normale  commune  aux  profils 
conjugués. 

Si  l'on  prend  un  sens  direct  sur  OT,  puis  un  sens  direct  sur  ON 
(faisant  par  exemple  avec  OT  l'aniile  +  90");  si  l'on  appelle  9  un 
angle  dont  il  faut  faire  tourner  OT  pour  l'amener  sur  OM  et,  /•, 
;•'  les  nombres  qui  mesurent  Ov,  Ov'  sur  l'axe  ainsi  obtenu;  enfin 
si  R,  IV  sont  les  nombres  (pii  mesurent  sur  l'axe  ON  les  ravons  de 
courbure  Oa,  Oa',  on  trouve  que  les  équations  de  ya,  y'a'par  rap- 
port aux  axes  OT,  ON  sont 

_r                  /sinO         1  \                                 y          i.        /'^inO          i  \  ^^ 

=j-cos9  —  (  —^ ;  )^  =  cosQ,  ^-^  cos  0  —  /  -— 7  j-^  =  cosO. 

Par  soustraction  on  obtient  l'équation  de  la  droite  Oç, 

,(f-h)^-»-[(f-r)-«-(7-^)]-». 

et,  si  l'on  exprime  l'orthogonalité  avec  la  droite  OP, 
X  si  II  6  —  y  cosO  =  o, 

on  trouve  la  condition  classique 

/•'        /•        \\\.'        K/sin')' 
sans  plus  de  difficulti's  pour  les  signes. 


3a  PREMIÈRE  PARTIE. 

o.  La  même  démonstralion  s'applique  au  cas  d'une  figure  sphé- 
riqiie  mobile  sur  sa  propre  sphère. 

Soient  (A),  (A')  deux  courbes  sphériques  qui  roulent  Tune  sur 
l'autre  sans  glisser;  O  leur  point  de  contact,  a  et  a'  les  centres  de 
courbure  sphériques  des  courbes  (A),  (A')  relatifs  au  point  O; 
(C)  et  (C)  deux  profils  conjugués  se  touchant  en  M  et  v,  */  leurs 
centres  de  courbure  sphériques;  on  démontrerait  que  les  grands 
cercles  Y^t,  y' a' se  coupent  en  deux  points  ;,  ;,  qui  appartiennent 
au  grand  cercle  mené  en  N  normalement  au  grand  cercle  passant 
par  O  et  par  M. 

On  rend  intuitif  ainsi  ce  résultat  que,  si  Ton  projette  la  figure 
sphérique  du  centre  de  la  sphère  sur  le  plan  tangent  au  point  O, 
les  projections  des  points  a,  a',  v,  v'  sont  les  centres  de  courbures 
des  [irofils  primitifs  et  des  profils  conjugués  afférents  au  mouve- 
ment d'une  certaine  figure  plane  mobile. 

J'ajoute  pour  terminer  que  c'est  en  employant  le  même  mode 
de  raisonnement  (|u'en  igoS,  j'ai  étendu  le  théorème  de  Bobillier 
au  cas  du  mouvement  de  Ribaucour,  et  obtenu  à  cet  égard  une 
proposition  que  j'ai  énoncé  aux  Comptes  rendus  de  V  Académie 
des  Sciences,  t.  CXXXVI,  1908,  p.  354- 
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IMOLLER  (ÎM.)- —  l^iE  ABGEKunzTE  DEciMALBRucimRciiNUXG.  07  pages  in-S"". 
Vienne,  A.  Holder,  1906. 

M.  ^loller  iraile  de  la  multiplicalion  abrégée;  en  supposant 
qu'on  veuille  s'arranger  de  manière  que  chaque  produit  partiel, 
dans  cette  opération,  soit  approclié  à  une  demi-unité  près,  il  étu- 
die minutieusement  rinfluence  des  chillres  négligés  au  multipli- 
cande pour  chacun  des  multiplicateurs  i,  2,  ...,  f),  et  cela  par 
plusieurs  méthodes  différentes.  De  nombreux  Tableaux  illustrent 
ses  explications.  J.   T. 


SIMON    (M.).   ^    UlîBKR    DIE     EXTWICKLUXG    DEU     I'^I.EMENTAU-GeoMETRU';    IM 

xrx  Jaurlxdert.  (Tome  P'  des  E rganzungsbdnde  du  Jahresbericht 
der  deutscJien  Matliematiker-Vereiniguiig).  Un  vol.  in-8",  278  pages. 
Leipzig,  Teubner,  igofi. 

Voici  unLivi'c  qui  intéressera  sûrement  tous  ceux  qui  enseignent 
la  Géométrie  élémentaire,  mais  d'autres  encore.  Il  faut  admirer  la 
patience  et  l'intelligence  avec  lesquelles  M.  Simon  a  recueilli  tous 
ces  documents,  recherché  et  feuilleté  tous  ces  livres,  réuni  une 
foule  de  renseignements  qu'on  ne  saurait  où  trouver  ailleurs. 

Après  quelques  considérations  générales,  l'auteur  parle  succes- 
sivement des  travaux  historiques,  de  la  méthodique,  des  livres  clas- 
siques et  des  recueils  de  problèmes.  Il  passe  ensuite  aux  travaux 
se  rapportant  à  des  questions  particulières  :  ils  sont  classés  sous 
les  rubriques  suivantes  :  axiome  des  parallèles,  cercle,  aires, 
triangle,  polygones,  configurations  générales  dans  le  plan,  rela- 
tions générales  et  particulières  dans  l'espace,  trigonométrie. 

II  est  à  peine  utile  de  f.iire  rcmarcpu-r  ([ue   ces  rubri([ues  géné- 
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raies  coniporlcnl  beaucoup  de  suj-els  divers;  d'autant  que  M.  Simon, 
faisant  rentrer  dans  son  cadre  les  travaux  historiques  qui  ont  été 
faits  au  xix"  siècle,  trouve  là  l'occasion  naturelle  de  donner  au 
moins  des  indications  sur  l'histoire  de  chaque  question  impor- 
tante. Prenons,  par  exemple,  le  Chapitre  relatif  au  cercle. 

On  trouvera  d'abord,  à  propos  de  la  cpiadrature,  un  court  ré- 
sumé historique  qui  commence  au  |iap\rus  de  Rhind,  puis  une 
suite  de  constructions  approchées,  dont  quelques-unes,  Ibrt  cu- 
rieuses |)ar  leur  simplicité  et  leur  exactitude,  fournissent  au  moins 
d'amusants  exemples  de  calcul  numérique;  d'autres  constructions 
ou  formules  se  rapportent  à  des  rectifications  d'arcs  ;  puis  viennent 
les  diverses  méthodes  élémentaires  pour  le  calcul  de  t:,  et  les  lu- 
nules quarrables. 

L'auteur  passe  aux  polvgones  réguliers  :  voici  une  suite  de  théo- 
rèmes généraux,  des  constructions  générales  approchées,  une  liste 
de  travaux  sur  les  constructions  exactes,  des  constructions  appro- 
chées pour  des  polygones  particuliers,  pour  la  division  d'un  angle, 
les  courbes  et  les  instruments  qui  servent  à  la  trisection,  une  suite 
de  propositions  diverses,  l'inversion,  les  inverseurs,  les  problèmes 
de  contact,  le  problème  du  triangle  inscrit  dont  les  sommets  passent 
par  des  points  donnés,  et  d'autres  problèmes  analogues,  etc.  Inu- 
tile de  dire  que,  sur  tous  ces  sujets,  on  trouvera  tous  les  rensei- 
gnements bibliographiques  désirables. 

Par  cette  simple  énumération  relative  à  un  seul  Chapitre,  le  lecteur 
jugera  des  services  que  peut  rendre  le  Livre  de  M.  Simon.  Le  J\a- 
menregister,  qui  termine  l'Ouvrage,  comporte  vingt-quatre  pages 
imprimées  sur  deux  colonnes.  Dans  le  Livre  de  M.  Simon,  cette 
richesse  est  tout  à  fait  à  sa  place,  et  la  Table,  dans  laquelle  on 
trouve  les  numéros  des  pages  où  chaque  nom  est  cité,  rend  les 
recherches  extrêmement  commodes.  Cette  abondance  même,  parce 
qu'il  est  évidemment  impossible  de  la  faire  passer  dans  l'enseigne- 
ment, détournera  peut-être  quelques  professeurs  de  l'habitude,  qui 
se  répand  de  plus  en  plus,  d'accoler  un  nom  propre  à  chaque  théo- 
rème. A  quoi  bon  nommer  les  théorèmes?  Ne  suffit-il  pas  de  les 
connaître  dans  leur  enchainemeul  logique  et  dans  leur  enchaîne- 
ment historique,  lorsque  cela  en  vaut  la  peine,  lorsqu'on  sait 
l'époque  où  une  idée  nouvelle  s'est  introduite  et  comment  elle  s'est 
introduite?  S;uis  compter  les  l'ausscs  attributions.  Par  exemple,  je 
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viens  (rapprendre,  par  le  Livre  de  M.  Simon,  que  M.  J.  Mackay  a 
monlré  que  la  droite  de  Si'mson  devrait  s'appeler  droite  de 
Waltace.  Assurément,  les  recherches  historiques  ne  seront  jamais 
ni  trop  minutieuses,  ni  trop  précises,  parce  que,  seule,  cette  pré- 
cision minutieuse  donne  de  la  solidité  à  l'histoire  des  idées.  Les 
résultats  partiels  de  ces  recherches  érudites  ne  doivent  pas  péné- 
trer au  hasard  dans  l'enseignement  élémentaire,  pour  rencomhrer 
de  noms  inutiles,  qu'on  risque  de  retenir  sans  rien  connaître  sur 
ceux  qu'ils  désignaient,  sur  l'ensemble  de  leur  œuvre  et  sur  l'époque 
où  ils  vivaient,  rien,  pas  même  les  propriétés  «  dont  ils  ont  l'hon- 
neur de  porter  le  nom  ».  jNIais  ces  observations  n'ont  rien  à  faire 
avec  le  Livre  de  M.  Simon,  qui  ne  peut  manquer  de  recevoir  le 
meilleur  accueil  auprès  de  tous  ceux  qui  aiment  la  Géométrie  et 
qui  souhaitent  d'en  approfondir  l'histoire.  J.  T. 


DUREGE  (H.).  —  ElemeSte  der  TjiëorIe  der  Fujiktionen  eii^er  koM- 
PLEXEN  VERÀNDERLiciiEN  Grosse.  Iii  fuiifiel"  Aullâgc  iicu  bcarbcilet  VOll 
Ludwig  Maiirer.  Ua  vol.  in-8"i  x-Sqj  p.,  4r  fig.  Leii)7.ig,  Tcubiicr,  1906. 

Dire  que  la  Science  progresse,  c'est  dire  que  les  meilleurs  livres 
vieillissent:  dès  que  cela  est  devenu  possible,  il  est  nécessaire  de 
simplifier  les  éléments,  d'y  faire  pénétrer  plus  d'idées  et  de  plus 
générales.  Faut-il  rajeunir  les  anciens  livres  d'enseignement,  qui 
ont  été  bons,  qui  le  restent  en  partie?  Faut-il  en  écrire  de  nouveaux? 
La  première  méthode  est  respectueuse  et  conservatrice  du  passé; 
elle  implique  chez  ceux  qui  la  suivent  une  modestie  et  un  désin- 
téressement dont  d'excellents  niathématiciens  allemands  ont  donné 
l'exemple;  peut-être  aussi  les  éditeurs,  que  l'on  ne  saurait  blAmcr, 
y  Irouvent-ils  leur  compte. 

Mais  cette  méthode  va  contre  le  précepte  de  ne  point  coudre 
du  neuf  avec  du  vieux,  dont  l'autorité  n'est  pas  discutable,  et,  de 
fait,  on  voit  peu  à  peu,  ou  tout  d'un  coup,  un  texte  nouveau  se 
substituer  au  texte  ancien  ;  le  nom  de  l'ancien  auteur  n'est  plus 
qu'un  hommage,  ou   qu'une  étiquette.  Peut-être  M.  Maurer,  qui 


;ir,  PHKMiÈiuî  PAiniiî. 

nous  donne  ainsi  une  cinquième  édilion  du  livre  de  Durège,  est-il 
de  ceux  fini  ont  le  mieux  respecté  l'œuvre  de  leur  prédécesseur, 
puisqu'il  nous  dit  qu'il  en  a  gardé  l'esprit  el  qu'il  a  reproduit  la 
l^réface,  intégrale  mon  t. 

A  la  vérité,  celle  Préface  méritait  d'être  conservée;  Durège  y 
expose,  de  la  façon  la  plus  simple,  avec  des  exemples  aussi  clairs 
et  aussi  modestes  qu'il  est  possible,  ses  idées  sur  la  généralisation 
de  la  notion  de  nombre,  sur  l'introduction  successive,  à  partir  du 
nombre  entier,  des  nombres  négatifs,  fractionnaires,  irrationnels, 
imaginaires.  Ces  idées  sont  devenues  classiques  depuis  que  Hankel 
les  a  résumées  sous  un  nom  ;  mais  le  principe  de  permanence  est 
nettement  exposé  dans  celte  Préface  de  Durège. 

Quant  au  livre  de  ÎM.  INJaurcr,  il  est  assurément  de  ceux  qui 
peuvent  rendre  les  meilleurs  services  aux  étudiants;  il  ne  sup|)ose 
chez  le  lecteur  que  des  connaissances  très  élémentaires;  il  pourrait 
être  lu  très  facilement,  chez  nous,  par  uu  («lève  sortant  de  la  classe 
de  matliémaliques  spéciales;  il  conduit  ce  lecteur,  par  un  chemin 
aisé,  à  travers  des  exemples  instructifs  et  parfaitement  choisis,  qui 
lui  seront  très  utiles  s'il  veut  continuer  ses  études  mathématiques, 
jusqu'à  une  connaissance  véritable  de  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  complexe,  dans  ce  qu'elle  a  de  |)lus  essentiel.  Et  ce 
n'est  pas  seulement  une  vue  de  pays  <|ue  le  lecteur  aura  gagné; 
parvenu  au  bout  du  livre,  il  sera  en  mesure  de  tirer  parti  de  ses 
connaissances,  et  de  les  appliquer;  il  en  apercevra  devant  lui  les 
prolongements  infinis,  et  je  serais  étonné  s'il  n'était  point  tenté  de 
les  poursuivre. 

L'exposition  esl  dominée  par  la  |>ensée  de  Riemann,  ou  plutôt 
de  Cauchy,  car  l'étude  des  surfaces  a  plusieurs  feuillets  et  des  ré- 
sultats qui  sont  propres  à  Riemann  tient  j)eu  de  place,  moins  de 
|)lace  (pie  dans  le  livre  de  Durège;  mais  la  doctrine  de  Weiersti'ass 
y  est  aussi  exposée,  et  la  tendance  à  présenter  les  choses  sous  une 
forme  arithmétique,  à  ne  pas  se  contenter  toujours  de  l'intuition 
géométrique,  est  manifeste.  Bien  entendu,  dans  un  livre  aussi 
court,  l'aulPiir  n'a  pas  eu  la  prétention  de  s'assujettir  jusqu'au 
bout  aux  exigences,  parfois  laslidieuses,  d'une  ex|iosilioii  jnu'e- 
ment  arithmétique,  mais  il  a  tenu  à  en  expli(pier  les  j)riucij)es  es- 
sentiels, et  l'on  doit  reeonuaitrc  cpie  c'est  là  ce  (pii  importe  dans 
l'ensciuncnionl  cl  dans  uu  livre,  doiil  le  but  avoué  est  ih>  mellre  le 
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lecleur  au  courant  des  méthodes  si  puissantes  que  fournit  la  repré- 
sentation géométrique. 

Suivant  une  habitude  trrs  répandue  en  Allemagne,  qui  facilite 
d'ailleurs  la  lecture,  et  (|ui  est  peut-être  nécessitée  par  la  grande 
liberté  des  maîtres  et  la  diversité  des  enseignements  élémentaires, 
M.  Maurer  reprend  les  choses  au  début,  introduit  les  nombres  ir- 
rationnels (au  sens  de  Dedekind),  ra|ipelle  les  notions  et  proposi- 
tions fondamentales  du  calcul  diOéreutiel  et  intégral,  définit  les 
nombres  complexes  et  explique  leur  représentation  sur  le  plan  ou 
la  sphère.  Après  ces  deux  Chapitres  d'introduction,  il  entre  au 
cœur  du  sujet  :  la  fonction  entière  fournit  un  premier  exemple 
d'une  fonction  analytique  ;  celle-ci  est  définie,  dans  une  certaine 
portion  du  plan,  comme  avant  une  dérivée  continue;  de  cette  défi- 
nition sortent  la  représentation  conforme  d'une  part  et,  d'autre 
part,  les  pro|)Osilions  fondamentales  de  Cauchv,  sur  les  intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginaires  et  les  résidus.  Que  jM.  Mau- 
rer,  parmi  les  exemples  et  les  applications,  ait  donné  la  détermi- 
nation des  sommes  arithmétiques  de  Gauss,  c'est  la  marque  des 
tendances  élevées  de  son  livre,  dont  les  ap|)arences  sont  si  nio- 
destes. 

L'auteur  passe  ensuite  aux  séries  et  produits  infinis.  On  remar- 
f|uera  la  façon  simple  et  vi-aimenl  naturelle,  au  point  de  vue  où  il 
s'est  placé,  dont  il  déduit  du  théorème  de  Gaucliy,  sur  l'intégrale 


/ 
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le  caractère  analytique  des  fonctions  représentées  par  des  séiies 
ou  des  produits  uniformément  convergents  de  fonctions  analy- 
tiques. C'est,  bien  entendu,  de  ce  même  théorème  que  sont  tirées 
les  séries  de  Taylor  et  de  Laurent. 

Un  Chapitre  est  consacré  aux  fonctions  uniformes,  aux  fonc- 
tions transcendantes  élémentaires  directes  et  inverses;  un  autie, 
aux  foiictions  doublement  |)ériodi(pics,  qui  contient,  outre  la  dé- 
monstration des  [)ropositions  fondamenlales  sur  ces  lonclions,  la 
définition  et  la  représentation  des  fonctions  j),  j,  I^  de  A\  eierstrass 
et  de  la  fonction  H  de  Jacobi. 

l/auleur  arrive  aux  fonctions  à  déterminalion  mullipK'  :  on  re- 
marcpicra  le  [larti  qu'il  lire  de  VcLoilc  de  AL  Millag-Lclller  pour  la 
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(lc'lii)itioii  des  surfaces  de  Ricmann,  puis  raj)|)Iicalion  du  principe 
de  svmélrie  (Scliwarz)  à  la  représentation  conforme  d'un  rectangle 
sur  le  demi-]>lan. 

Un  Chapitre  sur  les  fonctions  algébri([ues  contient,  outre  les 
propositions  indispensables  pour  la  définition  de  ces  fonctions,  la 
détermination  des  cycles,  les  explications  essentielles  concernant 
la  surface  de  Riemann  correspondante,  avec  un  exemple  numé- 
ricpie  traité  on  détail. 

Enfin,  le  neuvième  et  dernier  Chapitre,  qui  n'est  pas  le  moins 
intéressant  et  le  moins  instructif  du  livre,  se  rapporte  aux  fonctions 
définies  par  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à 
coefficients  rationnels.  En  se  bornant  à  ce  cas  particulier,  l'auteur 
a  |)u  éviter  l'appareil  de  formules  qu'exige  la  théorie  générale, 
tout  en  faisant  ressortir  clairement  les  idées  fondamentales  con- 
cernant la  nature  des  solutions,  le  groupe  de  l'équation,  etc.  L'au- 
teur insiste  comme  il  convient  sur  la  classe  d'équations  auxquelles 
le  nom  île  Fuchs  est  attaché  et  sur  la  série  hypergéomélrique  ;  il 
conduit  le  lecteur  jusqu'aux  fonctions  automorphes,  dont  il  dit 
juste  ce  qu'il  faut  pour  faire  entrevoir  au  lecteur  la  richesse  d'une 
théorie  qu'il  ne  voulait  pas  développer,  J.  T, 


GUTZiMER  (A.).   —   Gesciuchtk    der    deltsciien   Matuematiker-Verei- 

NIGLNG  VOX  IlirU'R   BeGRLNDUNG   BIS   ZLR  GeGENNVART    DARGESTELLT.     I   vol. 

in-S",  67  p.,  Leipzig,  Teubner;  190}. 

M.  Gutzmer  retrace  en  quehpies  pages  intéressantes  la  nais- 
sance, la  vie,  les  travaux  de  la  Deutsche  Mallirmatiker-Verei- 
!ugiu}g-  et  publit;  divers  documents  relatifs  à  cette  inqiorlante 
association. 

Elle  a  été  fondée  définitivement  en  1  Hijo  ;  son  activité  a  été 
tout  de  suite  considérable;  il  suffit  (pour  ne  rappeler  que  ceux-là) 
de  citer  les  rapports  de  M.  Franz  Meyer  sur  la  théorie  des  inva- 
riants, de  MM.  Rrill  et  Nother  sur  le  dévelopj>enicnt  de  la  théorie 
des  fonctions  algébriques,  de  M.  D.  Ililbort  sur  la  théorie  des 
corps   algc'-briques,   de  !M.  Czubor  sur  la  lliédric   îles  probabilités. 
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de  M.  Schœnfliess  sur  la  théorie  des  ensembles,  de  M.  Burckhardt 
sur  les  développements  suivant  les  fonctions  oscillantes,  etc.; 
tous  ces  beaux  rapports  ont  paru,  avec  de  nombreux  et  impor- 
tants Mémoires,  dans  le  Jaliresbericht  der  dentschen  Matheina- 
tikev-\  ereinigiing.  On  peut  dire  qu'ils  préparaient  l'Encvclopédie 
mathématique  :  au  reste,  la  part  que  l'association  a  prise  dans  la 
création  et  la  réalisation  de  cette  Encyclopédie  est  prépondérante. 

Elle  a  tenu  aussi  un  rôle  considérable  dans  les  diHcrents  con- 
jurés de  mathématiciens  qui  se  sont  réunis  depuis  sa  fondation  à 
l'occasion  des  expositions  universelles  et  qui,  maintenant,  sont 
périodiquement  organisés. 

Elle  s'est  occupée  très  activement  de  la  création  d'une  série  de 
modèles  mathématiques  et  mécaniques  qui  ne  peuvent  avoir,  en 
se  répandant  et  en  se  multipliant,  que  la  meilleure  influence  sur 
l'enseignement  et  le  progrès  de  la  Science. 

Elle  se  préoccupe  de  l'enseignement  mathématique  à  ses  divers 
degrés,  de  la  formation  des  maities  ;  elle  a  pris  part  à  ce  mouve- 
ment de  réformes  dont  le  Bulletin  a  eu.  à  plusieurs  re|nises, 
l'occasion  d'entretenir  ses  lecteurs.  Signalons  l'existence  d'une 
commission  chargée  d'étudier,  au  point  de  vue  statistique,  les 
oscillations  du  nombre  d'étudiants  en  mathématiques.  Signalons 
encore  le  projet  d'une  bihliothèque  mathématique  centrale,  les 
projets  relatifs  à  la  publication  de  tables. 

On  trouvera  dansle  livre  de  M.  Gutzmer  une  liste  chronolo- 
gique des  léunions  annuelles  tenues  à  Heidelberg,  Brème, 
Halle,  jMunich,  Vienne,  Liibeck,  Francfort,  Brunswick,  Dus- 
seldorf,  Munich,  Aix,  Hambourg,  Karlsbad,  Rassel,  avec  un  court 
résumé  de  ce  qui  s'y  est  passé  de  plus  essentiel,  puis  une  suite  de 
documents;  une  liste  nécrologicpie,  la  liste  des  mend^rcs  vivants 
en   1904,  dont  le  nombre  dépassait  (iuo. 

Enfin  le  Volume  se  termine  par  une  Table  générale  des  douze 
jn'cmlers  Tomes  (\.(\  Jaliresbericht^  dressée   [)ar   M.  E.   W  lilfling. 

.).  T. 
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EB^'ER  (F.).  —  Leitfaden  der  techmscii-wiciitkjk.n  Klrvi-x.  i  vol.  in-8". 
viii-i()7  pages,  gS  figures.  Leipzig,  Tcubncr,  1906. 

La  irajeclelre  d'un  point  d'une  bielle,  ou,  si  l'on  veut,  d'un 
|)oint  invariablement  lié  à  une  droite  de  longueur  eonstante  dont 
les  extrémilés  décrivent  des  cercles  fixes,  présente  des  propriétés 
géométriques  très  intéressantes,  dont  les  j)lus  belles  ontélé  décou- 
vertes par  M.  S.  Roberts.  En  raison  même  de  l'imporlance  de 
celte  courbe  pour  la  Mécanique  appliquée,  M.  Ebner  a  jugé 
avec  raison  qu'il  serait  utile  d'exposer  systématiquement  ces  pro- 
priétés, et  qu'une  élude  un  peu  approfondie  de  celte  courbe  pour- 
rait fournir  d'excellents  exercices  de  Géométrie  analytique  pour 
les  étudiants  qui  recherchent  la  carrière  d'ingénieur.  Il  est  assu- 
rément désirable  de  fournir  à  ces  étudiants  des  exemples  dont  ils 
comprennent  immédiatement  cpi'ils  ont  une  portée  pratique  el 
pourront  leur  èlre  utiles  plus  tard.  Les  calculs  qu'entraîne  l'étude 
analytique  de  celte  courbe  du  sixième  degré  sont  un  peu  longs  et 
difficiles  :  ils  pourraient  rebuter  des  lecteurs  novices  qui  ne 
seraient  pas  guidés  ;  le  livre  de  M.  Ebner  leur  fournira  le  guide 
dont  ils  ont  besoin.  Les  ligures,  en  particulier,  sont  faites  avec 
un  grand  soin  et  montrent  clairement  les  diverses  formes  aux- 
quelles on  peut  avoir  alfaire. 

L'auteur  commence  naturellement  par  le  cas  simple  où  les 
deux  cercles  se  réduisent  à  deux  dix)ites;  il  traite  ensuite  le  cas 
d'une  droite  el  d'un  cercle,  puis  le  cas  général,  en  insistant  avec 
les  détails  qui  conviennent  sur  les  mécanismes  qui  servent  dans  la 
pratique,  sur  la  courbe  de  Walt  en  particulier.  Celle-ci  lui  donne 
l'occasion  de  dire  quehpies  mois  des  inverseurs. 

Les  deux  dernic-rs  chapitres  sont  consacrés  à  iPautres  courbes 
qui  iutéressciil  aussi  les  industriels,  à  savoir  les  convhcs  [Po(e/iz-- 
cnr\'cn)  dont  l'écpiation  est  y^=ax"  el  celles  [zyklisclie 
hurven)  qui  peuvent  être  délinies  par  des  écpialions  de  la  forme 

X  =^  a  cn^  7.  t  -{-  b  eus  i  t, 
y  =  a  sin  a  /   ;-  6  <iii  !i  r 
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DUHEM  (P.).  —  Les  origines  de  la  Statique,  t.  H.  i  voL  in-8",  364  pages. 
Paris,  Hermann  ;  1906. 

Ce  second  Volume  des  Origines  de  la  Statique  seva  lu  avec 
le  même  intérêt  que  le  premier.  Les  mêmes  conclusions  philo- 
sophiques sur  la  vie  et  l'organisation  de  la  Science  en  ressortent  : 
il  n'y  a  point,  dans  l'histoire  de  la  Science,  de  générations  spon- 
tanées ;  les  doctrines  scientifiques  se  continuent,  se  perpétuent, 
se  dépouillent  lentement  de  ce  qu'elles  contiennent  d'erreur,  se 
dégagent  peu  à  peu  de  la  confusion  primitive,  tendent  vers,  la 
vérité,  j  parviennent  enfin  après  de  longs  détours  et  de  nombreux 
retours  en  arrière.  M.  Duhem  excelle  à  rendre  cette  continuité, 
à  retrouver  chez  d'autres  que  les  prétendus  inventeurs  le  germe 
des  inventions  et  souvent  les  inventions  même,  à  montrer  aussi, 
mêlées  à  des  vérités  nouvelles,  de  vieilles  erreurs  qui  survivent 
longtemps  après  le  moment  où  elles  auraient  du  disparaître. 
Les  contradictions  qu'une  science  en  formation  |)orte  en  elle- 
même  peuvent  vivre  longtemps  ensemble,  avant  d'éclater  aux. 
yeux.  M.  Duhem  met  aussi  très  nettement  en  évidence  le  rôle, 
dans  l'organisation  des  idées  les  plus  essentielles,  de  l'erreur  pro- 
prement dite,  des  explications  fallacieuses,  de  la  confusion  des 
mots,  et  montre  éloquemment  la  lente  et  mystérieuse  attraction 
vers  la  vérité.  Si  même  il  estimait  d'abord  que  M.  Duhem  est 
disposé  à  exagérer  la  continuité  dans  l'évolution  de  la  Science;  s'il 
estimait  que  des  découvertes,  des  créations  indépendantes,  des 
rencontres  dans  le  vrai  ont  pu  se  produire  là  où  M.  Duhem  voit 
filiation  ou  plagiat,  le  lecteur  se  rendra  d  ordinaire  à  l'évidence 
des  preuves,  à  la  force  des  présomptions  (pi'apportc  le  ra|)pro- 
chement  des  textes  ;  il  s'émerveilleta  de  la  patience  et  de  l'ingé- 
niosité, que  l'auteur  a  mises  à  découvrir  ces  communications 
insoupçonnées,  à  dévoiler  les  fraudes,  à  l'aire  parler  les  sileiices 
fâcheux.  jM.  Duhem  aime  la  vérité  avec  trop  de  passion  pour  se 
soucier  de  la  laideur  des  hommes,  de  ceux,  même  à  cpii  va  l'admi- 
ration universelle,  à  qui  elle  va  justement,  de  son  propre  aveu. 
On  le  soupçonnerait  jjarlbis  d'avoir  plaisir  à  démasquer  celte  lai- 
deur. Lorscpi'il  e\cuse  le  silence  sur  les  sources,  parce  <|u'il  s'agit 
de    vérit('s    tombéc>   dans    h;    patrimoine   commun,    on   peu!    l  en 
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croire.  Peul-êlrc  néglige-l-il  trop  une  explication,  qui  est  loin 
d'ailleurs  d'être  toujours  une  excuse,  et  qui  se  lire  de  la  nature 
même  des  vérités  mathématiques. 

Ceux  qui  les  ont  vraiment  comprises  se  les  sont  appropriées 
parla  môme;  ils  les  possèdent;  ils  ne  les  regardent  plus  comme 
extérieures  à  eux  ^  elles  sont  un  accroissement  de  leur  raison.  Il 
leur  faut  vouloir  sortir  d'eux-mêmes,  pour  penser  à  l'origine  de 
ces  vérités.  Qu'il  y  ait,  à  le  faire,  un  devoir  slricl,  c'est  ce  qui 
n'est  pas  douteux  ;  n)ais  c'est  seulement  dans  les  temps  modernes 
(lue  ce  devoir  est  apparu  avec  toute  sa  clarté.  Nous  ne  valons 
p^it-être  pas  mieux  que  nos  ancêtres  ;  au  moins,  connaissons- 
nous  mieux  quelques-unes  de  nos  obligations.  11  serait  possible 
de  citer  d'autres  exemples. 

Le  premier  Volume  des  Origines  de  la  Statique  nous  racon- 
tait l'histoire  du  levier  et  du  plan  incliné,  de  la  notion  de  travail, 
mise  définitivement  en  évidence  par  Descartes.  Le  second  Volume 
contient  trois  (chapitres  et  une  Conclusion. 

Le  premier  (Chapitre  est  intitulé  :  Les  propriétés  mécaniques 
du  centre  de  gravité,  d'Albert  de  Saxe  à  Evangelista  lorricelli  ;  il 
comprend  deux  périodes  distinctes  séparées  par  la  révolution 
copernicienne. 

M.  Duhem  montre  combien,  chez  les  anciens,  la  notion  de 
centre  de  gravité  était  vague  et  conltise  :  ni  Archimède,  ni  Pappus 
ne  paraissent  avoir  une  notion  précise  des  conditions  d'existence 
du  centre  de  gravité,  bien  qu'ils  sachent  déterminer  les  centres 
de  gravité  de  certaines  figures  géométriques. 

Peu  à  peu  s'ébauche  la  doctrine  suivante,  admise  sans  contes- 
tation pendant  des  siècles  : 

«  Il  est  en  tout  grave  un  point  où  sa  pesanteur  est  comme  con- 
centrée ;  c'est  le  centre  de  gravité  ;  en  tout  grave,  la  pesanteur  est 
un  désir  d'unir  ce  centre  de  gravité  au  centre  de  l'Univers.  Si  son 
centre  de  graviu*  coïncide  avec  le  centre  de  l'Univers,  le  grave  est 
en  repos.  Si  le  ccnlro  de  gravité  est  hors  du  centre  de  I  Univers, 
le  j)remier  point  tend  à  joindre  le  second  et,  s'il  n'en  est  empê- 
ché, ii  se  dirige  vers  lui  en  ligne  droite.  La  Terre  est  un  grave 
sendil;il)lc  aux  autres;  elle  joint  donc  son  ccnlre  de  gravité  au 
cenlic  de  l'Univers;  et  c'est  ainsi  ipic  la  Terre  demeure  immobile 
au  eenlre  i\n  Monde.  » 
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Celle  doclrine  a  son  germe  dans  Arislote,  son  plein  épanouisse- 
ment dans  Albert  de  Saxe  (')  (Albertus  de  Saxonia),  qui 
enseigna  à  l'Université  de  Paris,  de  i35o  à  i36i,  la  philosophie 
scolaslique,  et  dont  la  doctrine  a  eu  dans  la  suite  un  très  long 
relentissement.  Albert  de  Saxe  hésite  et  varie  sur  la  réponse  à 
celle  question  :  est-ce  le  centre  de  gravité  de  la  partie  solide,  ou 
de  l'ensemble  formé  par  l'eau  et  celle  partie  solide  qui  coïncide 
avec  le  centre  de  l'Univers  ?  Ce  centre  d'ailleurs  doit  se  déplacer, 
parce  que  le  Soleil  échauffe  tantôt  un  hémisphère,  tantôt  un  autre, 
par  suite  aussi  de  la  continuelle  érosion  de  la  surface  terrestre. 

C'est  celte  attraction  vers  le  centre  de  l'Univers  qui  explique 
aussi  la  forme  ronde  de  la  Terre.  M.  Duhem  nous  retrace  l'inté- 
ressante histoire  de  celte  explication,  depuis  Arislote,  auquel 
remontent  bon  nombre  des  aroumenls  en  (aveur  de  la  rotondité  de 
la  Terre  qu'on  développe  encore  dans  toutes  les  écoles,  jusfju'à 
Albert  de  Saxe  qui  enseigne,  d'une  façon  précise,  le  moven  expé- 
rimental de  s'assurer  de  la  forme  sphérique.  Celui-ci  mellail  en  pra- 
tique le  procédé  pédagogique  qui  consiste  à  étonner  les  auditeurs. 
11  leur  disait  :  a  Si  l'on  creuse  un  puits  au  fila  plomb,  ce  puits  sera 

plus  large  à  l'orifice  qu'au  fond Lorsqu'un  homme  se  promène  à 

la  surface  de  la  terre,  sa  lète  va  plus  vite  que  ses  pieds »  11  y  a, 

dans  le  livre  de  M.  Duhem,  une  grande  page  de  citations  de  ce 
genre.  Elles  méritaient  que  l'auteur  s'y  arrèlàt  à  cause  de  la 
grande  et  longue  influence  qu'a  eue  renseignement  du  j)hilosoplic 
du  quatorzième  siècle,  influence  qu'il  suit  d'abord  juscpTà  Léonard 
de  Vinci  ;  elle  est  manifeste  chez  ce  dernier,  mais  Tapi^ort  réel 
de  Léonard  de  Vinci  à  la  constitution  de  la  Statique,  déjà  mis  en 
évidence  dans  le  premier  Volume  de  M.  Duhem,  apparaît  ici  con- 
sidérable, puisqu'il  connaît  le  rôle  de  ce  qu'on  a  appelé  plus  tard 
le  polygone  de  sustentation  et  qu'on  trouve  chez  lui  le  germe  de 
l'importante  proposition  connue  sous  le  nom  de  princi[)C  deTorri- 
celli,  d'après  la([iielle  un  système  de  corps  pesanisesten  équilibre 
quand  le  centre  de  gravité  de  ce  système  est  le  plus  bas  possible; 
cette  proposition,  M.  Duhem  en  retrouve  la  formule,  de  moins  eu 
moins  confuse,  dans  VOpus  novuni  et  dans  le  J>c  sublililiite  de 
Cardan,  dans  la  Paraphrasis  de  Guidobaldo  dcl   Monte,  ilans  les 

(')  M.  Duhciii  riilciililie  aveu  A/Ocrludus. 
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Exercilationcs  de  Baldi,  dans  le  Sinopsis  de  Merseiiiic,  enfin  dans 
le  Traité  délia  Scienza  mecanica  et  dans  les  derniers  écrits  de 
Galilée,  où  elle  ne  laisse  plus  rien  à  désirer.  A  la  fin  de  l'année  1689, 
Galilée  esl  en  pleine  possession  des  denx.  théorèmes  suivants  : 

«  Un  ensemble  quelconque  de  poids  ne  peut  jamais  se  mettre 
(le  lui-niènic  en  mouvement,  si  ce  mouvetnenl  ne  produit  un 
abaissement  de  son  centre  de  gravité.  » 

«  J^orsqu'un  tel  ensemble  de  |)oids  descend  en  ci)ulc  libre  et 
sans  vitesse  initiale,  son  centre  de  gravité  décrit  une  verticale,  w 

Mais  revenons  à  la  doctrine  d'Albert  de  Saxe  et  au  «  centre  de 
l'Univers».  Il  semble  qu'elle  ait  dii  disparaître  avec  le  s_ystème  de 
Copernic,  il  n'en  est  rien;  elle  s'accommode  au  besoin  de  ce  sys- 
tème. «  Partisans  et  adversaires  du  sAslème  de  Copernic  s'enten- 
dent désormais  pour  présenter  la  doctrine  d'Albert  de  Saxe  à 
peu  près  sous  la  même  forme  :  cette  forme,  entrevue  par  Albert 
de  Saxe  lui-même,  est  celle  qu'ont  proposée  Copernic  et  Bene- 
delli.  Une  seule  divergence  sépare  les  deux  Ecoles.  Pour  les  par- 
tisans du  système  géocenlrique,  le  point  où  tendent  les  graves,  où 
se  placent  le  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  le  centre  de  la  surface 
des  mers,  est  le  centre  même  de  l'Univers;  pour  les  disciples  de 
Copernic,  ce  point  est  y\\\  point  particulier  à  l'astre  que  nous 
nommons  Terre,  et  en  chaque  astre  il  existe  un  point  analogue  ; 
au  point  (le  vue  de  la  Mécanique  céleste,  la  différence  est  grave; 
elle  est  sans  importance  pour  la  Statique.  »  Et,  en  ellct,  longtemps 
encore,  M.  Duhem  retrouvera  cette  doctrine  acce|)tée  comme  un 
dogme,  longtemps  après  que  Kepler  aura  écrit  : 

«  ....  Un  point  malhématique,  que  ce  soit  le  centre  du  Monde, 
ou  f]ue  ce  soii  un  autre  point,  ne  saurait  mouvoir  ellectivement 
les  graves  ;  il  ne  saurait  non  plus  être  l'objet  vers  lequel  ils 
tendent,  (^ue  les  |)hvsiciens  prouvent  donc  (jiic  telle  force  peut 
an|)arlenir  à  un  ])Oinl,  cpii  n'est  pas  un  coriJS,  et  (pu  n  est  conçu 
(pi<;  dune  maniric  toute  relative  1 

»  11  est  inq)ossil)lf  (pie  la  forme  suh'^laiil  lelle  i\c  la  pienc,  met- 
tant en  mouvement  le  corps  de  celle  |)i(ire,  eherelie  un  point 
malhémalitpie,  le  centre  du  Monde,  par  e\enq)le,  sans  souci  du 
cor|)s  dans  lecpicl  se  trouve  ce  point,  (^ue  les  physiciens  dénion- 
lieiil  donc  (pie  les  choses  nalurelles  ont  de  la  s\mpalhie  [H)ur  ee 
(pu  n  existe  pas  ! 
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»  Voici  la.vraie  doctrine  de  la  gravité:  la  gravité  est  une  afTec- 
lion  corporelle  imituelle  entre  corps  parents,  qui  lend  à  les  unir 
et  à  les  conjoindre;  la  faculté  magnétique  est  une  propriété  du 
même  ordre  ;  c'est  la  Terre  qui  attire  la  pierre,  bien  plutôt  que 
la  pierre  ne  tend  vers  la  Terre.  Même  si  nous  placions  le  centre 
de  la  Terre  au  centre  du  Monde,  ce  n'est  pas  vers  le  centre  du 
Monde  que  les  graves  se  porteraient,  mais  vers  le  centre  du  corps 
rond  auquel  ils  sont  apparentés,  c'est-à-dire  vers  le  centre  de  la 
Terre » 

C'est  au  commencement  de  son  second  Chapitre,  consacré  aux 
géostaticiens,  que  M.  Duhem  cite  cette  page;  d'après  lui,  les 
critiques  de  Kepler,  malgré  leur  profondeur  et  leur  éloquence, 
contribuèrent  moins  à  ruiner  la  doctrine  d'Albert  de  Saxe  que  les 
erreurs  auxquelles  cette  doctrine  conduisit  les  meilleurs  géomètres. 
Jl  retrace,  de  la  façon  la  plus  intéressante,  le  débat  entre  Fermât 
d'une  part  et  Pascal,  P\.oberval,  Descartes  de  l'autre.  On  se  plaira 
à  voir  comment  l'auteur  arrive  à  retrouver  l'état  d'esprit  d'un 
Terinat,  et  à  expliquer  les  erreurs,  qui  nous  semblent  mons- 
trueuses, oii  est  tombé  ce  géomètre,  d'un  génie  si  rare  et  si  péné- 
trant. De  celte  discussion  mémorable  ressort  une  conséquence 
essentielle  :  «  L'idée  i\\\n  centre  de  gravité  invariablement  lié  à 
chaque  coips  solide  n'a  de  sens  qu'autant  que  les  verticales  sont 
traitées  comme  parallèles  entre  elles;  c'est  donc  une  absurdité 
que  de  vouloir  attribuer  à  ce  point  une  tendance  à  s'unir  au  centre 
(le  la  Terre;  la  seule  considération  du  centre  de  la  Teire  suffit  à 
rendre  illégitime  la  considération  du  centre  de  gravité.  »  M.  Duhem 
donne  des  raisons  qui  permettent  de  croire  que  Torricelli  con- 
naissaitcette  discussion,  et  les  contradictions  auxquelles  on  aboutit 
lorsqu'on  traite  du  centre  de  gravité  sans  admettre  le  |)arallé- 
lisme  des  verticales  et  cela  expliquerait  pourquoi  Torricelli  a 
pris  soin  de  formuler,  avec  tant  de  précision,  celte  dernière  hjpo- 
ihèse.  «  Par  là  il  a  profondément  transformé  le  principe  de 
Statique  qu'il  tenait  de  Galilée  ;  il  a  fait  disparaître  toute  trace 
de  la  doctrine  erronée  à  laquelle  ce  principe  devait  sa  naissance. 
Comme  mainte  proposition  de  [Miysiqiie,  c'est  en  reniant  ses 
origines  que  la  loi  de  Torricelli  est  devenue  une  irrc'-procliable 
vérité.  » 

Le  dernier  Cliapitre  est   inlitiilé  :  w  La  coordination   des  lois  de 
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la  Slaliniic.  »  M.  Diihem  nous  décrit  en  parlicnlier  ce  qui  i-esle 
du  grand  Traité  de  Mécanique  que  Roberval  semble  avoir  entière- 
ment composé  et  dont  nous  n'avons  que  des  éhauclies,  des  frag- 
ments et  une  réduction  très  élémentaire,  destinée  surtout  aux 
artisans  ;  il  montre  ensuite  comment  la  notion  de  travail,  précisée 
par  Descartes  pour  la  pesanteur,  est  étendue  par  Wallis,  dans 
son  grand  Traité,  aux  forces  quelconques,  et  comment  se  prépare 
ainsi  l'énoncé  définitif,  par  Jean  Bernoulli,  de  ce  principe  des 
déplacements  virtuels  qui  semble  devoir,  d'ici  longtemps,  dominer 
la  Mécanique  tout  entière.  C'est  dans  une  lettre  à  Varignon, 
comme  on  sait,  que  Jean  Bernoulli  énonce  ce  principe  :  c'est  à  ce 
progrès  essentiel  que  M.  Dubem  limite  la  période  des  origines  : 

Il  est  fort  curieux  de  voir  Varignon,  dont  le  mérite  n'est  pas 
douteux,  regarder  encore,  alors  que  Newton  publie  ses  Principes, 
les  forces  comme  proportionnelles  aux  vitesses  ;  les  textes  que 
cite  M.  Duliem  ne  laissent  guère  de  doutes  :  combien  vivace  a  été 
la  doctrine  d'Aristote  ! 

Je  n'ai  pu  que  toucber  un  petit  nombre  des  points  traités  par 
M.  Duliem  et  m'efforcer  de  faire  ressortir  un  peu  Tesprit  de  son 
livre.  L'érudition  qu'il  j  a  déployée  est  considérable.  Je  me  bor- 
nerai, pour  en  donner  quelque  idée,  à  dire  que  la  Table  des  auteurs 
cités  ne  tient  pas  moins  de  9  pages,  imprimées  sur  2  colonnes. 

J.  T. 
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LAURENT  (II.),  ancien  examinateur  d'aj;lmission  à  l'Ecole  Polytechnique. 
—  La  GÉO.MÉTRIE  AXA1.YTIQUE  GKNKRAi.E.  I  vol.  gr.  in-8",  vii-i')i  pages, 
l'aris,  librairie  scientifique  A.  Ilertnann,   19116.  Pri\  :  G'"". 

Cet  Ouvrage  est  à  la  fois  |tliilosoplilque  et  malliémaliqne,  el  il 
a  pour  auteur  un  vrai  mathénialicien.  Pour  en  faire  comprendre 
l'esprit,  dès  Tabord,  rien  ne  me  semble  préférable  à  la  reproduc- 
tion de  cjuelc|ues  extraits  de  la  Préface. 

v(  La  question  précise  que  je  me  propose  de  traiter,  dit  M,  II. 
Laurent,  est  la  suivante  :  Quelles  sont  les  hypot/iêses  irréduc- 
libles  qu'il  faut  fulre  pour  reirouver  les  propositions  <le  l(( 
géométrie  d' Euclide?  » 

Établissant  ensuite  une  distinction  capitale  entie  la  notion 
(V hypothèse  et  la  notion  d'axiome,  «  je  me  suis  demandé,  ajoule- 
t-il,  s'il  ne  serait  pas  possible  d'édifier  une  science  abstraite  et 
logique,  n'ajant  d'autre  rapport  avec  la  Géométrie  cpie  les  noms 
des  objets  sur  lesquels  on  spécule,  ces  objets  n'ayant  qu'une  exis- 
tence aussi  abstraite  que  les  nombres  ». 

Partant  de  là,  l'auteur  s'attacbe  à  définir  avec  précision  les  élé- 
ments :  un  point,  dans  un  espace  à  n  dimensions,  est  l'ensemble 
de  n  ([uantités,  appelées  coordonnées  de  ce  point.  Si  les  n  coor- 
données, variables,  dépendent  de />  paramètres  distincts,  le  point 
décrit  une  variété  à  p  dimensions;  pour  p  ^=^  n  —  i ,  cette  variété 
est  une  surface. 

Si  l'on  se  borne  dès  lors  au  cas  oîi  n  =  3,  et  si  l'on  invoque  les 
propriétés  classiques  des  substitutions  orthogonales,  on  arrive  à 
montrer  que  la  géométrie  euclidienne  repose  sur  les  deux  poslu- 
laliuns  (ou  sur  les  deux  In  potlièses)  tpii  suivent  : 

1"  Par  tout  point  de  l'espace,  on  peut  faire  passer  trois  surfaces 
coordonnées,  en  sorte  que  tout  point  esl  dél(;rmiivé  [lar  trois 
nombres. 

/lui/,  f/ci  Sciences  iiiathcin..  ;>'  sci'ic.  l.  \\\I.  (M.us  i<)07.)  .'l 
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r>."  Toiil  (lénluccmcMil  sans  changeinenl  de  forme  est  une  siibsli- 
I II lion  orllioi^onalc. 

En  modilianl  la  définilion  du  déplacement  sans  changemeiil  de 
forme,  on  oblicnl  d'autres  géométries,  celles  de  Riemann  et  de 
l^obatschewskj  en  particulier. 

Suivant  le  mode  adopté  pour  numéroter  les  points  de  l'espace, 
(l('(îuis  par  leurs  coordonnées,  les  mots  plan,  droite,  dislance, 
angle,  par  exemple,  s'appliquent  à  des  choses  très  différentes.  11 
s'ensuit  qu'il  v  a  une  infinité  de  géométries  euclidiennes,  et  qu'on 
ne  saurait  définir  a  priori  ni  le  plan,  ni  la  droite.  De  là  résulte, 
suivant  l'auteur  (et  il  a  bien  raison  à  noire  avis),  la  nécessité  de 
réformer  d'une  façon  fondamentale  l'enseignement  classifjue  de  la 
Géométrie  en  ce  qui  concerne  le  1"'"  Livre  et  le  V*^. 

Donnons  maintenant  une  idée  générale  de  la  composition  du 
Livre,  parla  simple  énumération  des  titres  des  dix  Chapitres  qu'il 
contient  : 

Introduction.  Les  élémenls.  Mesure  de  l'étendue  des  variétés. 
Incursion  dans  le  domaine  concret.  Les  contacts.  Surfaces  algé- 
biiques.  Les  espaces  homogènes.  Surfaces  du  2^  degré.  Quelques 
lieux  géométriques;  ihéorèmes.  Géométries  non  euclidiennes. 

Il  est  facile  de  deviner,  à  cette  simple  lecture,  l'étendue  du 
champ  de  généralisation  ouvert  à  un  esprit  logique  et  inventif 
comme  celui  de  M.  Laurent,  dans  la  voie  où  il  s'est  engagé.  Nous 
nous  bornerons  à  indiquer  un  très  petit  nombre  d'exemples. 

Il  donne  (p.  'J0--4)  la  forme  explicite  de  la  résultante  d'un  sys- 
tème de  n  é<]ualions. 

Après  avoir  exposé  un  théorème  de  Poinsot  relatif  aux  normales 
aux  surfaces,  il  établit  (p.  <ji-().i)  une  proposition  analogue,  et 
fort  intéressante,  relative  à  un  plan  mobile  et  à  une  propriété  du 
point  de  contact  avec  l'enveloppe. 

On  connaît  le  célèbre  théorème  de  Chaslcs  sur  les  points  de  con- 
tact des  plans,  parallèles  à  un  plan  donné,  tangents  à  une  surface 
algébrique.  INl.  Laurent  démontre  élégamment  ce  théorème  (p.  i -.^8- 
i3f)),  en  indiijue  de  nombreuses  généralisations,  et  montre  (jue  la 
j)roposition  dont  il  s'agit  n'est  que  la  [)rcmière  d'une  foule  d'autres 
analogues. 

Enfin  (p.  I  io),  on  ne  saurait  assez  attirer  l'attention  du  lecteur 
sur  une  rcuiarcpie  profondément  justi-,   (|uc   |aniais   nous   n'avons 
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vue  aussi  nclloment  j)résenléc;  c'est  que  le  principe  d'homogé- 
néilé  et  le  postulaluin  d'Eiiclide  ne  sont,  au  fond,  qu'une  seule 
et  même  proposition,  si  bien  qu'en  admettant  le  premier  comme 
vrai,  le  second  serait  démontré.  Si  celte  vérité  avait  été  aussi  ré- 
pandue qu'elle  mériterait  de  l'élre,  luen  des  discussions  inutiles, 
bieu  des  polémiques  vaines  auraient  sans  doute  été  épargnées. 

En  somme,  l'Ouvrage  que  nous  signalons,  peu  volumineux, 
exlrémen)ent  original,  est  très  riclie  en  aperçus  nouveaux  et  en 
résultats  intéressants.  Il  mérite  de  retenir  rattention  de  tous  les 
professeurs  consciencieux,  qui  prennent  à  tàcbe  de  procéder  sans 
cesse  à  une  revision  des  principes  fondamentaux  servant  de  base 
à  leur  enseignement.  Peut-étie  même  un  petit  nombre  de  très 
bons  élèves  trouveront-ils  profit  à  la  lecture  de  la  Géométrie  ana- 
lytique (générale.  iMais  il  faut  pour  cela  deux  conditions  :  la  pre- 
mière, c'est  qu'ils  fassent,  de  celte  lecture,  une  véritable  et  sérieuse 
étude;  la  seconde,  c'est  qu'ils  aient  déjà  une  certaine  préparation 
philosophique  de  l'esprit,  nécessaire  pour  ne  pas  se  méprendre 
sur  les  idées  de  l'auteur. 

Pour  mon  compte,  en  parcourant  les  premières  lignes,  je  me 
demandais  avec  inquiétude  si  j'allais  me  trouver  en  présence  d'une 
nouvelle  contribution  de  cette  école  philosophique  ultra-moderne 
qui  prétend  ne  se  servir  que  de  la  logique  pure,  et,  en  fondant 
f[uelque  chose  sur  rien  du  tout,  finit  par  se  glorifier  de  ce  qu'elle 
étudie  des  choses  qu'elle  ne  connaît  pas,  sans  savoir  si  ce  qu'elle 
dit  est  vrai. 

J'ai  été  bientôt  rassuré.  Je  l'ai  été  surtout  en  lisant  (p.  60)  qu'il 
serait  nécessaire  «  de  reconnaître  à  la  Géométrie  son  véritable  ca- 
ractère, qui  est  celui  d'une  science  physique  ». 

J'applaudis  d'autant  plus  à  cette  déclaration  que,  dans  ma  con- 
viction profonde,  loutes  les  sciences  sont  physiques,  à  des  degrés 
divers.  G. -A.   Lais.v.nt. 
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Ces  Études,  que  M.  Duhem  a  piihliécs  pour  la  |)lu|)arl  dans  le 
IJidlcliu  italien  de  MM.  Pvadel  et  Honvv.  sont  contemporaines  de 
ses  Orisii^<'-'^  <'(<"  l<^f  Slciticjue,  dont  nous  avons  rendu  compte  ré- 
cemment; elles  les  complètent  heureusement  sui-(|uelques  points. 
On  y  retrouve  les  mêmes  préoccupations  et  les  mêmes  iiommes  : 
seulement,  ici,  Léonard  de  Vinci  tient  un  rôle  central  :  en  lui 
viennent  se  condenser,  se  transformer,  vivre  d'une  vie  nouvelle  et 
intense,  la  science  hellène  et  la  science  (\y\  moyen  ài;e;  M,  Duhem 
a  étudié  patiemment  et  |)assionnément  ce  (pii  nous  reste  de  ses 
Notes;  il  a  su,  bien  souvent,  retrouver  Tordre  de  ces  brouillons, 
les  dater  approximativement,  reconnaiire  avec  sûreté,  grâce  à 
quelques  indications  données  par  Léonard  lui-même,  l'origine  de 
ses  réflexions  :  il  s'est  émerveillé  de  la  vigueur  de  ses  méditations, 
obstinément  j)0ursuivies;  il  s'est  indigné  de  l'incurie  avec  laquelle 
les  manuscrits  du  grand  artiste,  du  géomètre  subtil,  du  penseur 
pénétrant  ont  été  traités  ;  il  a  déploré  leur  perte;  heureusement, 
les  voleurs  en  ont  profité,  et  en  ont  fait  profiter  les  autres;  à  tra- 
vers les  plagiats  de  Cardan,  de  Bernardino  Baldi,  de  Benedelli  et 
d  autres  encore,  en  passant  par  rhonnéte  ^lersenne,  M.  Duhem 
suit  la  pensée  de  Léonard  de  Vinci  jusqu'à  Roberval,  jusqu'à  Des- 
cartes, jusqu'à  Pascal,  jusqu'à  ce  qu'elle  prenne  une  forme  défini- 
tive et  classique. 

Une  idée  essentielle  domine  l'œuvre  hislori(pie  de  M.  Duliem  ; 
c'est  la  continuité  dans  le  développemenl  de  la  Science;  le>  |)lus 
merveilleuses  floraisons  ont  été  précédées  par  un  long  travail  de 
;;crmination  ;  il  CKcelle  à  retrouver  les  germes  obscurs,  à  retracer 
la  iiliation  des  idées;  laissons-le  parler  lui-même  sur  un  des  poinl> 
les  plus  iiiqxirlants  de  ses  Etudes  (M  ; 

«    I^a  lecluii;  du    Tidctittus  jiioporlioiiiini    il  Albert    de   Saxe, 
(')  Coni/ilcs  rcinlus  de  l'Acadcinic  ilcs  Scicitces,    l.  C\I>ltl.  p.  ■117. 
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(le  ^e^  Oitff'sfiofies  in  lihros  de  cado  et  niiindo  a  siig'i;(''i(''  à  Léo- 
nard mie  j)arl  très  considérable  de  ses  opinions  scientifiques  el, 
particulièrement,  de  <;elles  qui  ont  influé  sur  le  développement 
ultérieur  de  la  Science.  Aux  exemples  que  nous  en  avons  donnés 
dans  nos  Origines  de  bi  Slatii/tie.  nous  en  ajoutons  ici  deux 
nouveaux. 

»  Anstole  et  ses  premiers  conimcnlaleuis  croyaienl  cpic  le 
mouvement  du  projectile  se  maintient  pur  Faction  de  l'air  ébranlé  : 
de  bonne  heure,  on  proposa  d  attribuer  ce  mouvement  à  un  cer- 
taiti  iinpelus  im|)rimé  dans  le  mobile  par  l'instrument  qui  le  pro- 
jette; on  ne  saurait  indiquera  (piel  moment  cette  notion  de  1'////- 
fielus,  d'où  les  notions  modernes  de  quanlilé  de  momeineiH  el 
de  force  iH^e  sont  issues  par  une  filiation  continue,  a  été  ima- 
i;inée  ;  mais  elle  avait  déjà  cours  au  xiii"'  siècle,  puisque  saint 
Thomas  d'Afjiiin  prend  soin  de  la  réfuter;  toutefois  la  théorie  de 
\  iinpetus  ne  semble  pas  avoir  pris  y\\\  d(''velo|q)emenl  important 
avant  les  écrits  d'Albert  de  Saxe;  en  ces  écrits,  elle  donne  nais- 
sance à  une  véritable  lJviiami(|ue  qui,  par  évolution  «graduelle, 
est  devenue  notre  Dynamique  moderne.  La  théorie  de  Viinpetiis 
devint  bientôt  classique  dans  les  Universités  dont  les  maîtres  su- 
bissaient l'influence  des  terminaiisles  de  l'Université  de  l^aris  ; 
Léonard  de  Vinci  la  connut  par  les  écrits  d'Albert  fie  Saxe  et  la 
prit  souvent  pour  objet  de  ses  méditations. 

))  Dès  r(jri<;ine  de  la  théorie  de  V inipeliis,  on  doiinail  >ou\ent 
à  cette  (]iialit(''  le  nom  de  i^raxilé  acridenlelle ;  Léonard  de  Vinci 
s  est  allaclié  à  metlie  en  évidence  lanaloj^ie  entre  la  graKité  acci- 
dentelle et  la  gfav/tr  /tatitre/ie ;  il  a  cherché,  dans  tout  projec- 
tile, un  centre  de  la  L;ri(\-ité  ncciden telle,  où  tout  Vinipetus  du 
corjjs  pùL  être  censt;  l't'iini  coinnie  le  ponU  peut  être  censé  réuni 
au  centre  lie  la  i;ravilé  nalurelh;;  il  allribuait  une  grande  impor- 
tance, dans  les  edets  ch;  la  percussion,  à  la  position  de  ce  centre 
«le  )a  i;ra\  ité-  accidentelle. 

»  Le  ///  niechanicd  Aiistotells  problcniaLa  cJLercltdtioncs  de 
l)eriiardino  iJaldi  ot  iioiirii  «rempiiints  faits  aux  manuscrits  de 
Léonard  de  \irici;  ri'iuilit  abbé  de  (iua>lalla  puise,  en  particu- 
lier, dans  ces  maniiscrils.  la  notion  de  centre  de  Id  L^rilKitc  n'o- 
lente;  dans  le  cas  des  mouvcmeiil>  de  translation,  les  seuls  qu'il 
étudie,    il    remarque   avec    raison    ipic    le    ee/itre  de    l(t    violence 
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occupe   la   mcnie    posilion  que    le  croire  de    la   i;iavilé    iialiitcllc. 

»  f^e  P.  Merseniie  connaissail  les  Exercilationes  de  Beinardino 
Baldi;  il  l(!S  eilc  dans  ses  0//e.slio/)s  thrologiques,  physiques^ 
moralpx  et  ina(h(''inali(jiies;  en  onlre,  dans  eel  Onvraj^e,  il  leur 
eniprnnle  la  llu-onc  dn  centre  de  la  violence.  Des  indices  nom- 
breux cl  non  douteux,  iclev<'s  dans  les  écrits  de  Mécani(|uc  (iiie 
Koberval  a  eomposés  el  que  la  Hibliollirque  nationale  conserve 
inédits,  nous  assurent  que  lioberval  avait  également  lu  les  Exer- 
cilationes de  Baldi.  Enfin  nous  ignorons  si  Descaries  les  connais- 
sait, mais  nous  voyons,  |)ar  sa  correspondance,  que  Mersenne  lui 
avait  posé  un  probirme  relatif  au  centre  de  percussion  extrait  de 
ces  mêmes  Exercilationes. 

»  Sur  ces  entrefaites,  Mersenne  vint  à  s'occuper  du  problème  du 
funépendule,  c'est-à-dire  de  la  détermination  du  pendule  simple 
sjncbrone  d'un  pendule  donné:  il  posa  ce  problème  à  ses  deuxamis, 
Roberval  et  Descaries;  tous  deux  reconnurent  (pi'il  se  ramenait 
à  la  recliercbe  du  centre  de  la  violence  de  Baldi,  que  Roberval 
nonnnait  centre  de  percussion  el  Descartes  centre  d'agitation  ; 
mais  les  solutions  incomplètes  et  discordantes  qu'ils  proposèrent 
eurent  pour  ellel  de  les  brouiller.  Mersenne  proposa  également  le 
|)roblème  du  funépendule  à  un  jésuite,  le  1^.  Honoré  Fabrv,  qui 
:ido|)ta  sinq^lement  la  solution  de  Descaries.  Enlin,  mécontent  de 
toutes  ces  solutions,  Mersenne  attira  sur  le  même  problème  l'al- 
tention  du  jeune  Cliristian  Iluvgens,  en  lui  envoyant  l'Ouvrage  du 
P.  Eabry.  Vingt-six  ans  plus  tard,  Huvgens  devait  donner  la 
théorie  du  pendule  composé  et  des  centres  d'oscillation  ;  il  résol- 
vait ainsi  une  fpiestion  donl  les  origines  se  doivent  chercher  dans 
les  Trailés  d'Albert  fie  Saxe  el  dans  les  Noies  de  Léonard  de 
\  inci...   » 

(^eux  qu'a  lus  Léonard  de  Vinci,  d'après  AL  Duliem,  c'est  cet 
Albert  de  Saxe,  dont  on  vient  de  parler  et  donl  il  a  été  aussi  lon- 
guement question  dans  le  second  V^olume  des  Origines  de  la 
Slati//i/<\  c'est  Tlu-nioii  \r  (ils  du  jiiil,  c'est  ;iussi  celui  cpie 
M.  Didiem  a  désigné  sous  le  nom  de  u  l*réeurseur  du  \  inci  ». 
Pour  les  deux  premiers,  cela  résulte  d'un  passage  obscur  des 
Noies  de  Léonaid  el  de  l'examen  dos  textes.  Dans  ce  passage, 
où    Léiuiard    ('iiuinric    di\ois    livres    et    in>tiumenls,    Albert    esl 
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nommé  (mais  non  spécilié  I.  Tliémon  ne  lest  pas  :  sous  le  mot 
((  Meleura  »,  M.  Diiliem  a  su  reconnaître  nn  livre  fréquemment 
reproduit  sous  ce  titre  :  Oiurslinncs  super  qualuor  libros  meteo- 
raiv  com pilât œ  per  doctissimutn  phiiosop/tùr  professoi-em  TJii- 
monem.  D'après  les  citations  (pie  fait  M.  Duhem  et  les  rappro- 
chements auxquels  il  se  livre  entre  les  passages  cités  du  \  inci, 
(l'Albert  de  Saxe  et  de  Thémon,  il  ne  me  paraît  subsister  aucun 
doute.  Ces  rapprochements,  pour  ce  qui  concerne  le  dernier, 
portent  sur  la  théorie  de  l'arc-en-ciel,  sur  la  théorie  des  marées, 
sur  la  question  «  comment  l'eau  peut  sourdre  au  sommet  des 
montagnes  »,  sur  l'écoulement  uniforme  des  cours  d'eau.  Les 
réflexions  du  ^  inci  sur  ce  dernier  point  sont  extrêmement  imjior- 
tantes. 

M.  Duhem  montre,  en  efl'et,  qu'il  avait  clairement  conclu  et 
explicitement  exprimé  le  ce  Principe  de  Pascal  »,  et  qu'il  en  avait 
donné  la  même  raison  que  Pascal,  la  raison  qui  se  tire  du  principe 
des  travaux  virtuels.  Or,  la  Mécanique  exposée  par  Baptisia 
Benedetti  dans  son  Dù^ersarum  spcculalionum  matliemaliconim 
et  physicoium  liber  semble  bien  avoir  été  pillée  dans  les  manu- 
scrits du  Vinci  :  on  y  trouve,  trc'-s  nettement,  le  |)rincipe  de  la 
presse  hydraulique.  Mersenne  avait  lu  Benedetti  et  le  cite,  sur 
un  autre  point,  à  la  véritt^;  mais  dans  la  page  de  ^Jersenne,  sur 
l'Hydrostatique,  que  signale  jM.  Duhem,  et  qui  est  de  iG44»  'l  est 
bien  permis  de  voir  une  réminiscence  de  Benedetti  d'une  part,  de 
Stevin  de  l'autre.  Et  il  ne  paraît  pas  douteux  que  Pascal  ait  connu 
ce  que  le  P.  Mersenne  a  écrit  sur  ce  sujet.  D'un  autre  c(Hé,  il 
paraît  très  probable  à  M.  Duhem  que  le  P.  Benedello  Castelli  a  eu 
connaissance,  ainsi  que  Bernardino  Baldi,  des  recherches  hvdrau- 
li(jues  de  Léonard  de  Vinci,  et  que  c'est  à  ce  dernier  qu'il  faut 
faire  remonter  celte  pro|)Osition,  «  la  vitesse  de  l'eau  qui  traverse 
une  section  est  en  raison  inverse  de  l'aire  de  cette  section  ».  pro- 
position qui  se  trouve  explicitement  dans  le  Traité  de  la  mesure 
des  eaux  courantes  du  1'.  (Castelli.  Si  ce  dernier  a  eu  connais- 
sance des  recherches  de  Léonard  de  ^  inci  sur  l'Hydrostatique,  il 
est  vraisemblable  que  Galilée  ne  les  a  point  ignorées.  Or,  dans  le 
Discorso  al  Serenissimo  Don  Cosinm  II,  (Jran  Dura  di  Tos- 
cana,  intorno  aile  cose  clie  stanno  in  su  l'arqua,  o  clie  ni</uella 
si  muovano,  im|)rimé  en    i(')i-i.  Galilée  avait  Hppli(pié  le  principe 
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des  vitesses  virtuelles  à  réf|nilil)re  d'un  litjiiide  en  deux  vases 
communicants  de  dillércntes  grosseurs;  Il  avait  montré  comment 
une  petite  masse  deau,  conlcnue  dans  le  vase  étroit,  peut  faire 
équilibre  à  une  grande  masse,  contenue  dans  le  vase  large.  Ce 
Discoi'so,  le  P.  Mersenne  l'appelait  «  un  subtil  [)elit  livre  que  je 
voudrais  voir  lu  par  tous  ceux  qui  aiment  l'étude  ».  l^ascal  n'esl-il 
pas  de  ceux  (|ui  aimaient  l'étude  et  fini  lurent  le  subtil  petit 
livre?  Par  cette  voie  encore,  la  pensée  de  J^éonard  n'arriva-l-elle 
lias  jusqu'à  lui,  qui  donna  à  cette  pensée  la  forme  définitive  que 
nous  continuerons  d'admirer,  avec  M.  Duhem? 

J)ans  le  premier  Volume  des  Q/'i^ines  de  la  Slafique, 
M.  Duhem  avait  insisté  sur  l'importance  de  ce  Tvactalus  de 
ponderibus,  dont  il  a  désigné  l'auteur  inconnu  sous  le  nom  de 
«  Précurseur  de  Léonard  de  Vinci  ».  Il  y  revient  dans  ses  Eludes 
pour  préciser  l'influence  sur  Léonard  du  troisième  et  du  qua- 
trième Livre  i\\\  Traité.  De  cette  analyse,  fort  intéressante,  je  ne 
signalerai  ici  <|ue  deux  points  :  d'une  pari,  il  paraît  définitivement 
à  M.  Duhem  que  Léonard  a  bien  connu  la  loi  de  la  composition 
des  forces  concourantes  :  si  M.  Duhem  a  cru,  un  moment,  que 
Léonard  avait  méconnu  sa  propre  découverte,  c'est  qu'il  ne  s'était 
pas  aperçu  alors  qu'il  fallait  lire  à  rebours  son  manuscrit.  D'autre 
part,  l'examen  attentif  des  iNoles  du  Vinci  prouve  surabondam- 
ment que  celui-ci  a  connu  le  troisième  et  Je  quatrième  Livre  du 
'l'raclatus  de  ponderibus  et  porte  à  croire  qu'il  n'en  a  pas  connu 
le  premier. 

(]cla  semblerait  incompréhensible  si  tous  les  manuscrits  de  ce 
Trxclatus  étaient  identiques  :  il  n'en  est  rien.  AL  Axel  Anlhon 
lîji'irnbo  a  signalé  un  texte  composé  avec  les  neuf  pro|)ositions  des 
lilcincnta  de  Jordanus  de  Nemore,  les  quatre  propositions  du  De 
canonio,  et  les  trois  derniers  Livres  du  Traclalus  de  ponde- 
ribus. 

L'étude  de  ce  dernier  Ouvrage  donne,  dailleurs,  des  raisons 
intrinsèques  pour  le  regarder  comme  (orme  de  deux  parties  très 
distinctes,  dont  l'une,  composée  précisémeiil  des  trois  derniers 
Livres,  serait  d'origine  hellène;  les  lettres  des  ligures,  en  particu- 
lier, sont  placées  dans  l'ordre  de  ral|ihabel  grec.  «  Aucune  des 
démonstrations  cx|)osées  aux  trois  derniers  Li\re>  n'invoque  cx- 
pluilciiifiii    une   pro|)o>iiion   du    premitr  Linic.    Il   \   .1   |>lu>   :   les 
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deux  nolions  (|iii  jouent,  au  prciiiici-  l.ivrc,  un  lùle  essenlicl,  la 
notion  de  gravité  secundiini  situm  et  la  notion  du  travail  de  la 
pesanteur,  n'apparaissent  aucunement  aux  trois  derniers  Livres.  » 
Dans  le  premier  Livre,  où  les  lettres  des  figures  suivcnl  Tordre  de 
Palpliabet  latin,  n'apparaît  aucune  Jiiarque  de  la  pensée  liellène  ; 
lauleur,  qui  est  \\n  géomètre  protond,  appartient  manifestement 
à  l'école  de  Jordanus  de  Nemore.  C'est  à  l'auteur  grec  des  trois 
derniers  Livres  (pie  doit,  d'après  M.  Duliem,  être  réservé  le  titre 
de  «  Précurseur  de  Léonard  de  Vinci  »,  puisque  c'est  cet  auteur 
grec  qu'a  connu  Léonard.  Mais  est-il  nécessaire  d'avoir  connu  son 
Précurseur,  et,  en  proposant  de  désigner  le  géomètre  du  moveu 
âge  comme  précurseur  de  Stevin  ou  de  Descartes,  jNL  Duliem 
veut-il  insinuer  (|ue  Stevin  et  Descaries  ont  tiré  de  lui  leurs  dé- 
couvertes ? 

Quoi  qu  il  en  soit,  et  si  même  quelqu'un  contestait  la  réalité  de 
l'un  ou  de  l'autre  de  ces  canaux,  parfois  subtils  et  com|)li(piés,  (pii 
ont,  d'après  l'auteur,  transmis  la  pensée  scientifique  à  travers  l'es- 
pace et  le  temps,  la  thèse  de  M.  Duliem  semble  très  solide  :  les 
plus  grandes  découvertes  ont  été  préparées,  les  plus  beaux  génies 
ont  eu  des  précurseurs.  Lt,  après  tout,  cette  doctrine  est  conso- 
lante pour  tous  ceux  qui  travaillent,  qui  ont  la  volonté  de  coopé- 
ler  à  l'œuvrede  vérité,  ou  (pii,  tout  simplement,  transmelleul  celte 
\érilé.  C'est  à  elle  aussi  (|ue  se  trouvent  avoir  contribué  «  ceux 
qui  ont  lu  Léonard  de  Vinci  »,  tous  ces  plagiaires  que  dénonce 
M.  Duhem,  et  qui  furent  parfois,  comme  Cardan  ou  Baldi,  très 
intelligents  ou  très  laborieux.  Cela  encore  est  consolant  et  il  est 
enfin  permis  de  se  réjouir  qu'aujourd'hui  l'étal  des  choses,  sinon 
le  progrès  des  mœurs,  rend  impossibles  de  pareils  larcins. 

.1.  T. 
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POUSSIN  I  Ki;m:  ),  acluaire-conscil,  nicriihrc  agrôgt'  de  rin«litut  îles 
Actuaires  français.  —  Traité  ÉLKMENTAinn  i>ES  assi  r.ancks  si  r  i.a  me. 
Un  fort  volume  in-8  raisin  de  56o  pages  et  lo  tableaux  liors  te\te. 
l^ibrairie  des  Assurances,  L.  Dulac,  imprimeur-éditeur,  Paris. 


Cel  Ouvrage  est  le  développement  du  Cours  profcssi-  par  lau- 
teur  depuis  plusieurs  années  à  rFnslilut  des  Assurances  (Mairie 
Droiiol).  M.  Poussin  étudie  les  lois  de  morlalité  ainsi  que  leurs 
divers  modes  de  représentation  (tables,  courbes,  fonctions  de 
survie,  taux  de  mortalité,  etc.);  il  rap|)elle  ensuite  ce  <\u"\\  est 
indispensable  de  connaître  sur  les  placements  à  intérêts  pour 
conduire  les  calculs  d'assurances;  il  expose,  dans  tous  leurs 
détails,  diverses  méthodes  de  calcul  des  prix  de  revient  et  des 
réserves  mathématiques  des  contrats;  de  nombreuses  Tables  numé- 
riques, des  Tableaux  synoptiques  complètent  le  texte  et  des 
exemples  numériques  précisent  le  sens  appliqué  de  toutes  les 
formules  c|u'on  rencontre  dans  l'Ouvrage.  L'auteur  termine  la 
première  Partie  du  Traité  en  rappelant  quelques  principes  de 
comptabilité  qu'il  applique  au  cas  des  assurances;  il  re|)roduit 
des  exemples  de  systèmes  de  comptes;  il  insiste  sur  la  préparation 
des  bilans  et  il  en  donne  divers  exemples,  ainsi  cpie  des  comptes 
de  catégories,  etc.,  pour  des  Compagnies  ^  ie,  des  Compagnies 
Accidents,  la  Caisse  nationale  des  retraites,  la  Caisse  d'assurances 
en  cas  de  décès,  etc. 

Dans  une  seconde  Partie,  M.  René  Poussin  applique  les  prin- 
cipes exposés  aux  Compagnies  d'assurances  à  primes  lixes  ou 
mutuelles,  sur  la  vie  ou  contre  les  accidents,  à  la  Caisse  nationale 
des  retraites  et  à  la  Caisse  nationale  en  cas  de  décès  ou  d'acci- 
dents. Il  donne  également  des  renseignements  tecliniques  sur  le 
fonctionnement  des  associations  lontinières,  des  caisses  patro- 
nales, des  mutualités;  il  parle  des  retraites  ouvrières,  etc. 

Il  termine  par  l'exposé  technique  de  l'organisation  du  con- 
trôle des  Compagnies  d'assurances,  tel  qu'il  résidte  de  la  loi  du 
(>  avril   i8()8,  de  celle  du  i-  mars  njo,")  et  dos  décrets  subséquents. 

l'nc  table  iilphabcticpic  des  matières  pcrnul   Ac  se  reporter  aux 
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diverses  qiK'slitjns  élahlies  dans  cet  Ouvrage,  de  j6o  pages,  qui 
constitue  un  exposé  élémentaire  complet  des  o|)érations  d'assu- 
rances sur  la  vie.  J.  (i. 


SCHUSSLER  ,'R.  ).  —   Ortfiogoxale   Axonometrie.    Eix    LEiiRBrcii    zi.m 
Selbststudium.  I  vol.  in-S;  vn-70  p.,  -iç)  pi.  Leipzig,  Toubner,  \[)o'>. 

L'auteur  s'est  proposé  d'exposer  l'axonométrie,  sans  la  faire 
dépendre  de  la  géométrie  descriptive,  et  de  montrer  ainsi  tpi'elle 
se  suffit  à  elle-même  :  (|u'une  pareille  exposition  fut  praticable, 
c'est  ce  qui,  d'après  l'auteur,  résultait  clairement  des  Mémoires 
de  C.  Pelz  (^')  et  d'A.  Weiler  (-).  ÎNIais  les  ^lémoires  de  ces 
deux  géomètres  avaient  un  caractère  plus  scientifique  que  pra- 
tique; c'est  au  point  de  vue  pratique  et  |)édagogique  (pi'a  voulu 
se  placer  M.  Scliiissler  :  ainsi  (]ue  l'indique  le  sous-titre,  il  s'est 
proposé  d'écrire  un  Livre  où  les  étudiants  pussent  réellement 
apprendre  les  méthodes  de  l'axonomélrie. 

11  traite  successivement  du  point,  de  la  droite  et  du  plan,  des 
relations  de  position  de  ces  éléments,  de  la  construction  des 
ombres  pour  les  corps  limités  par  des  faces  planes,  de  l'intersec- 
tion des  prismes  et  des  pyramides,  des  perpendiculaires  aux 
droites  et  aux  plans,  du  cercle  et  des  coniques,  des  surfaces 
cylindriques  et  coniques  du  second  degré,  de  l'intersection  de 
deux  pareilles  surfaces,  de  la  sphère  et  de  l'hémisphère,  des 
surfaces  de  révolution. 

Les  2g  belles  planches  qui  illustrent  son  Livre  sont  dessinées 
et  gravées  avec  le  plus  grand  soin;  elles  donnent  la  meilleure 
idée  de  la  facilité  avec  laquelle  se  lisent  les  épures  obtenues  par 
les  méthodes  de  l'axonométrie.    .  J.  T. 


(')  Zur  wissenscha/tliclien  Beliandlung  der  orthogonalen  Axonomelrie 
{Sitzungsberichte  der  le.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien^  1880,  18S1,  188^,  et  Siizungs- 
berichte  der  /..  bolini.  Ges.  d.  Wiss.  Prag.  i885). 

(■)  Neue  Beliandlung  der  Parallelprojektionen  und  der  Axonomelrie, 
Leipzig,  1899. 
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fîLASCIlKI'l   (  l-^.)-  —   Vori.ksin(;k\   ubi:k   matiikmmisciii-:   SrAiisriK   i Hie 
l-chre  von  i\en  stalistisrlicn  Ma!<s/.alilcn  i. 


J^c  cours  de  SlaLisli(nie  inalliémali(Hie  de  iM.  HIaschkc  pn'-seiilc 
un  inlérèl  loul  parlicidler  pour  le  lecteur  français  :  cornuie  I  au- 
teur le  dit  dans  sa  J'réface,  il  a  voulu  faire  un  livre  d'enseii^ne- 
nient;  or  nous  ne  possédons  rien  de  le!  eu  noire  langue.  Qiiehiues 
Chapitres  de  nos  manuels  d'assurances  sur  la  vie  traitent,  il  est 
vrai,  de  la  construction  des  tables  de  mortalité,  mais  forcément 
de  façon  sommaire,  et  il  suffit  d'ouvrir  le  volmne  de  M.  lllaselike 
pour  se  persuader  (pie  l'étude  des  bases  mêmes  de  tout  calcul 
d'assurance  exige  de  plus  grands  développements. 

M.  j^lasclike  commence  j)ar  fixer  les  principes  de  la  nu^thodc 
slalistupie;  elle  consislc  essentiellement  à  di'linir  une  calégoric 
d'individus  par  certains  caractères  dislinctifs,  puis  à  déterminer 
le  nombre  de  ceux  d'entre  eux  qui  présentent  la  modification  ou 
la  (jualité  que  l'on  se  propose  d'observer;  on  établit  ainsi  dans 
quelle  proportion  les  individus  de  cette  catégorie  sont  sujets  à 
cette  modification,  dans  quelle  mesure  ils  possèdent  cetle  ipialité. 
Les  caractères  qui  servent  à  définir  la  catégorie  des  individus 
observés,  le  groupe  statistique,  pour  ernpiover  les  termes  mêmes 
dont  se  sert  l'auteur,  dépendent  évidemment  de  la  modification 
ou  de  la  qualité  dont  on  se  propose  d'observer  la  fréquence  ;  dans 
des  statistiques  de  décès,  ce  sont,  par  exemple,  l'âge,  le  sexe,  les 
conditions  sociales.  M.  Blascbkc  les  nomme  également  les  causes 
du  groupe  statistique  et  il  distingue  ce  genre  de  causes  de  celles 
dont  s'occupent  les  sciences  physiques.  «  D'un  ensemble  de  causes 
stafislicpies,  dit-il,  on  ne  peut  \\vcv  a  /v/vV^/v  aucune  consécpiencc, 
pas  même  avoir  la  cerlitude  (pu-  la  pri'seuce  des  mêmes  causes 
entraînera  les  mêmes  ell'els.  » 

C  est  (pi'à  la  vérité  la  stalislicpie  n  existe  et  na  d  intérêt  (pie 
pour  les  phénon)ènes  dont  les  causes  soni  ou  mal  déierminces 
ou  complètement  inconnues  :  on  demande  combien,  parmi  un 
groupe  de  personnes  de  4f> '^'is,  \  i\  roMi  encore  dans  loans;  il  est 
iiupossil)le  d'apijrécier  les  causes  (pu  peu\ciil  enlraiiu-r  la  mort  de 
eerlaino  d  riiiie   elles  dans  ce   laps  (\v  Icmp-:  on    ii    ri'(our>   à    la 
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slalisli(|iie,  cl,  s'il  reste  iiiipossiMc  de  (Icsiyiicr  les  lèles  (iiii  survi- 
vront, on  peut  au  moins  prévoir  ap|)ro\iinaliveinent  leur  nouihre 
en  se  basant  sur  les  observations  anlérieurenient  laites. 

11  s'agit  donc  d'enregislrer  les  résultats  de  dillerentes  séries 
d'événements  de  causes  inconnues,  mais  se  produisant  dans  des 
conditions  analogues  ;  nous  sommes  ainsi  ramené  à  la  définition 
du  groupe  statistique  que  donne  M.  Blasclike  ;  les  individus  qui  le 
constituent  sont  originellement  à  l'égard  de  Tévénement  considéré 
dans  le  même  éiat,  ce  que  M.  Blasclike  exprime  en  disant  qu'ils 
possèdent  les  caractères  distinctifs  du  groupe. 

Mais  ces  caractères  dislmctifs  dépendent  eux-mêmes  des  causes 
physiques  de  l'évi-nemcnt  observé  ;  or  ces  dernières  sont  incon- 
nues ;  on  clierclie  à  déterminer  la  valeur  d'une  probabilité  et  l'on 
ignore  si  les  différents  cas  j)Ossibles  sont  également  probables  ;  à 
quels  signes  reconnaître  que  des  individus  ont  même  chance  de 
mourir  dans  l'année  ? 

Le  slalislicien  se  contente  tout  d'abord  de  classer  les  indixidus 
d'après  des  caractères  extrêmement  généraux  t|ui  se  présentent 
immédiatement  à  l'esprit,  tels  que  l'âge  dans  nne  statistique  de 
décès,  ou  dont  les  travaux  antérieurs  ont  montré  l'inlluence,  telle 
que  la  durée  écoulée  depuis  la  conclusion  du  contrat,  dans  les 
tables  de  mortalité  d'assurés.  Puis  il  recherche  si  les  rapports 
obtenus  suivent  les  lois  que  le  théorème  de  Bernoulli  assigne  aux 
diverses  valeurs  trouvées  expérimentalement  pour  nne  même  pro- 
babilité. A  la  détermination  a  priori  de  l'égalité  des  chances, 
problème  insoluble,  est  ainsi  substituée  une  discussion  a  poste- 
riori des  résultais  obtenus. 

C'est  cet  ordre  même  que  M.  Blaschke  adopte  dans  ses  leçons; 
son  Ouvrage  se  divise  donc  en  deux  j)arties  ;  dans  la  première,  il 
expose  tout  ce  qui  touche  au  dénombrement  des  individus;  dans 
la  seconde,  il  étudie  les  rapports  de  la  statistique  mathématique 
et  du  calcul  des  probabilités. 

INl.  Blaschke  distingue  deux  sortes  de  caractères  distinctil's  des 
groupes  statistiques;  les  uns,  dit-il,  divisent  les  individus  en  un 
nonibre  Uni,  les  autres  en  un  nonibic  inlini  de  groupes  ;  il  appelle 
les  premiers  caractères  discontinus,  tel  le  sexe;  les  seconds  sont 
les  caractères  continus,  tels  sont  l'âge,  l'éj)oquc  de  la  naissance, 
r^ctlc  elassilicalion   na   rien    de   rigoureux,   puis(pic,  lomnie   il   le 
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fait  reinarcjiier,  il  est  des  caractères,  tels  que  l'élat  social,  doiil  ou 
ne  saurait  dire  s'ils  sontcontiuus  ou  discontinus.  H  vaudrait  peut- 
être  mieux  définir  caractères  continus  ceux  que  l'on  peut  mesurer 
au  moyen  d'une  variable  variant  de  façon  continue.  Quoi  f|u'il  en 
soit,  celte  distinction  a  pour  effet  d'attirer  l'attention  sur  la  diffi- 
culté qu'il  y  a  à  réunir  des  observations  assez  nombreuses  pour 
en  tirer  une  conclusion. 

M.  lîlasclike  propose  à  ce  sujet  deux  méthodes  qu'il  expose  en 
prenant  |)our  exemple  l'étude  de  la  mortalité  d'une  po|)ulation  ; 
la  première  consiste  à  prendre  pour  mesure  de  cette  mortalité  le 
quotient  du  nombre  de  décès  survenus  au  cours  d'une  année  par 
le  nombre  des  vivants  au  début  de  Tannée;  M.  Blasclike  montre 
immédiatement  par  des  exemples  combien  le  procédé  est  défec- 
tueux. L'autre  consiste  à  admettre  que  la  mortalité  d'individus  de 
même  âge  varie  peu  avec  l'époque  d'observation,  autrement  dit 
d'une  génération  à  l'autre.  Au  fond  l'une  et  l'autre  reviennent  à 
négliger  un  caractère  distinctif  :  dans  la  première,  on  ne  tient  pas 
compte  de  1  âge,  dans  la  seconde  de  l'époque  de  la  naissance,  et  si 
la  première  est  à  rejeter  complètement  c'est  que  1  âge  influe  beau- 
coup plus  sur  la  mortalité  que  l'époque  de  la  naissance. 

Toute  la  fin  du  premier  Chapitre  est  consacrée  à  la  représen- 
tation graphique  des  groupes  statistiques.  M.  Blasclike  adopte  le 
mode  de  représentation  de  Becker  et  prend  comme  exemple  la 
statistique  d'une  population,  où  les  groiqjcs  sont  définis  par  l'é- 
po(|ue  de  la  naissance  et  celle  de  l'observation. 

On  porte  en  abscisses  les  époques  d'observations  t  et  en  ordon- 
nées les  époques  de  naissance  l  ;  l'individu  né  à  l'époque  /,>  est 
alors,  au  temps  t,,,  représenté  par  le  point  de  coordonnées  /y-  'o  • 
aux  différents  instants  de  la  vie  correspondent  les  |)oints  de  la 
droite  /o/,,  ;  comme  l'individu  n'ap[)araît  évidemment  pas  avant 
l'époque  Oto=  O/y,  cette  droite  est  limité  d'une  part  à  son  in- 
tersection avec  la  première  bissectrice;  elle  se  ternjine  d'autre 
part  au  |)oint  mortuaire  correspondant  à  l'épotpie  du  décès. 

A  un  groupe  d'individus  nés  entre  tes  époques  /„  et  /,  et  ayant 
atteint  le  même  âge,  correspondent  tous  les  points  de  la  droite  ab 
|)arallèl('  à  la  première  bissectrice  et  conq>ris  cntie  les  parallèles  à 
l'axe  de»  abscisses  correspondant  aux  point>  /,,  et  /,. 

De   même,    renscmble   des    individus    nés  cuire  les  épu(juc»  /o 
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cl  ti  et  décédés  entre  les  âges  a,  et  r/o  est  représenté  par  l'en- 
semble des  points  mortuaires  situés  à  Fintérieur  du  parallélo- 
gramme abcd.  D'une  façon  générale,  les  points  (rintersection 
d'une  ligne  quelconque  avec  les  parallèles  à  l'axe  Ot  représentent 
un  groupe  de  vivants  et  les  points  mortuaires  situés  à  l'intérieur 
d'une  courbe  fermée  un  groupe  de  décès. 

Cette  représentation  graphique  permet  à  M.  Blaschke  de  définir 
avec  la  plus  grande  simplicité  tous  les  groupes  de  vivants  et  de 
décès  qui  interviennent  dans  la  construction  des  tables  de  morta- 
lité et  de  montrer  comment,  par  addition  et  soustraction,  on  peut 
|)asser  des  uns  aux  autres.  Il  l'éteud  d'ailleurs  aux  statistiques 
dépendant  de  trois  caractères  distinctifs,  telles  que  celles  tpii 
portent  sur  la  mortalité  des  assurés,  où  interviennent  l'époque  de 
l'observation,  celle  de  la  naissance  et  la  durée  écoulée  depuis  la 
conclusion  du  contrat.  Il  donne  enfin  de  nombreux  modèles  de 
Tableaux  permettant  de  noter  de  façon  commode  les  difierents 
nombres  d'observations. 

11  faut  lire  tout  ce  Chapitre  pour  se  rendre  compte  de  la  sim- 
plicité qu'apporte,  aussi  bien  dans  l'exposition  que  dans  le  travail 
de  recherche,  l'emploi  de  la  représentation  graphique;  un  simple 
coup  d'oeil  jeté  sur  une  figure  permet  de  résoudre  avec  certitude 
le  problème  toujours  si  délicat  du  groupement  des  observations. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  M.  Blaschke  définit  les  dillerentes 
(juanlités  dont  les  observations  des  groupes  statistiques  permettent 
de  déterminer  la  valeur;  les  unes  sont  les  rapports  du  nombre  des 
individus  d'un  groupe  au  nombre  des  individus  d'un  autre  groupe: 
ce  sont  les  probabilités  statislitpies,  comme  le  taux  de  mortalité 
par  exemple,  quotient  du  nombre  de  décès  entre  les  âges  ;r  cix-\-  i 
par  le  nombre  de  vivants  à  l'âge  x;  les  autres  mesurent  une  (|iia- 
lilé  de  l'individu  :  telle  est  la  vie  movenne  à  l'âge  x^  valeur  pro- 
bable du  temps  qui  reste  à  vivre  à  un  individu  d'âge  x,  ou  encore 
la  vie  probable  à  l'âge  x,  âge  que  l'individu  a  la  probabilité  ^  d'at- 
teindre. M.  Blaschke  définit  également  la  valeur  normale  de  la 
(pialilé  considérée  «■  der  dichteste  Wert  »  ;  nous  reviendrons  avec 
lui  sur  ce  point  à  propos  des  lois  statistiques.  Il  termine  en  pas- 
sant en  revue  les  principales  tables  de  mortalité. 

M.    Blaschke   aborde  alors    la   seconde    partie  de  son   ouvrage, 
Tétudc  des  rapports  de  la  statistique  et  du  calcul  do  probabilités. 


(i4  I' 15  1-; Ml  Kit  !■;  l'A  u  111-:. 

Son  prcniici"  soin  v>\  de  inonlicr  (|ir<'i)  slaLislKjiic  il  m'iiiMc  t/ 
/iriori  (|iic  Irès  r;ircincnl  doivenl  se  Iroiivor  rf'alisées  Ifs  li3'|)o- 
ihèses  fonclaoïeiilales  citi  calcul  des  piobahililcs,  à  savoir  l't^j^alili'- 
des  chances  des  din'érents  cas  possibles,  la  constance  de  la  proj^a- 
hililé  dans  la  série  dos  cprenves,  l'indépendance  des  arrivées  de 
l'événenienl;  il  cile  à  ce  sujet  des  nombres  fort  intéressants  el 
conclut  à  la  nécessité  d'une  étude  a  posteriori  des  nombres  trou- 
vés, sans  laquelle  on  ne  saurait  jamais  être  en  droit  d'assimiler 
«ne  probabilité  statistique  à  une  piobabililé  matliémalique. 

Les  diderentes  niélliodes  qu'il  propose  à  cet  efTel  découlent  du 
même  principe. 

Différentes  séries  d'expériences  ayant  donné  des  valeurs 
P\i  P>^  •  •  ••/>/!  d'une  même  probabilité,  les  poids  des  expériences 

étant  A,,  //o //„,  on    prend  comme  valeur  définitive  de  cette 

probabilité 

puis  on  cberclic  si  les  (tireurs  apparentes 

Pi  —  p^  r,i 

présentent  les  différents  caractères  (pie  le  théorème  de  Bernoulli 
assigne  aux  écarts  des  différentes  valeurs  expérimentales  d'une 
même  |)rol)abilité  mathématique. 

Par  exemple,  si  n  est  le  nombre  de  séries  d'épreuves,  le  nombre  l'. 
défini  par  l'égalité 


V 


:=    a 


doit  être  voisin  de  l'unité. 

Si  a  est  inférieui-  à  l'unité,  on  en  conclut  que  les  écarts  sont  in- 
férieurs à  ceux  (pic  prévoit  la  théorie  et  l'on  est  amené  à  su|)poser 
rinfliicncc  d'une  cause  régulatrice;  si  [jl  est  supérieure  à  l'unité,  se 
trouve  au  contraiie  ainsi  révélée  linllucncc  d  une  cause  perturba- 
trice. 

iM.  HIaschkc  ('tudic  ainsi  un  assez,  grand  nombre  de  statisticpies, 
et  les  résultais  iiuméri(|ues  qu'il  (-ile  donncnl  un  iiiiérèt  tout  par- 
ticulier à  colle  partie  de  l'ouvrage. 
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Tl  revient  ensuite  sur  rexislence  de  ce  qu'il  a  appelé  der  dicJi- 
teste  Jf'ert, 

Si  l'on  mesure  certaines  dimensions  du  corps  humain,  chez  un 
o-rand  nombre  d'individus,  on  constate  que  les  nombres  trouvés  se 
répartissent  autour  d'un  nombre  central  avec  une  fréquence  qui 
est  mesurée  par  la  loi  de  Gauss. 

Celte  |iarticuiarilé  avait  déjà  été  remarquée  par  Quételet, 
qui  vit  dans  l'existence  de  cette  valeur  centrale  un  movcn  de 
définir  la  dimension  normale  des  din'érentes  parties  du  corps, 
(pioique,  comme  le  fait  remarquer  Bertrand  dans  la  Préface  de  son 
Traité  de  probabilités,  un  homme  dont  toutes  les  dimensions 
seraient  ainsi  normales  pourrait  bien  au  total  se  trouver  difforme. 
M.  Blasclike  cite  à  ce  sujet  les  essais  assez  nombreux  faits  par 
dillérents  auteurs  pour  rechercher  si  cette  propiiété  ne  s'étend 
pas  à  d'autres  genres  de  statistiques. 

Il  passe  ensuite  à  l'étude  des  lois  statisticjues,  c'est-à-dire  des 
rapports  qui  lient  les  dillerentes  probabilités  d'un  même  événe- 
ment aux  différentes  valeurs  de  la  cause  statistique  de  ces  événe- 
ments, par  exemple  les  taux  de  mortalité  à  chaque  âge  à  la  valenr 
même  de  l'âge.  Après  avoir  rappelé  les  différentes  lois  de  morta- 
lité connues,  il  montre  comment  Fechner,  puis  Pearson,  ont  cher- 
ché à  généraliser  la  loi  des  erreurs  de  Gauss  pour  eu  déduire  les 
équations  de  courbes  représentant  les  lois  de  la  statistique;  il  ter- 
mine en  montrant  que  Ton  peut  ramener  les  lois  de  Gomperlz  et 
Makeham  à  la  loi  des  erreurs  de  Gauss;  le  procédé  consiste  à  dé- 
terminer une  fonction  x  de  l'âge  j' 

telle  que,  les  valeurs  de  x  étant  réparties  suivant  la  loi  des  erreurs 
de  Gauss,  la  fonction 

V        «^  0 

soit  égale,  à  une  constante  près,  pour  toute  valeur  de  j',  à  la  va- 
leur de  la  fonction  de  Makeham-  Il  faut  toutefois  remarquer  que 
ce  mode  de  représentation  n'est  pas  une  propriété  de  la  loi  de 
Makeham,  et  peut  s'appliquer  à  une  fonction  quelconque. 

.Te  passe  rapidement  sur  le  Chapitre  suivant,  où  M.  lilasclike  ap- 
Butl.  des  Sciences  matliem.,  ->.'  srrie,  t.  \\\l.  (MiH'-  i<)<'7-)  â 
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pliqiic  la  lli«'oiic  des  jeux  de  hasard  au  calcul  des  piiines  d'assu- 
rances el  des  risques  de  l'assureur,  pour  arriver  au  dernier  Chapitre 
qui  Iraile  de  l'ajuslemenl. 

Les  taux  de  morlalilé  hruls  obtenus  par  l'expérience  présentent 
des  discontinuités  qu'il  s'agit  de  faii-e  disparaître  en  leur  substi- 
tuant une  suite  continue  de  nombres  plus  satisfaisants  dans  leur 
ensemble.  M.  Blaschke  n'a  pas  voulu  se  contenter  d'exposer  les 
fliverses  niétliodes  proposées  dansée  but;  il  a  essavéde  les  déduire 
de  quclrpics  principes  simples.  Soit  f  r  le  nombre  de  décès  survenus 
parmi  Ij-  vivants  entre  les  âges  jt:  et  .r  -f-  i  ;  la  probabilité  a  poste- 
riori,  pour  que  le  taux  de  mortalité  à  1  Age  x  ait  pour  valeur  jv, 
est  proportionnelle  à  Wj- 

Dans  rajustement,  on  choisira  les  iv  de  façon  que  la  |^rol)a])ililé 
composée,  formée  par  le  |)roduil  des  W.,.  correspondant  aux  dilfé- 
renls  âges,  soit  maximum. 

Les  taux  de  mortalité  ajustés  devront  satisfaire  à  Téquation 

/.,•  /t.r  \. 

7 V.v      ''  Vx  =  O, 


J-.<(l  —Jx)  \l. 


ou,  en  iiosanl  -^  =  (\ v  el  en  reinniacant — i) 


HV(I  —  ii>) 


à  r('(pial  ion 

0  )  X  />.,.  (  (l-j.  —  yjr  )  o J' ,.  =  o . 

C'est  léquation  de  la  mi-lhode  des  moindics  carrés. 

M.  Blaschke  |)ropose  de  généraliser  ré(|uation  précédente,  en. 
multipliant  le  produit  des  W  .^  par  une  fonction  de  y.r  et  de  leurs 
diflercnces;  celte  foncliou  est  clioisie  de  façon  à  devenir  maxi- 
miiiii  pour  r.r  =  'J.J.,  les  'i..,-  étant  des  valeurs  des  taux  de  mortalité 
Liuuvés  aiitt-rieuremeut  |)ar  (juelque  autre  méthode;  elle  exprime 
la  |)roI)al)ililé  pourque,  après  l'emploi  de  celte  première  méthode, 
les  taux  (le  nioi-Ialilé  aienl  pour  valeur  r.,- ;  à  l'éipialion  (  i  )  on  sub- 
sl  ihic  ainsi  létpialion 

-  /^.  (  '»'.i-  —Vx)  Sj'.,  -r-  S  I<'|;  r  ~  '^- 


COMPTKS   H  EN  DUS   F.  T   ANALVSIiS.  07 

M.  Blasclike  propose  plusieurs  formes  de  la  foncLlon  -j  el  indique 
comment  on  pourrait  conduire  le  calcul. 

Quant  à  l'équation  (i),  il  l'applique  au  calcul  des  trois  con- 
stantes de  la  loi  de  Makeham 

logfi  —  Vx)  =  A  -^  Bg*-. 

D'après  les  explications  de  !M.  Blaschke,  il  semble  cpi'il  est  indis- 
pensable de  calculer  des  valeurs  initiales  de  A,  13,  ^  dont  la  mé- 
thode des  moindres  carrés  permet  ensuite  de  calculer  des  correc- 
tions; en  fait,  comme  Aet  B  enlreut  linéairement  dans  l'expression 
de  la  loi  de  Makeliam,  ou  peut  se  conlenlerde  calculer  uue  valeur 
initiale  de  q^  et  la  méthode  des  moindres  carrés  donue  ensuite  di- 
rectement les  valeurs  de  A  et  B  toutes  corrigées  et  une  correction 
de  la  valeur  de  (7  employée  dans  le  calcul;  de  plus,  M,  Blaschke 
dit  que  les  corrections  que  l'on  trouve  sont  en  général  trop  grandes 
pour  que  l'on  puisse  se  contenter  d'une  seule  application  de  la 
méthode,  qui  les  suppose  petites;  il  faut  pourtant  se  garder  de 
calculer  des  corrections  inférieures  à  Terreur  qui  allecte  les 
constantes  et  dépend  de  la  précision  des  expc-riences,  autre- 
ment dit  des  poids;  ainsi,  quand  on  applique  la  méthode  à  la 
Table  AF,  on  trouve  que  la  seconde  application  donne  des  valeurs 
qu'il  n'y  a  aucune  raison  de  distinguer  de  celles  que  donne  la 
première.  Si  le  Comité  des  Compagnies  françaises  a  été  amené  à 
penser  qu'un  second  ajustement  était  nécessaire,  c'est  qu'il  a  cm- 
|)loyé  comme  valeurs  des  poids  les  nombres  des  vivants  le  et  non 

~ ; — ^>  valeurs  que  propose  M.  Blaschke,  et  (jui   seules  sont 

correctes. 

M.  Blaschke  montre  égalemenl  comment  on  peut  satisfaire  à 
l'équation  (1)  en  décomposant  son  premier  membre  en  plusieurs 
sommes  partielles  que  l'on  annule  sé|)arément;  d.ms  chacune 
des  régions  correspondantes,  on  cherche  à  représenter  la  loi  de 
mortalité  par  une  formule  parabolicpie;  les  méthodes  d'ajuste- 
ment dites  mécaniques,  telles  que  celles  de  Wolhouse,  reviennent 
à  prendre  l'enveloppe  d'une  série  de  paraboles  obtenues  par  ce 
})rocédé.  M.  Blaschke  termine  par  une  discussion  détaillée  des  di- 
verses méthodes  d'ajustement. 

On  voit  que  dans  son  livre  M.  Blaschke  passe  en  revue  tous  les 


f,S  PREMIÈRE  PARTIE. 

problèmes  fonclamenlaiix  de  la  statistique;  il  les  expose  souvent 
de  façon  originale,  toujours  avec  méthode  et,  ce  que  je  n'ai  pu 
qu'indiquer  dans  l'analyse  qui  précède,  en  citant  des  applications 
et  des  exemples  numériques  nombreux;  son  enseignement,  sans 
jamais  négliger  la  théorie,  conserve  le  caractère  pratique  exigé  par 
le  sujet,  et  son  Ouvrage,  précieux  pour  le  débutant,  sera  aussi  une 
lecture  intéressante  pour  l'actuaire.  Galbuun. 


Garl  Friedrich  Gauss  Werke,  Herausgcp^eben  von  der  K.  Gesell«cl>aft 
der  Wissenscliaflen  zu  Gutlingcn.  T.  VII,  in-4",  65o  pages.  Leipzig, 
Teubner,  1906. 

Les  personnes  qui,  depuis  le  début,  possèdent  les  Œuvres  de 
Gauss,  seront  sans  doute  étonnées  de  voir  l'annonce  d'un 
Tome  VII  qu'elles  croyaient  déjà  publié  depuis  35  ans.  Leur 
mécontentement  et  leur  déception,  s'ils  existent  léellemenl,  ces- 
seront bien  vite  dès  qu'ils  auront  pris  connaissance  du  nouveau 
Tome  VH,  publié  par  INL  Brendel  avec  un  soin  et  une  compé- 
tence f|ui,  sûrement,  lui  feront  le  plus  grand  honneur. 

On  sait  que  le  VIL"  \oIume  primitif,  publié  en  18-1  par 
Schering,  à  la  librairie  F. -A.  Perthes,  contenait  le  célèbre  Traité 
Theoria  motus,  accompagné  de  quelques  courtes  Notices  em- 
pruntées aux  papiers  laissés  par  Gauss.  Le  nouveau  Tome,  que  la 
Société  Royale  de  Gœltingue  avait  toujours  formé  le  projet  de 
comprendre  dans  son  édition,  contient  aussi  la  Theoria  motus, 
soigneusement  revue  et  annotée  par  M.  Brendel;  mais  il  renferme 
encore  bien  d'autres  richesses. 

]yd  deuxième  Section  du  \  olume  nous  apporte  de  courtes  addi- 
tions à  la  Theoria  motus  et  d'autres  supplémenls  sur  le  mouve- 
ment elliptique. 

La  troisième  traite  du  mouvement  parabolique,  (iauss  avait 
formé  le  dessein  de  publier,  en  supplément  à  la  Theoria  motus, 
un  Traité  des  Orbites  paraboliques.  S'il  n'a  pu  réaliser  complète- 
ïnent  ce  dessein,  on  a  du  moins  trouve  dans  ses  jiapiers  des  (rng- 
ments  importants,  des  projets  de  tables  (pii  sont  i(-i  reproduits. 
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La  quatrième  Section  contient  les  premiers  calculs  que  Gauss 
ait  faits  pour  déterminer  les  perturbations  des  petites  planètes;  ils 
concernent  Gérés  et  remontent  aux  années  igoa  à  igoS. 

La  cinquième  Section  contient  Tensemble  des  calculs  de  Gauss 
sur  les  perturbations  de  Pal  las.  Ces  travaux  étaient  demeurés  jus- 
qu'ici très  imparfaitement  connus;  on  savait  seulement  que  Gauss 
avait  découvert  en  1812  que  les  moyens  mouvements  de  Jupiter 
et  de  Pallas  étaient  entre  eux  dans  le  rapport  rationnel  de  ^  à  18, 
rapport  maintenu  invariable  par  l'action  même  de  Jupiter,  Aussi 
les  astronomes  attendaient-ils  avec  impatience  la  publication  com- 
plète des  Calculs  de  Gauss.  Nous  pouvons  dire  que  leur  attente 
ne  sera  pas  déçue.  Les  pages  3-^  à  600  donnent  la  reconstitution 
complète  des  travaux  du  grand  géomètre  sur  les  jjerturbations  de 
Cérès  et  de  Pallas. 

11  ne  nous  reste  plus  en  terminant  qu'à  indiquer  que  tout  est 
préparé  pour  la  publication  du  Tome  X.  Il  sera  le  dernier  des 
OEuvres  complètes  et  contiendra,  avec  les  documents  qui  restent 
à  publier,  toutes  les  Tables  générales  que  le  lecteur  pourrait 
désirer.  J.  G. 


VESSIOT  (E.).  —  Leçons  de  Géométrie  si  périeuue  professées  en  1905- 
1906,  rédigées  par  M.  Anzeniberger.  1  voL  in-4"ï  vni-322  pages.  Lyon, 
JiMpriineries  réunies,  1906. 

Ces  Leçoîis  sont  parfaitement  adaptées  à  l'état  des  connaissances 
des  étudiants  qui  ont  suivi  un  cours  élémentaire  de  Calcul  dille- 
rentiel  et  intégral,  et  qui  veulent  ac(|uérir  des  connaissances 
solides  en  Géométrie;  elles  seront  un  complément  pour  les  uns 
et,  pour  les  autres,  une  initiation  à  des  études  plus  approfondies, 
dont  elles  leur  donneront  le  goût.  L'auteur  rei)rend  d'habitude 
les  questions  à  leur  commencement,  mais  sous  une  forme  élevée 
et  générale,  et  de  manière  à  montrer,  dans  les  résultats  les  plus 
connus,  une  |)ortéc  que,  d'ordinaire,  réliidiant  ne  soupçonnait 
pas.  L'exposition  a  un  caractère  nettement  analvtiipie  ;  les  calculs 
sont  dirigés  de  la  façon  la  plus  simple  et  de  manière  à  lairc  rcs- 
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sortir  le  sens  géomélrique  et  cinématique  des  résultats.  Le  lecteur 
s'étonnera,  au  bout  de  ces  3oo  pages,  de  la  variété  des  connais- 
sances géométriques  et  analytiques  qu'il  aura  acquises,  et  de  la 
facilité  avec  laquelle  il  les  aura  acquises. 

Après  avoir  exposé  les  propriétés  fondamentales  des  courbes 
gauches,  des  surlaces  développables,  des  courbes  tracées  sur  une 
surface,  qui  résultent  des  formules  de  Frenet-Serret,  M.  Vessiot 
introduit  les  deux  formes  quadratiques  en  dii^  ch'  relatives  à  une 
surface  dont  chaque  point  est  déterminé  par  deux  coordonnées  u^  c, 
montre  leur  rùle  dans  l'étude  des  lignes  minima,  des  lignes  asymp- 
lotiques,  des  lignes  de  courbure,  des  lignes  géodésiques,  de  la 
courbure  totale,  établit  enfin  comment  les  six  coefficients  de  ces 
formes,  sous  le  bénéfice  des  conditions  d'intégrabilité,  déterminent 
la  surface. 

Jl  passe  ensuite  aux  surfaces  réglées,  aux  congruences  et  aux 
complexes  de  droite.  Dans  le  Chapitre  relatif  aux  congruences  de 
normales,  l'auteur  trouve  l'occasion  de  faire  pressentir  les  corres- 
|)ondances  entre  les  sphères  et  les  droites;  l'introduction  et  l'étude 
de  la  cyclide  de  Dupin  sont  présentées  de  manière  à  montrer  l'ana- 
logie de  cette  surface  avec  la  surface  doublement  réglée  ;  la  surface 
canal  isotrope,  enveloppe  d'une  sphère  variable  rpii  est  tou- 
jours tangente  à  la  s[)hère  infiniment  voisine,  est  l'analogue  d'une 
surface  développable  ;  c'est  dans  ce  même  Chapitre  que  l'auteur 
introduit  la  notion  de  bande,  au  sens  de  Sophus  l^ie,  et,  en  parti- 
culier, de  bande  asjmptotique  et  de  bande  de  courbure.  Enfin, 
l'cUnde  des  lignes  de  courbure  des  enveloppes  de  sphères  conduit 
à  la  notion  des  surfaces  moulures. 

Jusqu'ici,  une  congruerice  de  droites  a  été  considérée  comme 
définie  [)ar  une  corresj)ondance  entre  une  droite  et  un  point  d'une 
surface  par  lequel  passe  cette  droite.  ]*lus  généralement,  une  telle 
congruence  peut  être  définie  comme  l'ensemble  des  droites  qui 
joignent  les  points  cori-espondants  de  deux  surfaces.  M.  Vessiot 
étudie  en  particulier  le  cas  où  les  développables  de  la  congruence 
coupent  les  surfaces  suivant  deux  réseaux  conjugués  homologues. 

Deux  Cha[)ilres  sont  consacrés  aux  propriétés  fondamentales 
des  couqilexes  de  droite  et,  en  particulici",  du  couqiiexc  linéaire. 

La  notion  d'élément  de  contact  (.^•,  1',  ;.  /',  q\  de  mullipli- 
cili-s  y\  2.1  M  I  j  où  lc>  cimi  (pi;u)lil('^s  x.  V,  ;.  /';  <(  ilépiMnlcnl  de  deux 
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variables,  ou  d'une  seule,  et  vérifient  la  eondition 

dz  ^  p  dx  -\-  q  dy, 

la  notion  Je  translormalion  de  contael,  sont  ensuite  présentées 
dans  leur  généralité.  M.  \  essiol  s'occupe  d'abord  des  transforma- 
tions de  contact  dualistiques,  puis  de  la  transformation  de  Soplius 
Lie,  qui  fait  correspondre  les  splières  et  les  droites  :  il  la  présente 
<\e  manière  à  bien  faire  ressortir  l'idée  générale  d'où  elle  dérive. 
Après  avoir  montré  comment  les  transformations  liomographiques 
et  dualistiques  sont  les  seules  transformations  de  contael  qui 
changent  les  lignes  asvmptoliques  en  ligues  asvmptoliques,  il 
explique  comment  la  transformation  de  Lie  permet  d'obtenir  toutes 
les  transformations  de  contact  qui  changent  les  lignes  de  courbure 
en  lignes  de  courbure. 

Il  traite  ensuite  des  systèmes  triples  orthogonaux. 

Enfin,  le  dernier  Chapitre,  consacré  aux  congruences  de  sphéi'es 
et  de  cercles,  est  particulièrement  riche  :  la  notion  niènie  d'une 
congruence  de  splières  conduit  presque  intuitivement  au  théorème 
de  ^lalus  sur  la  réllexion  d'un  svslème  de  ravons  luniineux.  qui 
lormcntune  congruence  de  normales;  la  condition  de  cori'espon- 
dance  entre  les  lignes  de  courbure  des  deux  napj)es  de  la  surface 
focale  s'exprime  par  l'élégant  théorème  de  Dupin.  L'étude  des 
congruences  de  droites,  liées  à  une  congruence  de  sphères,  amène 
naturellement  un  svslème  triple  de  Ribaucour,  à  ses  svstèmcs 
cvcliques,  à  sa  transformation  de  contact,  qui  conserve  les  lignes 
de  courbure. 

Une  soixantaine  d'exercices  très  instructifs  sonl  réunis  à  la  lin 
des  Leçons  et  classés  d'une  façon  correspondante  aux  (^luqiitres. 


BROGGI  (U.)-  —  TiiAirii  nts  assibancks  srii  i.a  vu:  avkc  dkvim.oi'pic.mk.nts 
SIR  LI-:  CALCUL  Diis  riioBAiULiTlis.  Tiaduil  de  l'ilalicii  par  .S".  Lattes,  avec 
une  l'icface  de  M.  Achard.  1  vol,  in-8";  xi-3oG  pages.  l'aris,  llciiiiaiiii, 

M.  Lattes  vient  de  traduire  le  Ti(iil(''  'les  assiiiaiiccs  sur  la  vie 
de  AL  le  Trof.  U.  lîroggi.  L'Ouvrage  comprend  lexposition  des 
ihéorcmcs  foiulamentaux  dw  calcul  des  prtjbabilité>,  la  théorie  sla- 
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lisliquc  de  la  morlalilf',  le  calcul  des  primes  el des  réserves,  et  enfin 
la  liiéorie  du  risque.  Celle  seule  énuméralion  des  matières  trailées 
dans  le  Volume  montre  la  méthode  adoptée  par  l'auteur  :  il  envi- 
sage la  théorie  des  assurances  sur  la  vie  comme  une  application  du 
calcul  des  probabilités  et,  plus  particulièrement,  de  l'assurance 
nialhémaliqiie;  comme  il  le  fait  remarquer  lui-même,  il  est  pos- 
sible de  suivre  une  voie  toute  différente,  et  l'on  peut  exposer  tout 
ce  qui  se  rapporte  aux  calculs  usuels  de  la  pralicpie  indépendam- 
ment de  toute  notion  de  probahililé;  de  tels  ])rocédés  ont  des 
avantages  de  vulgarisation  incontestables;  ils  permettent  de  (aire 
comprendre  rapidement  le  mécanisme  de  l'assurance  à  un  lec- 
teur peu  familier  avec  les  Mathématiques;  mais  ils  sont  impuis- 
sants à  montrer  comment  l'hypothèse  fondamentale  de  tout  calcul 
de  ce  genre  est  le  grand  nombre  des  opérations  engagées  par  l'as- 
sureur, et  à  établir  dans  quelles  limites  les  moyennes  calculées 
s'écartent  des  résultats  effectivement  observés.  Seul  le  calcul  des 
probabilités  permet  de  i^ésoudre  ces  questions,  et  c'est  en  rappe- 
lant ses  principes  que  doit  débuter  tout  traité  des  assurances  vrai- 
ment scientifique,  comme  celui  de  M.  Broggi. 

M.  Broggi  commence  par  donner  les  démonstrations  des  théo- 
rèmes de  Tchebjcheff  et  de  Beruoulli;  il  établit  ensuite  la  forme 
de  la  loi  des  erreurs  en  parlant  de  Thypolbèse  de  Gauss  sur  la 
moyenne  arithmétique  et  justifie  la  méthode  des  moindres  carrés. 

i^e  (chapitre  suivant  est  consacré  à  la  statistique;  après  avoir 
donné  des  indications  générales  sur  la  construction  des  tables  de 
mortalité  et  la  représentation  graj)hique  des  observations,  si  utiles 
dans  la  jiraticpie,  l'auteur  j)asse  en  revue  les  principales  méthodes 
d'ajustement.  Il  montre  comment  la  méthode  des  moindres  carrés 
|)ermct  de  calculer  les  constantes  de  la  loi  de  survie  de  iMakeham, 
et  termine  par  une  théorie  de  la  dispersion  où  il  cherche  une  jus- 
tification des  hypothèses  nécessaires  à  l'existence  et  l'emploi  des 
tables  de  mortalité  ;  il  institue  ainsi  une  comparaison,  pour  diflé- 
rentcs  séries  d'observations,  entre  la  racine  carrée  de  la  valeur  pro- 
bable de  la  somme  des  carrés  des  écarts  obtenue  au  moyen  du 
théorème  de  Bornoulli  et  la  valeur  de  la  même  quantité  donnée 
|)ar  rexpérience.  C'est  au  fond  le  même  procédé  (jue  Dormoy  avait 
appliqué  aux  écarts  pris  en  valeur  absolue. 

M.  Broggi  arrive  ensuite  au  calcul  dos  primes  et  des  réserves;  il 
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passe  en  revue  les  combinaisons  fondamentales  en  cas  de  vie  et  en 
cas  de  décès.  Le  passage  relatif  au  calcul  de  l'annuité  viagère  con- 
tinue mérite  de  retenir  l'altenlion;  l'auteur  commence  pardéduirc 
une  valeur  approchée  de  cette  intégrale  de  la  formule  de  somma- 
lion  d'Euler;  puis  il  suppose  que  la  loi  de  survie  est  celle  de  Ma- 
keliam  et  montre  que,  dans  ce  cas,  le  calcul  se  ramène  à  relui 
d'une  fonction  des  constantes  de  la  loi  de  survie  qui  contient  l'in- 
tégrale d'Euler  et  la  fonction  hjpergéométrique  ;  ce  résultat  inté- 
ressant au  point  de  vue  théorique  ne  semble  pas  toutefois  devoir 
être  employé  praticpiement;  car  il  suflit  de  prendre  les  trois  pre- 
miers termes  de  la  formule  de  sommation  d'Euler  pour  avoir  la 
valeur  de  l'annuité  viagère  continue  avec  une  approximation  bien 
suflisante,  étant  donnée  l'erreur  expérimentale  qui  alTecte  les  don- 
nées des  tables  de  mortalité. 

Dans  le  dernier  Cliapilre  M.  Broggi  expose  la  théorie  du  risque. 
Il  applique  à  un  ensemble  de  contrats  d'assurances  la  théorie  des 
écarts  dans  les  jeux  de  hasard. 

Supposant  que  la  mortalité  réelle  est  conforme  à  celle  de  la 
Table  employée,  il  définit  risque  malhéniatique  la  racine  de  la 
valeur  probable  du  carré  de  la  perte  de  l'assureur  et  montre  com- 
ment ce  nombre  dépend  du  nombre  d'opérations  de  l'assureur  et 
de  la  ré|)arlition  des  capitaux  assurés  entre  les  dillérentes  polices; 
au  moyen  du  théorème  de  Tchebychell'  et  de  celui  de  Bernoulli  il 
fait  voir  comment,  par  un  chargement  convenable  des  primes 
|>ures,  on  peut  rendre  aussi  voisine  que  possible  de  la  certitude  la 
probabilité  pour  que  les  fonds  recueillis  par  l'assureur  suflisent  à 
couvrir  les  risques  futurs. 

Ces  questions  sont  analogues  à  celles  qu'a  traitées  M.  Laurent 
dans  sa  théorie  du  [)lein,  et  il  est  curieux  de  ra|)()roclier  les  mé- 
lliodes  suivies  par  les  deux  auteurs. 

On  voit  par  cette  rapide  anaivse  que  M.  Broggi  ne  néglige  au- 
cun des  problèmes  relatifs  aux  assurances  sur  la  vie;  de  plus,  de 
nond)reuses  notes  renvoient  à  des  Ouvrages  traitant  de  questions 
analogues,  dont  l'auteur  s'est  (pielqiiefois  ins|)iré,  et  constituent 
une  bibliographie  précieuse.  La  traduction  de  JM.  Lattes  sera  donc 
d  une  utilité  incontestable  pour  les  actuaires  français. 

GALBnL>. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  INTEGRALES; 
Pau  m.  a.  MVLLER. 


i.  M.  H.  Bateman  a  élndié,  dans  un  article  public  dans  le  /Jitl- 
Irtin  (fes  Sciences  niathématirjues  (190G),  les  solutions  ^^{s)  de 
réfjiialion  intégrale  de  IM.  Fredliolni 

(I)  /(*)  =  *(*•)  +  À    f  A(s,  t)  1y{t)  dt, 

'■'0 

qui  s'annulenl  dans  un  point  donné  .ç  =  jr  de  rinten'alfc  de  o  à  r. 
En  généralisant  ensuite  une  formule  trouvée  à  cette  occasion,  il 
arrive  à  des  formules  très  intéressantes  relatives  aox  éniialions 
intégrales. 

Je  me  pro|)Ose  d'indiquer  une  question  analogue  à  celle-ci,  (|iii 
condmt  aussi  à  des  formules  qui  pourraient  compléter  celles  de 
]M.  Bateman. 

2.   La  question  dont  il  s'agit  est  de  trouver  les  valeurs  de  '/.  pour 

1  III''  •        '   \  >  I  I     •        ^11  J'^<Pf  $  ) 

Jcs([ucllcs  I  ecpiation  (i)  possède   une  solution  Q>  telle  (pic  — % ^^ — 

s'annule  dans  un  |)oint  donné  s  =  x  de  rintervalle  de  o  à  1. 

l'vii  dcri\anl  a  (bis  Téqualion  [i)  et  en  faisant  s  =  .i\,  nous  obte- 
nons 


•'       f(s)        d^/,{.r,f) 


-/.,  d.i- 


dr-^ 


'Im  ndi. 
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En  Inlroduisanl  celle  valeur  de/(6-)  dans  récjualioii  (i),  on  a 


*(5) 


'^'^         d^fix)  dx'J- 


dx<^ 


'P{t)d(. 


Les  valeurs  de  À  sonl  ainsi  les  valeurs  singulières  de  À  pour  l'é([ua- 

«-  0 

f(s)       d^k(T,t) 


lion  intégrale 


(2) 


A*/:<i'(5.  0  =  t'(s,  t)  — 


((^f{x)         dx^ 
dx^ 


On  sail  que  la  solution  de  l'équalion  (i)  est  donnée  par  la  for- 
mule 

^is)=f(s)  —  \  f  K(s,l)f(()dt, 

où  la  fonction  lv(.s',  t)  satisfait  à  la  relation 

(3)  k{s.  t)  —  K(s,  f)  +  l  I    k(s,  r)K{r,t)dr. 

Nous  voulons  montrer  que,   dans  le  cas   de  l'équation  (2),  la 
fonction  remplaçant  K  est 

'  '         d-^  <iM  x)  dx^ 

dx^ 

Pour  cela,  on  n'a  qu'à  vérifier  la  relation 

ce  qu'on  fait  immédiatement  en  remplaçant  dans  celle  formule  A*A' 
et  A*K  par  leurs  valeurs,  et  en  réduisant  à  l'aide  des  relations  (i) 

et  (3). 


3.   Si  Ton  écrit 


f(s)  =  k(s,r), 
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*(5  I  =  K(.ç,  r), 


A*A(i'  (s,  t)  = 


AaK<"('5,  /)  = 


k{s,  t)      /-(5,  r) 
k(T.t)      A-(.r,r) 


d^ 
djT^ 


k{x,  /•) 


d-^ 
d.i-y- 


\\is,t)      K(5,  /•) 
K{x,  t  )     Kl X.  r) 


d-J- 
dx^ 


k(x,  r) 


La  généi'alisalion  immédiate  de  ces  résullals  esl  de  considérer, 
au  lieu  de  ces  fonctions,  les  fonctions  plus  générales 


^a,+a3+...-i-a„-t-p,+p,-i-...H-p„ 


^*-*'  rt.s■^^ .  .f/5f/'  dlh  dtl':  .d(?" 


k(Sn.  t)  kiSn.  ti) 


^a,+a3-f-...+a„-i-^,-i-p,-H...+p„ 


et 

(5) 


^/s*'  f/5*^ .  .^/if/'  rf/Ç'  rf/?^ .  .f//f;' 


/.(Sl.    f,    )     A(5,.    ^) 

A- (5,.  ^i)  A  (s,,  /.,) 


A(5,„/,)  A(.v„,  t.) 


qui  iliiTèie  de  la  précédenle  par  le  changement  de  k  en  R. 
On  démontrera  sans  peine  que  l'on  a 


(6) 


1  «^  0 


A  (5,.  , 


A(s„, 


Al  .î],  I 

A(  5...  i 


^<.^,M 
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SDR  LA  DÉRIVÉE  DES  POTENTIELS  DE  SIMPLE  ET  DE  DOUBLE  COUCHE; 
Par  m.  t.  LALESCO. 

1.  Soit 


Je  ''l'S 


le  potentiel  plan  d'une  simple  couche  étendue  sur  le  contour  c  et 
dont  la  densité  ii-(s)  est  une  fonction  continue  de  l'arc  s;  r'ps  dé- 
signe la  distance  entre  le  poinl/>  et  le  point  variable  s  du  contour. 
Si  nous  prenons  sa  dérivée  suivant  une  direction  a  déterminée, 
nous  obtenons 


(0 


d\ p         C    ,    ^    d    .         I      ,  r    ,        d    .         r      , 

— — t- =    ;  \i.(s)~-—\o" — ■  ds  = —    /  <j.{s)— — loij  —  ds 

=  —    /  ;i.(5)  cos( rt,  À) -^ — log —  ds —    1  ix(s)  cos(s^l)  d\oi; i 


If 

où  -j-   désigne  la  dérivée  de /'par  rapport  au  point  ^,  suivant  la 

direction  À,  et  n  la  direction  de  la  normale  intérieure  du  contour  c 
au  point  5. 

Le  premier  terme  du  second  membre  de  (i)  est  un  potentiel  de 
double  couche  de  densité  ijl(5)  cos(/i,  ).)  ;  (|uant  au  second,  si  la 
fonction  ^(^s^  est  dérivable  et  si  la  coiirl)e  c  admet  partout  un 
rayon  de  courbure  déterminé,  une  intégration  par  partie  nous 
montre  (jue  c'est  un  potentiel  de  simple  couche  de  densité 

—  [a(5)cos(5,À)]. 

Dans  ce  cas  donc,  la  dérivée  du  potentiel  de  simple  couche,  sui- 
vant une  direction  déterminée  A,  présente  sur  le  contour  une 
discontinuité  finie  absolument  comme  un  potentiel  de  double 
couche  de  densité  u.(.v)  cos(/i,  A),  et  c'est  d'ailleurs  la  seule  dis- 
continuité à  distance  finie  ('). 

(')  Cette  dcmonslraliuii  très  simjilc  a  été  donnce  par  M.  G.  Darboux  dans  son 
Cuui's  i9o()-i907. 
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Dans  celle  Noie,  je  veux  démonlrer  que  le  même  résultai  suh- 
sisle  si  la  densilé  a(.s)  n'est  pas  nécessairement  une  fonction  déri- 
vable,  mais  satisfait  seulement  à  la  condition  de  Lipschitz 

{■>.)  \\^is)  —  \i.{s^)\<a\s~s^\, 

S  et  5o  élanl  deux  points  quelconques  du  contour  et  a  une  cons- 
tante finie. 

Dans  ce  cas,  le  second  terme  n'est  plus  un  potentiel  de  simple 
couche;  mais  nous  allons  démontrer  que  c'est  encore  une  fonction 
continue  sur  le  contour  c. 

En  effet,  si  nous  nous  approchons  d  un  point  s^  du  contour,  la 
partie  de  Fintégrale  qui  peut  devenir  discontinue  est 

I  |i.(5)  C0S(5,  À)  (/ log  • > 

h  étant  une  constante  aussi  petite  que  nous  le  voulons. 

Soit  rj  le  pied  de  la  normale   au  contour  c  et  passant  par/); 


pour/>  suffisamment  voisin,  g  tombera  entre  s^ — fi  et  .Çq  +  /'•  Si 
nous  posons 

[xis)  =  ;JL(  5,/)  -7-  (s  —  5,/)o(5), 

nous  aurons,  d'après  (2),  pour  toute  valeur  de  s 

\'i(s)\<a 
et 

'^  =  [^{s,,)  f         cos(5,À)<^/ log \-  f         o{s)cos{s,l){s  —  s,f)ci\o^  — . 

Le  |)remier  terme  de  N  est  une  fonction  continue  dans  le  voi- 
sinai;c  de  5,,,  car  la  fonction  cos(.v,  À)  est  dérivahlc  en  x,  d'après 
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1  hy|)Ollièse  faile  sur  le  conlour;  d'autre  part,  puisque  la  quan- 
tité (s  —  .v„)  <:/log  —  garde  un  signe  constant  tout  le  long  du  che- 
min   d'intégration,  le  module   du  second   membre  est  plus  petit 


a   I         (s  —  *,/)  f/  lo g  —  • 


Or  cette  intégrale  est  infiniment  petite  avec  A,  ce  qui  établit  la 
continuité  de  N  dans  le  voisinage  de  Sq. 

2.  Ln  raisonnement  analogue  montre  que  la  dérivée  dans  une 
direclion  déterminée  )>  d'un  potentiel  de  double  couche  de  den- 
sité v(5),  présente  la  discontinuité  d'un  potentiel  de  double  couche 

de  densité  cos(5,  A)  — ——  sur  le  contour,  si  la  dérivée  de  v(^,v)  y 

satisfait  à  la  condilion  de  Lipschilz. 

En  particulier  la  dérivée  normale  d'un  tel  potentiel  est  une  fonc- 
tion continue  sur  le  contour  puiscpie  cos(5,  n)=^o;  donc  la  pos- 
sibilité d'exprimer  par  un  potentiel  de  double  couche  la  fonction 
hariïionique  qui  résout  le  problème  de  Dirichlel  se  trouve  ainsi 
être  démontrée,  par  la  théorie  de  Fredholm,  pour  un  contour  dont 
le  rajon  de  courbure  satisfait  à  la  condilion  de  Lipschit/.. 
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schnitte.  viii-118  p.  avec  85  fig.  Leipzig,  Engelmann.  ô  m. 

G.  Mlixer  u.  p.  Ke.mpf.  — Photometrische  Durchmusterung  des  nôrd- 
lichen  Himniels  entk.  aile  Sterne  der  BD.  bis  zur  Grosse  7,5.  IV.  Tl. 
Zone -i- ()0"  bis  90"  Deklination.  270  p.  (  Publikalionen  der  astrophysika- 
lischen  Observatoriiuns  zu  Potsdarn.  JV"  ol.)  In-4°,  Leipzig,  Engelmann. 
7  m. 

Albrkcht  (Th.)  u.  Wanach  (B.).  —  Resultate  des  internationalen 
Breitendienstes.  IL  Bd.,  v-190  p.  avec  2  planches.  {Verôff'entlichungen 
des  Centralbureaus  der  internationalen  Erdniessung.  IVeue  Folge. 
]S°  L3.  )  In-8°.  Berlin,  G.  Beimer.   12  m. 

WiRTiNGER  (WiLii.).  —  Ueber  die  Entivickelung  einiger  matheniati- 
scher  Begrijfe  in  neuerer  Zeit.  In-S",  -20  p.  Wien,  Hijlcler.  60  pf. 

KiSTNER  (A.).  —  Geschichte  der  Pliysik.  L  Die  Pliysik  bis  Newton. 
In-8",  117  p.  avec  i3  fig.  Leipzig,  Goschen.  (Saniinlung  Goschen,  n"  293.) 
Belié  80  pf. 

Tavlor  (H.j.  —  System  of  applied  Optics.  Complète  System  of  the 
second  order,  and  the  foundation  of  a  complète  systeni  of  the  third 
order,  with  examples  and  their  practical  applications.  In-8",  35o  p. 
London,  Macmillan.  3o  sh. 

Zerlegbares  Modell  ein.  Dynaniomaschine  (en  couleurs  avec  explica- 
tions). Gr.  in-8",  7  p.  Leipzig,  Wiest  Nachf.   3.  m.  5o  pf. 

Encyklopddie  der  mathematischcn  Wissenschaften  mit  Einschluss 
ihrer  Anwendungen.  3.  Bd.  Géométrie.  Redig.  von  \V.  Fr.  Meyer.  2.  Tl. 
3.   lletï.  In-8".  Leipzig,  Teuhner.  5  ni.  Go  pf. 

Jahrbuch  iiber  die  Fortschrilte  der  Mathematik,  hegriindct  von  Cari, 
OuRTMAN.N.  Ilerausgeg.  von  Emil  Lampe.  35.  Bd.  Jahrg.  190 j.  1.  Heft. 
Gr.  in  8",  vi-.i96  p.  Berlin,  G.  Reinier.  17  m,  80  pf. 

JoLFFRET  (E.).  —  Mélanges  de  Géométrie  à  quatre  dimensions. 
Gr.  in-S»,  xi-2'27  p.  avec  49  fig.  Paris,  Gauthier-N'illar<.  7  fr.  5o  c. 
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WHITEHAD  (A.-N.).  —  Tue  axioms  of  projective  Geometky  (n"  -4  des 
Cambridge  Tracts  iii  Matheniatics  and  matheniatical  Physics). 
1  vol.  in-8°,  64  p.  Cambridge,  University  Press,  igoG. 

Ce   pelil  Livre  traite  des   axiomes  de  la  géométrie  projective, 
c'est-à-dire,   en  gros,  de  cette  géométrie  oi!i    l'on  regarde   deux 
droites  d'un  plan  comme  se  rencontrant  toujours.  La  plus  grosse 
difficulté,   peut-être,    pour  ceux  rpii  veulent  étudier  les   diverses 
géomélries,   est   de  se  débarrasser    de    Tiuluition   naïve,    d'où   la 
géométrie  ordinaire  est  sortie,  de   s'assurer  que   leurs  raisonne- 
ments sont  purement  logiques.  Au  premier  abord  la  possibilité  de 
pareils   raisonnements   leur  semble  même    douteuse.  Le  Livre  de 
M.  Whitehad,  par  la  netteté  avec  laquelle  les  axiomes  sont  sépa- 
rés, par  le  grand   soin   que  l'auteur  met  toujours   à  spécifier  le 
point  où  ils  interviennent,  leur  rendra,  à  cet  égard,  les  meilleurs 
services,   d'autant    que  AL  Whitehad  a   pris  l'excellent  |)arti   de 
supprimer  les  déductions  qui   peuvent  être  lacilement  suppléées 
par  le  lecteur.  De   cette   façon,  non  seulement   le  Livre  est  plus 
court,  mais  il  est  en  réalité  plus  clair  :  les  difficultés  apparaissent 
là  où  elles  sont  et  ne   sont  pas  diluées  dans  un  verbiage  inutile. 
Est-il  besoin  de  dire  que  cette  étude,  en  dehors  de  son  intérêt  et 
de  sa  beauté  propres,  constitue  un  excellent  exercice  de  logique? 
Ce  n'est   pas,  bien  entendu,  un  Traité  de  géométrie  projective 
qu'il   faut   chercher  dans  le  Livre  de  M.  Whitehad,  mais  bien  le 
fondement  philosophique  et  logique  d'un  pareil  Traité;  l'auteur, 
après  avoir  énoncé  les  axiomes  fondamentaux  qui  caractérisent  la 
classe  des  points,  la  ligne  dioiti?  et  le  plan,  définit  les  points  con- 
jugués harmoniques  par  le  quadrilatcie,  montre  comment  le  théo- 
rème  de    Desargues    intervient    dans    cette    définition  ;    il    Iraite 
ensuite  delà   projectivité  ;  le  théorème  fondamental,   c'est-à-dire 
l'affirmation    qu'une  correspondance    projective    est  entièrement 
déterminée    quand    on  se  donne   les    trois    points  de  la  seconde 
Bull,  des  Sciences  niaf/ieni..  2'  série  l.  \\\I.  (Avril  1907.)  0 
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clroile  qui  doivent  correspondre  à  Irois  points  de  la  première,  est 
laltaclié  iui  théorème  de  Desargues  et  au  théorème  de  Pappus 
(c'est-à-dire  au  théorème  de  Pascal,  dans  le  cas  où  la  conique  se 
réduit  à  deux  droites).  Le  Chapitre  suivant  se  rapporte  à  V ordre  ; 
il  contient  la  difficile  définition  du  segment  de  droite,  et  les  nou- 
veaux axiomes  qui  correspondent  à  la  notion  de  sens.  Après  avoir 
tiaité  de  l'involution,  l'auteur  montre  enfin  comment  s'introdui- 
sent les  coordonnées,  du  point  de  vue  où  il  s'est  placé,  et  termine 
en  montrant  comment  l'existence  du  nombre  implique  l'existence 
de  la  géométrie  projective,  en  montrant  nettement  quels  axiomes, 
concernant  les  nombres,  interviennent  dans  la  démonstration  de 
ce  théorème  d'existence. 

Des  indications  bibliographiques,  renvoyant  principalement 
aux  Mémoires  et  aux  l^ivres  de  V.  Standt,  Piéri,  Schur,  Hilbert, 
\  ahlen,  Fano,  ^\  iener,  Klein,  Dedekind,  Maclagan-Wedderburn, 
A  ailati,  Burali-Forti,  Russel,  etc.,  complètent  cet  exposé,  et  per- 
mettront au  lecteur  d'étendre  ses  connaissances,  pour  lesquelles 
le  Livre  de  ]\L  Wliitebad  restera  une  base  solide. 

Un  autre  Livre,  du  même  auteur,  sur  les  axiomes  de  la  géomé- 
trie descriptive,  paraîtra  prochainement  :  on  peut  prévoir  qu'il 
sera  aussi  bien  accueilli  et  rendra  les  mêmes  services  que  celui 
dont  on  vient  de  |)arler  brièvement.  J.  T. 


WKBER  (II.)  uml  WKLLSTEIX  (J.).  —  Encvklopadik  der  eli-mentar 
INIathematik.  Ein  Haiidbuch  fiir  Lelirer  und  Studierende.  Zweiter  Band. 
Elemente  der  Géométrie.  In-8",  \n-6o4  pages.  Leipzig,  Teubner,  igoj. 

Au  cours  de  l'année  190;")  nous  rendions  compte  du  premier 
Volume  de  cette  Encyclopédie  des  Matliématiques  élémentaires  en 
trois  A'olumes  dont  M.M.  ^^  eber  et  Wellstein  ont  entrepris  de 
concert  la  publication.  Nous  avons  indiqué  le  plan  et  les  divisions 
de  ce  premier  Volume,  consacré  à  rArithmclique  et  à  l'Analyse 
algébrique,  et  dû  tout  entier  à  la  plume  de  M.  Weber. 

Le  second  Volume  que  nous  avons  sous  les  yeux  n'a  pas,  comme 
le  proniior,  été  écrit  par  un  s<miI  aiilciii'.  Il  se  divise  en  trois  Livres. 
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Le  premier,  qui  traile  des  prineipes  de  la  Géométrie,  est  dû  à 
M.  Wellstein.  Le  second,  qui  traite  de  la  Trigonométrie,  a  été 
écrit,  pour  une  partie,  la  trigonométrie  plane,  par  M.  Weber,  et 
pour  une  autre  partie,  la  géométrie  et  la  trigonométrie  spliérique, 
par  XL  ^\' .  Jacobsthal.  Enfin  le  troisième  Livre,  cjui  traile  de  la 
géométrie  analytique  et  de  la  stéréométrie,  est  dû  tout  entier  à 
M.  Weber. 

11  est  évident  que  les  Goo  pages  dont  se  comjDose  le  \  olume 
n'auraient  pas  suffi  à  une  exposition  systématique  de  sujets  si  nom- 
breux et  si  importants.  Aussi  il  ne  faut  pas  que  le  lecteur  se  laisse 
tromper  par  le  titre  <\^ Encyclopédie  et  s'attende  à  trouver  dans  le 
nouveau  Volume  un  développement  systématique  et  complet  des 
diflerenles  parties  de  la  géométrie  élémentaire,  de  la  géométrie 
projective,  des  trigonométries  et  de  la  géométrie  analytique.  S'il 
avait  de  telles  espérances,  elles  seraient  certainement  déçues  par 
ce  nouveau  ^  olume,  plus  encore  que  par  le  premier.  Ce  que  le  lec- 
teur rencontrera  avec  plaisir,  ce  sont  des  théories  peu  connues  ou 
tombées  dans  l'oubli,  telles  que  celles  des  triangles  de  ALibius  et 
de  M.  Sludy;  des  aperçus  ingénieux  et  profonds  sur  les  fonde- 
ments mêmes  de  la  Géométrie  et  les  diverses  géométries  non  eucli- 
diennes; des  applications  intéressantes  de  la  théorie  des  groupes  à 
la  Géométrie,  etc. 

Un  registre  alphabétique  facilite  les  recherches  dans  toutes  ces 
théories,  formant  un  ensemble  intéressant  qui  sera  consulté  avec 
profit  par  les  professeurs,  et  par  tous  ceux  qui  ne  se  contentent 
pas  d'un  exposé  banal  et  superficiel  des  Mathématicpies. 

J.  G. 


BRIOSGHI  (^FRANCESCO  ).  —  Opkhi:  m atkmatichh  pi  iihi.icati;  imcii  ci  ha 
DEL  coMiTATo  v\:i\  Lic  o.NORANzii  A  Fka.xcksco  Hrioscjh  (G.  Ascoii,  V.  Cei- 
ruli,  G.  Colombo,  L.  Gieinonu.  G.  Negri,  G.  Sciiiaparcili).  Tomo  quarto, 
in-4",  x-i  18  pages,  ujolj.  Milan,  U.  Iloopli. 

Nous  rendions  compte,  il  a  a  deux,  ans,  des  Tomes  II  et  III  de  celle 
belle  et  utile  publication.  J^e  Tome  IV  que  nous  avons  sous  les  yeux 
est  tout  à  fait  digne  de  ses  aînés.  Le  Comité  de  |)ublication  nous  y 
donne  Ions  l(>s  Mémoiies  ipie  Hrlo-^clii  a  publiés  daîis  les  Comptes 
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rendus  de  V Académie  Royale  des  Lincei,  de  1 885  jusqu'en  1896; 
puis  il  passe  aux  arlicles  qui  ont  élé  publiés  dans  d'autres  Re- 
cueils :  \c.?-  Atti  àe  l'Académie  des  Sciences  j>liysiques  et  nialhé- 
niali(|ues  de  Naples,  ceux  de  l'Académie  de  Turin,  le  Giornale  di 
Matemaliche,  le  Biiileilino  di  Bihliografia  du  prince  Boncom- 
pagni,  les  Rendiconli  dcl  Circolo  matemalico  de  Palerme.  Les 
éditeurs  reproduisent  ensuite  les  travaux  qui  ont  paru  dans  cer- 
tains Ouvrages  séparés;  deux  Mémoires  sont  empruntés  aux  Col- 
lectanea  malheniatica  in  memoriam  D.  Chelini.  On  a  reproduit 
ensuite  la  Préface  et  les  Appendices  très  importants  que  Briosclii 
avait  insérés  dans  sa  traduction  du  Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques de  Cajlej. 

Après  cela  commence  la  publication  des  Communications  si 
nombreuses  et  si  intéressantes  que  Brioschi  avait  pris  l'habitude 
d'envoyer  à  notre  Académie.  Cette  publication,  qui  est  loin  d'être 
terminée,  comprend  dix-sept  Notes  envoyées  de  i858  à  18^8. 

Le  Volume  se  termine  par  un  Index  alphabétique  des  noms. 

Nous  sommes  assuré  que  cette  belle  publication,  vraiment  digne 
du  grand  géomèti'e  italien,  sera  partout  accueillie  avec  la  faveur 
(pi'elle  niérile  sous  lous  les  points  de  vue.  J.  G. 


LliBEDIiFF  (^^^).  —  Dik  Théorie  der  lNTEGR.\i,(;LEirHrNT.E\  in  Anwen- 
Dt'NG  ALK  EINIGE  Reuienentwickellngen  ,  Inaugural  -  Dissertation, 
in-8",  5o  pai,^es.  Gœllingue,  igoG. 

Nous  reproduisons  ci-dessous  l'inlrodui'lion  de  la  dissertation 
inaugurale  de  M"''  Wera  Lebedefi",  introduction  qui  résume  les 
travaux  d'où  elle  est  partie,  et  l'intéressante  contribution  qu'elle 
apporte  à  la  belle  théorie  à  laquelle  le  nom  de  M.  Fredholm  restera 
attaché. 

Les  équations  intégrales  linéaires  qui  s'introduisent  en  Phy- 
sique mathématicjue  ont  été,  dans  ces  derniers  temps,  étudiées 
systématiquement  par  Fredholm  (')  et  par  Hilberl(-).  Les  résul- 

(')  Acta  maffitmatica,  t.  WVII. 

(')  Gottinger  .\acliri('liten.  190 '|,  \^y^^. 
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lais  de  celte  étude  peuvent  être  brièvement  résumés  comme  il 
suit  : 

«  L'équation  linéaire  non  homogène 

y(s)=f(s)-}.  f    K{s,t)y{t)dt, 

dont  le  novau  {hem)  K(5,  t)  est  une  fonction  sjmélrique  en  5,  t, 
continue  dans  le  plan  des  st^  a  toujours  une  solution  et  une  seule 
quand  le  paramètre  A  n'est  pas  racine  d'une  certaine  équation 
transcendante  6(X)^o.  Si  A  est  une  telle  racine,  il  existe  au 
moins  une  solution  'Y^' (^s)  de  l'équation  intégrale  homogène 

j'  (  ^  )  =  a'/''   /    K  0,  ^  )  y(t)  dt. 

dette  fonction  'V^' i^s)  et  la  valeur  correspondante  A''^'  du  para- 
mètre ont  été  désignées  par  Hilbert  comme  une  fonction  propre 
et  une  valeur  propre  appartenant  au  novau  K(5,  t). 

»  En  exceptant  le  cas  où  K(5,  t)  serait  une  somme  finie  de 
produits  de  deux  facteurs,  dont  l'un  dépend  seulement  de  s  et 
Tautre  de  t^  il  j  a,  en  général,  une  infinité  de  fonctions  propres 
appartenant  à  un  même  nojau,  l'équation  û(A)  =  o  ayant  une  infi- 
nité de  racines 

X'I)      )C2)      X(3' 

dont  Tensemble,  sous  les  conditions  imposées  au  noyau,  admet 
im  point  d'accumulation  à  l'infini.  Les  fonctions  propres  sont  mu- 
tuellemenl  orthogonales,  cesl-à-dire  que  Ion  a 


/ 


b 


suivant  que  h  est  dillerenl  de  /, ,  ou  égal  à  k\  elles  peuvent  êlre 
employées,  suivant  le  procédé  de  Fourier,  pour  le  développement 
d'une  fonction  arbitraire  y  (5)  en  une  série  de  la  forme 

fis)  =   C,'y''(S)-f-C24/'2'(s)-4-.... 

La  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  /{s)  pour  cju'un 
tel  développement  soit  possible  s'exprime  comme  il  suit,  sous  la 
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forme  siinplilirc  (|iie  l'on  doit  à  Schmldl  (').  S'il  y  a  une  fonction 
continue  g'{s)  telle  que  la  fonction  /'(.ç)  puisse  être  mise  sous  la 
forme 

/(s)  =  f    K(s,  t)g(t)dt, 

cette  fonction  fi^s^  jDCut  être  développée  en  une  série  procédant 
suivant  les  fonctions  propres,  absolument  et  uniformément  con- 
vergente dans  l'intervalle  a'^s'S^b. 

))  La  question  suivante  se  pose  alors  naturellement  :  quels  rap- 
ports ont  avec  cette  théorie  tous  ces  systèmes,  bien  connus  et  bien 
des  fois  étndiés,  de  fonctions  qui  sont  mutuellement  orthogonales 
et  f|ui  sont  utilisées  pour  le  développement  de  fonctions  arbi- 
traires? Pventrent-ils  dans  la  théorie  précédente  et  quelles  sont  les 
méthodes  qui  les  j  font  rentrer? 

»  L'importance  de  cette  question  est  claire  :  s'il  est  possible  de 
les  faire  sortir  d'équations  intégrales,  tous  ces  développements 
a[)paraissenl  d'un  même  |)oint  de  vue,  se  traitent  par  une  même 
méthode. 

»  Hilbert  a  appliqué  la  théorie  des  équations  intégrales  aux 
fonctions  trigonométriques  i'inmr^x,  cos/n-x,  aux  fonctions  de 

Bessel  l{xyV^)^  aux  polynômes   de  Legendre  V^"^(x)  et  aux 

fonctions  sphériques  d'ordre  supérieur  P^"'(.r).  La  méthode  qu'il 

a  employée  pour  obtenir  le  noyau  de  ces  fonctions  repose  sur  ce 

que  lesdites  fonctions  sont,   pour  certaines  valeurs  a'^    du    para- 

jnètre   À,   des   solutions   d'une  équation    difTércntielle  du   second 

ordre 

d   /     du\ 

Ces  valeurs  )/^''  sont  les  valeurs  propres  appartenant  auxdites 
lonctions.  La  fonction  transcendante  o(a)  est  déterminée  sans 
ainl)ii;uïté  pai'  l'écpiation  dilTércntielle.  Le  noyau  cherché  n'est 
antre  clioso,  au  fond,  (pic  la  fonction  de  Grcen  do  l'équation 


l  I     du\ 


c  est-à-dire  une  solution  de  cetlc  é<piatioii,  salislaisanl  à  certaines 
(')  lirliard  SniMiDr,  fnatisurcd-Disscrtation.  Curlliniiiic.   iiio.'». 
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condillons  de  contour  (les  mêmes  que  pour  les  foncllous  propres 
que  l'on  se  donne),  symétrique  par  rapport  à  a:  et  à  un  para- 
mètre ;,  dont  la  dérivée  enfin  admet  une  discontinuité  pourjc  =  ^, 
avec  un  écart  égal  à  —  i . 

»  Mais  la  détermination  edeclive  d'une  lonction  de  Green  pour 
l  équation  difTérenlielle  donnée  offre  maintes  difficultés.  Dans  cer- 
tains cas,  il  n'y  a  point  de  fonction  de  Grecn,  pour  les  conditions 
de  contour  données  ;  tel  est  déjà  le  cas,  par  exemple,  pour  les 
polynômes  de  Legendre.  Ililhert  a  bien  |)n  traiter  ce  cas  par  une 
légère  modification  du  concept,  précédemment  détini,  de  la  fonc- 
tion de  Green;  mais  cette  modification  ne  s'applique  pas  à  tous 
les  cas. 

»  Le  but  du  présent  travail  est  de  montrer  une  autre  voie  pour 
obtenir  le  noyau  de  fonctions  données  à  Tavance,  qui  convient  à 
certains  cas,  et  précisément  à  des  cas  où  la  formation  de  la  fonc- 
tion de  Green  appai'aît  comme  difficile. 

»  La  méthode  est  rapidement  appliquée,  dans  le  premier  Gha- 
pitre,  à  l'exemple  simple  des  fonctions  trigonométriques.  Au  lieu 
de  l'équation  différentielle  ordinaire  que  vérifient  les  fonctions 
données  et  que  traite  Hilbert,  c'est  une  équation  aux  dérivées 
partielles  qui  intervient,  ici  l'équation  de  la  conduction  linéaire 
de  la  chaleur. 

»  Un  procédé  dont  l'idée  se  trouve  clans  un  Mémoire  d'Appel!  (') 
conduit  aisément  à  l'équation  intégrale. 

»  C'est  une  des  fonctions  0  de  Jacobi  qui  apparaît  comme  le 
noyau  de  s\nmT.Xj  cosniT.x. 

»  Le  second  Chapitre  contient  l'application  de  cette  méthode 
aux  polynômes  P«(.r)  étudiés  par  Hermite  (-)  et  par  Tschebys- 
(•liefr(').  Ils  sont  définis  par  la  fonction  génératrice 

n  — :  00 

n  =  o 

ou  comme  dénominateurs  des  réduites  dans  le  dévrloppemcnl  en 


(')  Sur  réfiiKition       "„ r-^  =o  (Journal  de  f^iouvillc.  Y  sciir.  t.  VIIl  ). 

<)x-        fiy 

(')  Comptes  rendus,  l.  I^\III,  i86'i,  p.  n-),  2fifi. 

(^)  Mémoires  de  l'Académie  de  Saint-Pctershourg.  i8ho. 


î?8  rUEMlKHI-    PARTIE, 

fraclion  conlinue  de  l'inté^n-ale 


L 


[ls  possèdent  la  propriélé  dorlliogonalité  pour  un  inlervalle  infini 
dans  les  deux  sens 

J_^  i  ( n  =  m }. 

Ils  constiluent  la  partie  essenlielle  des  polvnomes  à  deux  variables 
qui  sont  les  solutions  particulières  de  l'équation  de  conduction 
de  la  chaleur,  et  c'est  ce  qui  rend  possible  l'application  de  la  mé- 
thode du  premier  Chapitre  :  celle-ci  doit  toutefois  être  modifiée, 
en  raison  de  ce  que  l'intervalle  est  infini,  et  fournit  comme  novau 

des  fonctions 

.1'- 
^•„(x)  =  e'^P„(x) 
la  Ion  cl  ion 

K(.r,  ^)=  \  e-^r.~t^  t-.      , 

où  T  et  i  sont  des  constantes  arbitraires,  sous  les  conditions  t<;  o, 
?  — T<o. 

))  On  étudie  sous  quelle  condition  une  fonction  f{Jr)  peut  se 
développer  suivant  les  fonctions  propres 

.>■' 
^•„(:r)  =  e~^P„(a-); 

les  théorèmes  de  Hilbert  sur  la  possibilité  d'un  développement  en 
fonctions  propres  ont  été  étabb's  pour  un  intervalle  fini,  et  il  est 
alors  nécessaire  de  les  étendre  au  cas  d'un  intervalle  infini.  Le 
déveloj)pement  de  fonctions  arbitraires  suivant  les  fonctions  trigo- 
nométriques  et  sui\anl  les  polvnomes  d'IIermite  conduit  à  la  so- 
lution du  problème  de  la  conduction  de  la  (îhaleur,  sous  des  con- 
ditions initiales  données,  pour  un  fil  infiniment  (in,  annulaire  ou 
rectilione. 

»  Dans  le  troisième  Chapitre,  on  traite  par  la  même  méthode 
les  polynômes  Q„(;r)  étudiés  par  Laguerre  (')  et  par  Tschebys- 

(')  Œmrcs,  t.  I,  p.  /joS. 
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cheir(').  Ils  proviennent  du  développcnienl  en  fraction  continue 
de  l'intégrale 


r 


du 


el  ont,  dans  Tintervalle  —  cc-^x^o,  la  propriété  d'ortliogonalité 


/. 


(ni  =^  «), 
(ni  —  n). 


Ils  conduisent  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

à^z         i    àz         i    dz 


dx- 


X  ôx 


X  ôt 


=  o, 


qui  appartient  au  type  parabolique,  comme  l'équation  de  la  con- 
duction linéaire  de  la  chaleur,  el  qui  est  liée  à  l'équation  de  la 
conduction  de  la  chaleur  dans  un  cylindre  circulaire. 
))   Comme  noyau  des  fonctions 


on  obtient  alors  la  fonction 


KO,  çj  = 


'■^-t<  J      '11- ^ 


OÙ  J  est  la  fonction  de  Bessel  d'ordre  nul  et  où  /,  t  sont  des  con- 
stantes, arbitraires  sous  les  conditions  ^^t  •<  o. 

»  On  traite  une  généralisation  des  polynômes  de  Laguerre,  qui 
consiste  à  introduire  deux  paramètres  arbitraires  m,  n  dans  ces 
polynômes  et  qui  conduit  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 


à-  z        m  -\-  i   àz        n  dz  _ 
Ox-  X        dx        X  Ot 


qui  a  été  étudiée  par  Kepinski  (-). 

»  Dans  le  quatrième  Chapitre,  on  introduit  quelques  générali- 
sations relatives  à  deux  variables  x,  r  :  les  développements  pro- 
cèdent  suivant   des    produits    de    fonctions    trigonométriques    et 


(')  Méni.  de  Sainl-Pétersboiirg.  18G" 
(•)  Math.  A/inalen,  ir)o5. 


go  IMlIvMIEKE    l'AItTII-:. 

siiivaiil  des  agrrgals  de  produits  de  |)olvnonies  dHerinilc;  ils 
inlerviennenl  dans  le  probirme  de  la  conduclion  de  la  chaleur 
pour  la  surface  d'un  anneau  creux  (')  et  pour  le  [)lan  indé- 
lini  (•-).   ))  J.   T. 


lU'^RNHAKD  (iM.  ).  —  Darstellende  Géométrie  mit  Einschliss  ueh 
ScHATTEN  Konstrlktionen  und  der  Perspektive.  I  voI.  iPi-S", xt-'ijS pagcs, 
avec  33 1  figures  clans  le  texte.  Stuttgart,  H.  Enderlen,  igoâ. 

11  nous  suffira  de  signaler  cet  Ouvrage,  qui  est  destiné  par  son 
auteur  aux  Ecoles  techniques,  aux  Realgjmnases  et  aux  Ecoles 
Réaies  supérieures.  Devant  suppléer  aux  leçons  orales  ou  dictées, 
il  contient  les  notions  essentielles  sur  la  théorie  des  projections, 
les  propriétés  géométriques  des  coniques,  des  surfaces  de  révolu- 
tion, des  hélicoïdes,  des  épicvcloïdes.  La  troisième  et  la  quatrième 
Partie  donnent  la  solution  des  problèmes  les  plus  essentiels  et  les 
plus  élémentaires  de  la  théorie  des  ombres  et  de  la  perspective. 

J.  G. 


CZUBER(E.). —  ^'0RLESL"^■GE^"  LBER  DiFFERENTIAL-  LND  iNTEGRALREClIMNfi. 

Zweiter  Band.  Zweite,  sorgfàltig  durchgeschene  Aullagc.  vni-J3'2  pages. 
Leipzig,  Teubner,  1906. 

Nous  avons  annoncé  récemment  la  seconde  édition  du  premier 
Volume  des  Leçons  de  calcul  diflférentiel  et  intégral  de  M.  Ema- 
nuel  Czuber;  la  nouvelle  édition  du  second  Volume,  consacré  au 
calcul  intégral,  est  maintenant  en  vente.  11  est  inutile  de  répéter 
aujourd'hui  ce  que  nous  avons  dit  de  cet  excellent  Livre,  lorsque 
la  première  édition  a  paru  :  son  succès  est  pleinement  justifié. 

J.  T. 


(')  E.  F'icAni).  Comptes  rendus,  if)oo. 

(-)  LAcniMt,  Annales  de  Toulouse,  l.  l\.  iSi»'». 
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VEBLEN  (O.)  and    LEXNES   (N.-J.)-  —  Introduction  to    infimtksimai. 

ANALYSIS.    FlNCTIOXS   OF   ONK    REAL    VARIABLE.     I    Vol.   in-8°,    Wl-ll^    pages. 

New-York,  J.  Wiley  and  Sons,   1907. 

Le  livre  de  MM.  Veblen  el  Lennes  esl  desliné  aux  éUidianl;^ 
qui,  connaissant  déjà  le  calcul  infinitésimal,  veulent  en  pénétrer 
les  principes  et  s'habituer  aux  formes  rigoureuses  du  raisonne- 
ment. C'est  une  préparation  nécessaire  à  l'étude  de  la  théorie  des 
fonctions,  et  c'est  vraiment  à  l'intérieur  de  cette  théorie,  non  au 
seuil,  que  MM.  Veblen  et  Lennes  conduisent  le  lecteur. 

Ils  reprennent  au  début  la  notion  de  nombre  et  quelques  pro- 
positions fondamentales  de  la  théorie  des  ensembles,  en  parti- 
culier le  théorème  de  M.  Borel  sur  les  segments  qui  recouvrent 
un  segment  fini,  développent  les  notions  de  fonction  et  de  limite, 
d'infiniment  petit  et  d'infiniment  grand,  de  dérivée  et  d  intégrale. 
Le  dernier  Chapitre,  sur  les  intégrales  définies  impropres,  mène 
le  lecteur  assez  loin  dans  Félude  des  critères  d'existence. 

L'exposition  est  précise,  rigoureuse  et  sans  pédanterie.  Les 
auteurs  ont  cherché  la  concision  et  l'ont  trouvée  sans  nuire  à  la 
clarté;  on  remarfpiera  les  notations  commodes  dont  ils  se  sont 
servis  pour  désigner  la  borne  supérieure  ou  inférieure  d'un 
ensemble,  un  intervalle  dont  font  partie  les  bornes,  dont  on  exclut 
une  ou  deux  bornes,  etc. 

On  est  quelque  peu  étonné,  au  premier  abord,  de  trouver  dès 
les  premières  pages  de  ce  petit  Livre  la  démonstration  de  la  trans- 
cendance des  nombres  e  et  t:,  placée  avant  la  définition  et  l'étude 
de  la  fonction  exponentielle  :  celte  place  s'explique  évideminent 
par  la  nature  des  lecteurs  auxquels  le  Livre  s'adresse,  lecteurs  (|ui 
sont  déjà  familiers  avec  le  maniement  de  ta  pliq)art  des  matières 
«[uont  traitées  les  auteurs  :  ceux-ci,  en  détachant  ainsi  et  en  jilaçant 
au  début  celle  dénions  ira  lion,  (Vun  caractère  très  spécial,  ont  voulu 
sans  doute  éviter  une  digi-essioii ,  dmis  le  cours  de  leur  expo- 
sition. 

Je  me  permetirai  une  (;rili(pir  (pii  esl  pliih'il  d  oidre  logirpie 
(pie  d'ordre  malliénKili(]ii(',  et  (pii  n  enlève  rien  au  mc-ritc  et  à 
l'utilité  du  Livre  de  MM.  \  eblen  el  Lennes.  L'existence  ilii  nombre 


f)2  PIU'MIEUE   l'AiniK. 

irralioniiel  esL  préseiilée  par  eux  comme  un  axiome  (axiome  de  la 
conlinuité),  qu'ils  énoncent  ainsi  : 

Si  un  ensemble  [/]  de  nombres  rationnels  est  borné  et  n'admet 
pas  de  nombre  rationnel  comme  borne  supérieure,  alors  il  existe  un 
nombre  B  [/]  et  un  seul,  tel  que  l'on  ait  B  [/•]  >/•',  si  /•'  est  un 
nombre  de  [/•]  ou  un  nombre  rationnel  moindre  qu'un  nombre 
de  [/*],  et  13  (/•)<< /■",  si  /•"  est  un  nombre  rationnel  plus  grand 
(|ue  les  éléments  de[/'].  Ce  nombre  B  (/■)  est  alors  dit //vrt^/o/me/. 

Cet  énoncé  n'est  légitime  que  si  l'on  sait  ce  que  c'est  qu'un 
nombre,  en  dehors  du  nombre  rationnel.  Je  ne  crois  pas  que  nous 
ayons  une  telle  idée.  Nous  n'observons  pas  et  nous  n'atteignons 
pas  le  nombre  irrationnel  ;  ce  que  nous  observons,  c'est  l'exis- 
tence d'ensembles  [/]  tels  que  ceux  que  l'on  vient  de  décrire,  et 
le  nombre  irrationnel  n'est  rien,  en  dehors  d'un  tel  ensemble,  rien 
qu'une  manière  commode  de  parler  ou  décrire.  Affirmer  son  exis- 
tence, en  dehors  de  l'ensemble  [;•],  me  paraît  une  métaphysique 
inutile.  J.  T. 


JACKSON   (L.-L).   —  The  educatioxal  sigmfiance  of  sixteentii    cen- 

TURY    ARITHMETIC    FROM    THE    POINT   OF    VIEW    OF    THE    PRESENT    TIME.    I    VoJ. 

in-S",  a32  pages,  rVew-York.  Golombia  University,  i()o6. 

Le  travail  de  M.  Jackson  est  intéressant  au  point  de  vue  de  l'his- 
toire scientifique  et  de  la  pédagogie  :  il  concerne  l'histoire  de  l'en- 
seignement de  l'arithmétique  de  1478  à  1600.  C'est  de  1478  que 
date  le  premier  traité  imprimé  d'arithmétique  ;  les  calculs  sur 
l  abacus  déclinent;  on  reconnaît  qu'il  est  plus  commode  de  calcu- 
ler avec  les  chiffres  hindous;  le  développement  des  transactions 
commerciales  donne  plus  d'importance  au  calcul  ;  la  façon  d'opé- 
rer se  perfectionne  et  se  précise;  les  opérations  fondamentales 
sont,  dès  le  xvi^  siècle,  ce  qu'elles  sont  aujourd'hui,  sauf  pour  les 
fractions  décimales;  les  problèmes  que  Ion  traite  encore  aujour- 
d'hui, les  règles  de  trois,  de  mélange,  de  société,  etc.,  se  re- 
trouvent dans  les  arithmétiques  du  xvi''  siècle.  L'époque  est  donc 
pailiculièremont  riche  cl  intéressante  à  étudier. 

("-(•tic    élude,    M.    JiuUson     l'a     poursuivie    chez    les    dillércnls 
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peuples;  les  sources  qu'il  a  utilisées  sont  très  nombreuses;  ou 
trouvera  dans  son  livre  un  grand  nombre  de  citations  et  même  de 
reproductions  en  fac-similé  ;  en  sorte  que  le  lecteur  entre  vrai- 
ment en  contact  avec  cette  intéressante  période. 

L'auteur  y  retrouve  les  courants  que  l'on  distingue  encore  au- 
jourd'hui :  le  courant  pratique,  créé  parles  marchands,  les  liommes 
d'aft'aires^  il  s'agit  là  d'apprendre  à  calculer,  à  résoudre  des  pro- 
blèmes réels  qui  se  posent  dans  la  vie  pratique;  le  courant  théo- 
rique qui  entraîne  ceux  qui  ont  surtout  en  vue  la  culture  intellec- 
tuelle, et  la  préparation  à  des  études  scientifiques  ;  le  courant 
traditionnel  qui  conserve  les  choses  parce  qu'on  les  a  déjà  ensei- 
gnées. Bon  nombre  de  problèmes  d'arithmétique  plus  ou  moins 
amusants  sont  classiques  dès  le  xvi*^  sièle. 

La  première  partie  du  Livre  de  M.  Jackson,  qui  est  la  plus 
grosse,  ne  peut  manquer  d'intéresser  tous  ceux  qui  sont  curieux 
de  l'histoire  de  la  science;  la  seconde  partie,  où  les  réflexions  phi- 
losophiques et  pédagogiques  abondent,  et  où  l'auteur  insiste  for- 
tement sur  la  nécessité  d'enseigner  aux  enfants  une  arithmétique 
concrète,  qui  soit  pour  eux,  en  même  temps  qu'un  exercice  lo- 
gique, une  source  d'informations,  mérite  d'autant  plus  d'être  mé- 
ditée par  ceux  qui  enseignent  l'arithmétique  dans  l'ancien  monde 
qu'ils  sont  plus  éloignés  de  la  mentalité  américaine.        J.  T. 


()l  l'KKMiKi;!-:  l'Ain  1 1<: 


MELANGES. 


SUR  LA  NON-APPLICABILITÉ  DE  DEUX  CONTINUS 
A  II  ET  n  -r^j»  DIMENSIONS; 

Pak   .»I.   Hkm;   IIAIHE. 

l.\TKODLCTio\.  —  L'impossibilité  d'établir  une  correspon- 
dance biunivoque,  réciproque  et  continue,  entre  les  points  de 
deux  domaines  continus  à  n  et  n  -\- p  dimensions,  si  /?  =  î,  n'a 
été  démonirée  jiisqirici  d'une  manière  rigoureuse  que  dans  des  cas 
parliculiers.  M.  J^iirolli,  qui  s'en  est  occupé  à  plusieurs  reprises, 
l'a  établie  lécemment  [Mathematische  Annalen,  1906)  dans  le 
cas  de  n'^'i  :  c'est  lerésullal  le  plus  complet  obtenu  jusqu'ici. 

Dans  le  présent  travail,  je  montre  que  ce  théorème,  dans  le  cas 
le  plus  général,  se  déduit  d'un  petit  nombre  de  propositions  con- 
cernant les  notions  d'intérieur  et  d'extérieur  relatives  aux  courbes 
fermées  dans  le  |)lan,  aux  surfaces  fermées  dans  l'espace  et  l'hv- 
perespace.  Ces  dernières  propositions  étant  très  importantes  en 
elles-mêmes,  indépendamment  de  l'application  actuelle,  et  se  rat- 
tachant à  d'autres  théories  de  la  Géométrie  de  situation  j)rise  au 
sens  général,  je  les  étudierai  dans  un  IMémoire  spécial  que  je  pu- 
blierai ultérieurement. 

La  méthode  que  je  développe  a  été  indicpiéc  dans  une  Note  por- 
tant le  même  titre  cpie  le  présent  Mémoire  et  présenjée  à  l'Aca- 
(h'inie  (les  Sciences  de  Paris,  le  11  février  \\)o-. 

I.  Entre  deux  cws^mhXe's  fermés  de  points  :  E,  situé  dans  Tes- 
jîace  à  n  dimensions  G„,  et  E,  situ(''  dans  l'espace  à  m  dimen- 
sions G,„,  il  V  a  application  s'il  existe  entre  leurs  points  une  cor- 
respondance biunivoque,  réciproque  et  telle  que,  A  étant  un  point 
variable  de  l'un  quelconque  des  ensembles,  tendant  vers  un  point 
limite  A„,  le  point  B  correspondant  à  V  dans  l'autre  ensemble 
Iciiil  vers  le  poiiil  li„  (pii  (•(irr('s|)()iHl  ;'i  A„. 


MÉLANGES.  95 

Deux  points  correspondants  dans  rapplicalion  sont  dits  iniagea 
Tiin  de  l'aulie.  Deux  enscn)bles  pris  respectivement  dans  E  et 
dans  F,  et  tels  que  tout  point  de  l'un  a  son  image  dans  l'antre, 
sont  dits  images  l'un  de  l'autre.  Un  ensemble  fermé  E,  contenu 
dans  E  a  pour  image  un  ensemble  F,  contenu  dans  F,  qui  est 
fermé;  car,  si  un  point  variable  B  de  F,  tend  vers  un  point  limite  Bq, 
l'image  A  de  B  tend  vers  l'image  Ao  de  Bq,  donc  Aq  est  contenu 
dans  E,  qui  est  fermé,  donc  Bq,  image  de  A^,  est  contenu  dans  F,, 
image  de  E,,  ce  qui  montre  que  F,  est  fermé. 

2.  II  j  a  lieu  d'établir,  pour  le  cas  le  |)lus  général  de  l'applica- 
tion de  deux  ensembles,  une  proposition  qui  est  l'extension  de  la 
notion  de  continuité  uniforme. 

Théorè-me  de  la  continuité  uMFOiîME.  —  Soient  deux  en- 
sembles fermés  bornés  :  Y.  dans  G«,  F  dans  G,„,  entre  lesquels 
il  y  a  application.  Soit  a  >>  o  ;  on  considère  tous  les  couples 
de  points  A,  A'  de  E  tels  que  l'on  a  :  distance  AA'<  a  ;  la  borne 
supérieure  ^(a)  des  nombres  :  distance  BB',  B  et  B'  étant  les 
images  de  A  et  A'  dans  F,  tend  vers  o  a^^ec  a. 

En  edet,  si  cela  n'est  pas,  [3 (a),  qui  ne  peut  que  décroître 
quand  a  décroit,  doit  rester,  quel  que  soit  a,  supérieur  à  un  nombre 
positif  déterminé  î;  quel  que  soit  l'entier  positif  A,  il  y  a  un 
couple  de  points  de  E  :  A^,  A^,  dont  la  dislance  est  inférieure 
à  2"^,  et  tels  que  leurs  images  B^^,  B)^  ont  une  distance  supérieure 
à  c. 

Faisons  A  =  1 ,  2,  3,  ...  ;  considérons  la  suite  A, ,  Ao,  A3,  ... 
obtenue;  elle  a,  comme  on  sait,  au  moins  un  point  limite,  ce  qui 
veut  dire  (|u'on  en  peut  extraire  une  suite,  soitA),^  A^,,  ...,  A)^,  ... 
(\{  <!  />2  <  •  •  •  <  Àa  «<  . .  .)  tendant  vers  un  point  Aq  ;  comme  E 
est  fermé,  Aq  fait  partie  de  E;  le  point  A)^,  dont  la  distance  à  A>^ 
est  inférieure  à  2~'*  et  tend,  par  suite,  vers  o,  tend  vers  A» 
comme  A)^.  Les  images  B>^,  B-^  des  points  A)^,  A)j,  doivent  tendre 
toutes  deux  vers  limage  Bo  de  Aq  ;  mais  il  est  impossible  c(ue  B^^ 
et  B)j.  tendent  vers  le  même  point,  puisque  la  distance  de  ces  deux 
points  reste  toujours  supérieure  au  nombre  positif  (i\c  s.  La  pro- 
l)Osition  est  donc  démoiilrée. 


y6  PREMIÈRE  PARTIE. 

3.  Dans  l'espace  à  n  dimensions  G/,,  rapporté  à  des  coordon- 
nées rectangulaires  ./"i,  x^,  ...,  OLn,  appelons  sphère  de  centre 
(«1,  «2:  ••••,  ««)  et  de  rayon  p(p>»o)  i'ensemble  des  points 
(.Ti,  X'21  .  ••,  x,i)  satisfaisant  à  la  condition  S(.r/  —  aiY^^o-^  et 
domaine  sphériqiie  correspond;! ni  l'ensemble  des  points  tels  que 
5:(;r,-  — «,)-<p-. 

Rappelons  que,  E  étant  un  ensemble  quelconque  de  G/j,  l'en- 
semble complémentaire  G« —  E  est  l'ensemble  des  points  de  G,/ 
qui  n'appartiennent  pas  à  E;  un  point  A  de  G«  eii  frontière 
pour  E  si  tout  domaine  spliérique  de  centre  A  contient  des  points 
de  E  et  des  points  de  G„ —  E.  Si  A  est  un  point  de  E,  non  fron- 
tière pour  E,  il  y  a  un  domaine  spliérique  de  centre  A  dont  tous 
les  points  font  partie  de  E.  Un  ensemble  fermé  contient  tous 
ses  points  frontières. 

Nous  avons  à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Il  ne  peut  y  avoir  application  entre  deux 
ensembles  fermés  :  E  de  G^,  F  de  G,i+p(p^i),  si  F  contient 
tous  les  points  d'un  domaine  spliérique  à  n  -\-p  dimensions. 

Je  vais  montrer  que  ce  théorème  peut  se  déduire  du  ihéo- 
rème  II  : 

Théorème  II.  —  Soient,  dans  G„,  deux  ensembles  P  et  Tl  ap- 
plicables l'un  sur  l'autre,  P  étant  un  domaine  spliérique;  tout 
point  de  P  non  frontière  pour  P  a  pour  image  un  jwint  non 
frontière  pour  H. 

Admettons  le  théorème  II,  et  supposons  qu'on  ait  deux  en- 
sembles fermés  :  E  dans  G„,  F  dans  G,,^/,  (/9  ^  i)  applicables  l'un 
sur  l'autre,  F  contenant  un  domaine  sphérique  -,  de  centre  B  et 
de  rayon  o.  Rapportons  l'espace  G«^^  à  un  système  de  coordon- 
nées ^1,  .To,  ...,  Xfij^p  ayant  pour  origine  le  centre  B  de  -;  dési- 
gnons par  i^i  l'ensemble  des  points  de  S  pour  lesquels  on  a 
x,i^x  =  ^„_^2  =  •  •  •=  ^iijf-p  ^  o;  S)  est  ainsi  rcnsemble  tics  points 
tels  que 

(S,)  T\-\-...-h  xl%f-,         j-„+,  =  .r„+2  =...  =  a-„_j.,,  =  o. 

Ou  peut  due  (pic  ï,    r()/is/i/U('  un    (buHt/i/ir    splié/n/i/r   dans 
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l'espace  à  n  dimensions  Q\i  obtenu  en  coupanl  Tespace  G«^^  par- 
le plan  :r«^,  =  . . .  ^  jr,/+;,=  o. 

Dans  l'application  de  F  sur  E,  I,  s'applique  sur  un  ensemble 
fermé  E,  contenu  clans  E;  les  ensembles  S,  et  E,,  contenus  dans 
des  espaces  à  n  dimensions,  se  trouvent  dans  les  conditions  du 
théorème  II;  donc,  d'après  ce  théorème  admis,  au  point  B,  centre 
de  S|  et,  par  suite,  non  frontière  dans  S|,  correspond  dans  E,  un 
point  A  non  frontière  dans  E,. 

Cela  étant,  désignons  par  B/i(/i  =1,2,  3,  .  .  .)  le  point 


Xi=  X2=. 


Ba  appartient  à  S,  n'appartient  pas  à  S,,  puisque  x,i+p^  o^  et 
tend  vers  B  quand  li  tend  vers  -|-oc.  Dans  ces  conditions,  le 
point  A^,  image  de  B^  dans  E,  tend  vers  A;  comme  A  est  non 
frontière  pour  E|,  quand  Ji  est  assez  giand,  A^  fait  partie  de  E), 
donc  B^  fait  partie  de  S,  qui  est  l'image  de  Ej  ;  mais  cela  est 
contraire  au  fait  que  B^  ne  fait  pas  partie  de  S,. 
En  résumé,  le  théorème  I  résulte  du  théorème  H. 

4.  Le  théorème  11,  pour  le  cas  de  /2  =  i ,  se  réduit  à  une  pro|)o- 
sition  élémentaire.  En  elfet,  P  est  alors  constitué  par  un  segment 
de  droite.  Soit  x  l'abscisse  d'un  |)oint  A  variable  de  P;  .r  varie 
dans  un  intervalle  (a,  b)]  l'abscisse  y  du  point  B  de  H  qui  cor- 
respond à  A  est  fonction  continue  de  x  et  ne  prend  pas  deux  fois 
la  même  valeur;  donc  B  décrit  un  segment  de  droite  FI,  et  à  tout 
l^oint  A  distinct  des  extrémités  de  P  correspond  un  point  dis- 
tinct des  extrémités  de  II  :  c'est  le  théorème  II  pour  le  cas  de 
/«  =  I . 

o.  Il  faut  établir  le  théorème  11  dans  le  cas  de  n^^'.i.  Posons 
quelques  définitions. 

Dans  l'espace  G,,-,  appelons  surface  fermée  simple  tout  en- 
semble applicable  sur  une  sphère. 

Nous  dirons  qu'un  point  M  variable  décrit  un  chemin  continu 
si  sa  position  dépend  d'un  paramètre  t  qui  prend  toutes  les  va- 
leurs (I  un  intervalle  (cz,  /^),  et  si  ses  coordonnées  sont  (onctions 
continues  de  l. 

Su|)p(jsons  qu'à   cluupic  valeur  de  /  d  un   itilcrvalle  (rz,  b)  cor- 
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rcsponde  une  surface  fennec  simple  -  dans  les  condilions  sui- 
vantes :  ï  j)eut  élre  considérée  comme  un  ensemble  de  points  M 
dont  chacun  décrit  un  clicmin  continu  f[iiand  /  va  de  a  à  b  ;  nous 
dirons  que  S  varie  d^ une  manière  continue  en  fonction  de  t. 

Nous  allons  montrer  que  le  lliéorème  11  peut  se  déduire  de 
l'ensemble  des  propositions  que  nous  réunissons  dans  l'énoncé 
suivant  : 

THKoiîi-nrE  Ilf.  —  ï  étant  une  surface  fermée  simple  de  G„ 
{n>:>.)  : 

1"  Il  y  a  pour  ï  un  intérieur  I,  un  extérieur  E.  Tout  point 
de  l  [de  \L)  est  centre  d' un  domaine  sphérique  dont  tous  les 
points  appartiennent  à  I  (à  E  ). 

y,"  La  distance  de  deux  points  quelc()n(jues  de  J  est  moindre 
que  la  borne  supérieure  des   distances  de  deux  points  de  ^. 

.')"  Un  chemin  continu  allant  d' un  point  de  I  à  un  point  de  E 
contient  au  moins  un  point  de  1. 

4"  Si  une  surface  fermée  simple  I  varie  d'une  manièi-e  con- 
tinue en  fonction  d'un  paramétre  t  qui  prend  toutes  les  va- 
leurs d' un  intervalle  i^a^  h),  un  point  déterminé  M  de  G„  qui 
ne  se  trouve  si/r  ^  pour  aucune  valeur  de  t  est ,  ou  constam- 
ment Cl  r intérieur  de  -^  ou  constamment  ri.  Vcxtérieur. 

().  Admettons  ce  théorème.  Soit,  dans  (i,,,  V  un  domaine  sphé- 
ri(p]e  de  centre  ()  et  de  rayon  i,  applicable  sur  un  ensemble  IT. 
Soil  Sp(o^p^i)  la  sphère  de  centre  O  et  de  ravon  p,  soit  2p  la 
surface  image  de  Sp  (Sq  fit  So  sont,  non  des  surfaces,  mais  des 
points).  0  variant  de  i  à  o,  nous  pouvons  considérer  la  sphère  Sp 
comme  un  ensemble  de  points  INI  dont  chacun  décrit  un  rayon 
du  domaine  sphérique  P.  Ainsi  Sp  varie  d'une  manière  continue 
en  fonction  de  o  en  balavant  le  domaine  l\  Dans  les  mêmes  coutii- 
tions,  l'image  N  du  poinl  M  de  Sp  déciit  un  ch(>min  continu,  donc 
la  surface  ï,  varie  d'une  manière  continue  et  balaye  le  do- 
maine W. 

Cela  posé,  S,,  qui  est  la  frontière  de  1\  a  |)()ur  image  la  sur- 
face-,  ;  il  N  a  pour  ï,  (d'après  111,  i")  un  intérieur  et  un  exté- 
rieur. 

■le  dis  que  tout  point  intérieur  éi  ï,  fait  partie  de  II.  Si  cela 
n'est  |)as,  il  v  a  un  pi.iut   11   intérieur  à  ï,  et  ne  faisant   pa>  partie 
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Je  il  ;  comme  H  esl  fermé,  on  peut  Lrouver  un  domaine  spliéiicpie  v 
(le  centre  H,  de  rayon  r  >»  o,  contenu  entièrement  à  lintérieiir 
de  ï|,  el  dont  aucun  |)oinl  ne  fait  partie  de  II. 

Soit  M  un  point  cpielconc|ue  de  y.  Considérons  les  diverses  sur- 
faces Xp  obtenues  en  faisant  varier  p  de  i  à  o.  Comme  M  est  inté- 
lieur  à  l'i  et  ne  se  trouve  sur  aucune  surface  Sp,  d'après  III  (f)' 
M  est  intérieur  à  toutes  ces  surfaces.  Donc,  quel  que  soit  p^o,  le 
domaine  v  est  intérieur  à  -o. 

Mais  cela  est  impossible,  car,  d'ajjrès  le  lliéorème  de  la  conti- 
nuité uniforme,  on  peut  trouver  a  >>  o  tel  que,  à  deux  points  de  P 
dont  la  dislance  est  I^  a,  coi-respondenl  deux  points  de  II  dont  la 
dislance  est  <<2/\  Considérons  alors  la  sphère  Sp,  eu  supposant 
2p<^a;  la  dislance  de  deux  j)oints  de  Sp  est  moindre  que  a,  donc 
la  distance  de  deux  points  de  Sp  est  moindre  que  2/',  donc  (IH,  u") 
la  distance  de  deux  points  intérieurs  à  I^p  est  moindre  que  a/*;  il 
esl  donc  impossible  (pie  le  domaine  spliéri(pie  "'  de  diamètre  •j.r 
soit  intérieur  à  I^p.  Donc  tout  point  intérieur  à  ï,  est  dans  II. 

D'ailleurs,  les  images  N,  ^s',  dans  II,  de  deux  points  M,  M', 
intérieurs  à  S|,  ne  peus'enl  être,  Vune  intérieure,  Vautre  exté- 
rieure à  S|  ;  si  cela  était,  faisons  décrire  à  un  point  A  le  seg- 
ment MM',  tout  entier  intérieur  à  S|  ;  l'image  B  de  A  décrit  un 
cljemin  conlinu  allant  de  >i  en  >»' ;  donc  (d'après  111,  3")  ce 
chemin  contient  nn  point  de  S,  ;  mais  c'est  im[)0ssible,  puisque 
tout  point  du  chemin   est  l'image   d'un  point  A  non  situé  sur  S,. 

I)  après  cela,  il  ne  peut  y  a\oir  d'image  de  point  de  I*  à  l'exté- 
rieur de  ï,,  donc  tout  point  de  I*  intérieur  à  S,  a  son  image  à 
l'intérieur  de  S,.  En  résumé,  il j'  a  identité  entre  II  et  Vensenible 
formé  par  I,  et  son  intérieur;  les  frontières  se  correspondent; 
les  points  non  frontières  se  correspondent  :  c'est  le  théorème  II. 

Tout  revient,  comme  on  \oit,  à  démontrer  les  difierentes  parties 
du  théorème  III.  Kemarcpions  que,  dans  le  cas  de  n  =  2,  les  pro- 
positions dont  il  s'agit,  ou  bien  sont  contenues  dans  le  théorème 
de  M.  Jordan  sur  les  combes  fcruM'cs,  ou  bien  en  résu lient  d  une 
manière  directe.  Je  me  j)ro|)ose  d'établir  ces  propositions  |)Our  le 
cas  de  n  quelconque  dans  un  prochain  Mémoire. 
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CHARBONNIER  (Commandant  P.).  —  Bai.istiove  extérieiue  ratiox- 
NKLLE.  Problème  balistioie  principal  {Encyclopédie  scientifique  :  Bi- 
bliothèque de  Mécanique  appliquée  et  Génie),  i  vol.  in-i8  Jésus,  de 
49'2  pages.  Paris,  Doin,  1907. 

La  librairie  Doin  vienl  d'inaugurer  une  Encyclopédie  scien- 
tifique,  deslinée  à  Caire  connaître,  dans  une  série  de  volumes  d'un 
prix  modéré  ('),  l'élat  présent  de  toutes  les  branches  de  la  Science 
pure  et  appliquée.  Celte  Encyclopédie,  conçue  d'après  un  plan 
mélhodique,  est  divisée  en  f\o  Bibliothèques  affeclées  chacune  à 
une  spécialité  distincte  et  dirigées  par  des  hommes  d'une  compé- 
lence  reconnue.  Pour  nous  borner  à  ce  qui  peu4  intéresser  les  lec- 
teurs du  Bulletin,  disons  (|ue  la  Philosophie  des  sciences  est  con- 
fiée à  jM.  Painlevé,  les  Malhémali<pies  pures  à  M.  Drach,  et  les 
Mathématiques  appliquées  à  AL  d'Ocagne. 

Dans  la  Bibliothèque  de  Mécanique  appliquée  vient  de  jiaraître 
un  premier  volume,  du  à  i\L  le  Commandant  Charbonnier,  de 
l'artillerie  coloniale,  et  qui  traite  de  la  Ballsticjue  extérieure  ra- 
tionnelle. 

L'auteur,  depuis  quehpies  années  déjà,  s'est  attaché  à  coordon- 
ner, dans  une  synthèse  d'ensemble,  toutes  les  méthodes,  anciennes 
ou  modernes,  proposées  pour  l'étude  du  mouvement  des  projec- 
tiles dans  l'air.  Bon  mathématicien,  il  a  lui-même  grandement 
perfectionné  ces  méthodes  qui,  sous  la  forme  qu'il  leur  a  donnée, 
ont  été  adoptées  par  la  Commission  de  Gàvrc  pour  le  service  jour- 
nalier de  ses  expériences  et  l'établissement  des  tables  de  tir  des 
canons  de  la  marine.  Cela  suffit  à  attester  la  valeur  technique  de 
l'ouvrage  du  commandant  Charbonnier;  mais  ce  n'est  pas  de  ce 
point  de  vue  que  nous  avons  à  le  considérer  ici. 

(')  Chyque  volume  se  vend  cartonné  au  prix  de  5'. 
Bull,  des  Sciences  niat/iém.,  a'  série,  l.  XXXI.  (Mai  1907.)  8 
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La  Balislicjiie  exlérieiire  ralionnclle,  c'esl-à-dire  l'élude  mallié- 
niatiqiic  du  mouvement  dans  l'air  (Piin  projectile,  peut  être  regar- 
dée comme  un  clin|)ilrc  de  AIi'(aiiif|iie  rationnelle  entièrement 
développé,  où  Pa[)plication  des  principes  empruntés  à  la  théorie 
est  poussée  aussi  loin  que  faire  se  peut,  et,  à  ce  litre,  elle  est  sns- 
ceptihie  de  vivement  inléresscr  tous  ceux  cpii  \eulenl  a[)profon- 
dir  l'étude  de  la  Mécanique  générale.  Pour  cenx-l;i,  le  livre  du 
commandant  CI)arl)onnier  sera  fertile  eu  surprises,  outre  que, 
comme  nous  le  dirons  plus  loin,  il  leur  ouvre  un  champ  très  vaste 
d'exercices  dont  l'intérêt  s'accroît  du  lien  qui  les  rallache  à  un  si 
bel  ensemble  d'applications  ])raliques. 

Entre  la  lialislique,  telle  qu'elle  est  Iraité-e  par  r.mletM',  et  la 
Mécanique  céleste,  de  |)nnic  aijord.  un  rapprochenicnl  s'impose. 
Dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  une  première  élude  néglige  les 
causes  de  faibles  variations  pour  ne  s'attacher  qu'aux  |)rincipales  ; 
nne  seconde  étude  sert  ensuite  à  mettre  en  évidence  les  perturba- 
lions  produites  par  les  causes  d'abord  négligées. 

Celle  division,  svstémaliquement  introduite  en  Balistique  parle 
commandant  Charbonnier,  conduit  à  envisager  tout  d'abord  le 
problème  balistique  principal  (pii  s'énoncera  ainsi  :  Etudier  le 
mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  dans  un  milieu  en  re- 
pos, de  densité  constante,  gui  lui  oppose  une  résistance  lan- 
gentielle,  fonction  de  la  intesse,  la  terre  étant  ddilleurs  sup- 
posée plane  et  immobile,  la  gixn'ité  constante  en  grandeur  et 
en  direction. 

La  détermination  des  termes  correctifs  lenant  aux  causes  négli- 
gées pour  la  première  ap[)roxiin;ition  donnera  lieu  à  autant  i\G  pro- 
blèmes secondaires.  Ces  causes  sont  d'ailleurs  réparties  par  l'au- 
leur  en  quatre  groupes  suivant  qu'elles  se  rapportent  : 

i"  A  la  leri-e  (sphéricité;  rotation); 

a"  A  la  gravité  (variations  avec  rallilude  et  la  latitude,  conver- 
gence des  veiticales)  ; 

3"  A  l'almosphère  (variation  de  la  densité  avec  l'altitude;  vent 
atmos|)héri(pie)  ; 

.\"  An  projeclile  (dérivation"). 

J^e  premier  volume,  (pii  vient  de  parailre,  est  tout  entier  con- 
sacré au  |)roblèii!e  |)rin(ip;il  ;  il  doil,  à  brève  échéance,  être  suivi 
d'un  Si'cond  où  seront  liailcs  les   pioblèincs  secondaires. 
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Une  coiirle  Inlioduclion,  dans  laquelle  sont  rappelées  les  prin- 
eipales  notions  relatives  à  la  résislance  de  Tair,  sert  à  donner  au 
problème  balistirpie  une  base  vraiment  rationnelle  en  montrant 
fpie  —  suivant  les  idées  de  Saint-Robert  et  de  Siacci,  élari^nes  par 
le  commandant  (vliaibonnier  lui-même  —  la  solution  doit  en  être 
développée  indépendamment  de  la  forme  explicite  de  la  fonction 
F(p)  intervenant  dans  l'expression  de  la  loi  de  résistance  de  l'air. 

Le  problème  balistique  principal  mettant  en  présence,  en  cliaque 
point  de  la  trajectoire,  deux  forces  [la  gravité  g  et  la  résistance  de 
l'air  cF(r)]  et  une  direction  (Finclinaison  -  de  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire), il  sera  utile,  pour  mieux  saisir  l'allure  générale  du  phé- 
nomène, de  se  rendre  compte  de  ce  c[u'elle  devient  lorsque  Tun  ou 
l'autre  des  éléments  intervenants  atteint  sa  valeur  limite  :  cF(«')  =  o 
(mouvement  dans   le  vide);  g^o  (mouvement   rectiligne    dans 

l'air);  r  =  ±  -  (mouvement  vertical  d'un  point  pesant).  Aces  cas 

limites  est  consacré  le  Livre  L 

Le  mouvement  dans  le  vide,  étudié  au  Chapitre  I,  est  le  cas  le 
plus  classique  (bien  souvent  le  seul  abordé  dans  les  ouvrages  di- 
dactiques relatifs  à  la  Mécanique  générale).  Nous  n'aui-ions  rien  à 
en  dire  sinon  que  l'auteur  en  pousse  la  solution  bien  |)lus  à  lond 
qu'on  n'a  coutume  de  le  faire  (voir  au  n"  19  le  Tableau  récapitulatif 
de  toutes  les  formules  qui  y  interviennent,  et  au  n''  36  un  curieux 
théorème  sur  l'arc  maximum  de  trajectoire  décrit  entre  l'origine 
et  le  point  de  chute). 

De  même,  le  mouvement  rectiligne  dans  un  milieu  résistant 
comporte,  au  Cliapitre  II,  une  discussion  très  générale  qui  va  sen- 
siblement plus  loin  que  celles  que  Ton  trouve  dans  les  ordinaires 
Traités  de  INJécanicpie  ;  et  aussi,  le  mouvement  vertical  dans  le 
Chapitre  IlL  Sur  ce  dernier  point,  il  convient  de  signaler  l'intro- 
duction de  fonctions  conduisant  à  des  dévelop|)emenls  très  symé- 
triques pour  le  mouvement  soit  ascendant,  soit  descendant. 

Dans  le  Livre  II  est  attaqué  le  problème  envisagé  dans  toute  sa 
généralité,  en  tant  du  moins  cpi'il  peut  être  abordé  par  la  seule  dis- 
cussion des  équations  din'érenlielles  du  mouvemenl,  (iablics  au 
Chapitre  IV.  Cette  discussion  permet  de  mettre  en  lumière,  dans 
le  Chapitre  V,  un  certain  nombre  de  théorèmes  généraux  d'une 
application  constante,  parmi  lescpiels  ceux  qui  ressortcnt  de  l'élude 
de  l'hodograplic  ( t\ui  est  à  ciler  comme  modèle  de  discussion  d'un 
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problème  de  Mécanique  rationnelle)  niérilenl  une  mcnlion  spé- 
ciale lant  à  cause  de  leur  importance  que  de  la  nouveauté  de  la 
plupart  d'entre  eux. 

En  ce  qui  concerne  la  trajectoire,  définie  par  les  équations  dif- 
férentielles, l'auteur  semble  bien  être  le  premier  à  démontrer 
qu'elle  se  compose  en  réalité  de  deux  branches,  l'une  (celle  que 
suivent  les  projectiles)  anciennement  étudiée,  mais  qu'il  envisage 
ici  avec  sa  plus  grande  généralité  en  laissant  indéterminée  la  loi 
de  résistance  de  l'air,  l'autre  dite  isolée  (qui  corresj)ond,  dans  la 
réalité,  au  mouvement  des  bolides  pénétrant  dans  l'atmosphère) 
et  qui  n'avail  pas  été  considérée  avant  lui. 

L'examen,  poursuivi  au  Chapitre  \I,  principalement  d'après 
Saint-Robert  et  Siacci,  des  cas  où  la  forme  de  la  fonction  F(t') 
de  la  résistance  de  l'air  permet  l'intégration  complète,  eu  termes 
finis,  de  l'équation  de  l'hodographe,  conduit  l'auteur  à  établir  une 
division  des  théories  balistiques  qui  constitue  la  véritable  clef  de 
l'ouvrage,  car  c'est  d'elle  que  dérive  la  classification  de  l'énorme 
masse  de  travaux  accumulés  jusqu'à  ce  jour  sur  la  Balistique  cl 
au  milieu  desquels,  avant  le  commandant  Charbonnier,  on  avait 
grand  mal  à  se  reconnaître. 

Cette  division  repose  sur  la  considération  de  trois  sortes  de  sé- 
ries :  i"  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  (tir 
tendu  à  grande  vitesse)  ou  descendantes  (tir  courbe  à  faible 
vitesse)  du  coefficient  balistique;  2"^  séries  résultant  d'un  déve- 
loppement trigonométrique  (fonctions  de  Siacci)  parmi  lesquelles 
les  plus  inqiortanles  sont  celles  qui  se  rapportent  au  cas  où  l'in- 
clinaison reste  voisine  de  zéro  (tir  de  plein  fouet);  3"  séries  spé- 
ciales autour  d'un  ])oint  remarquable. 

Elle  a  déterminé  la  répartition  des  matières  dans  le  reste  de 
l'ouvrage;  mais,  soucieux  avant  tout  du  but  pratique  en  vue  du- 
(piel  a  été  édifiée  la  théorie,  l'auteur  a  proportionné  la  place  réser- 
vée à  chaque  partie  de  celle  théorie  à  l'iniporlance  (prelle  présente 
au  regard  des  applications  réelles. 

C'est  ainsi  qu'après  avoir  accordé  une  place  pn-pondéranle  au 
lir  de  plein  fouet  qui  remplit  tout  le  Li\  re  1\  ,  il  s'allache  succes- 
simenl,  dans  le  Livre  \  ,  aux  séries  balislicpies  cpii,  le  cas  précé- 
tleiit  mis  à  part,  olVrent  le  plus  d'inlérèt  pour  lartillcur,  savoir  : 
cc'llts  (piMciilicnt  dans  li-s  giDupes  suivanls  :  i"  fonctions  de  Siacci 
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aiilour  d'un  point  (considérées  comme  généralisant  la  théorie  du 
tir  de  plein  fouet);  3"  tir  tendu  à  grande  vitesse;  3"  tir  courbe  à 
faible  vitesse  (tir  des  mortiers). 

Auparavant,  en  raison  tant  de  son  importance  historique  cpic 
de  l'intérêt  pratique  qui  s'y  attache,  il  traite  à  part,  dans  le 
Livre  III,  de  la  théorie  fondée  sur  une  loi  de  résistance  de  l'air 
proportionnelle  à  une  puissance  de  la  vitesse.  C'est,  en  effet,  une 
telle  loi  monôme  (réduite  d'ailleurs  à  la  forme  quadratique)  (|ui  a 
permis  à  Euler  d'établir  la  théorie,  remarc|uable  à  tous  égards,  où 
l'on  reconnaît  le  point  de  départ  incontesté  de  tous  les  progrès 
réalisés  depuis  lors  par  la  Balistique  rationnelle. 

L'exposé  que  le  commandant  Charbonnier  nous  donne  de  celte 
théorie,  outre  qu'il  est  d'une  parfaite  netteté,  renferme  (juelques 
formules  nouvelles  et  se  termine  par  des  considérations  générales 
sur  le  rôle  des  Mathématiques  en  ce  genre  d'application,  dont  la 
portée  n'est  pas  restreinte  au  problème  particulier  qui  les  a  fait 
naître. 

Le  Chapitre  VIII  est  la  mise  au  point,  avec  des  notations  uni- 
formes, de  tous  les  travaux  fondés  sur  les  diverses  lois  de  résis- 
tance monômes,  parmi  lesquels  ceux  de  M.  Greenhill,  qui  donnent, 
pour  le  cas  de  la  résistance  cubique,  la  solution  complète  du  pro- 
blème au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  sont  particulièrement 
faits  pour  fixer  l'attention  des  malhémaliciens. 

Avec  le  Chapitre  IX  s'ouvre  l'étude  du  tir  de  plein  fouet,  à 
laquelle  l'auteur  a  apporté  une  contribution  personnelle  impor- 
tante, particulièrement  sensible  au  paragraphe  4,  où  il  indicpie 
d'intéressantes  propriétés  générales  des  trajectoires  de  plein  h)uet, 
liabilement  ramenées  à  un  type  unique,  et  au  paragraphe  o,  où  il 
établit  les  formules  différentielles  j)ermetlaiit  le  calcul  immédiat 
d'une  trajectoire  lorsqu'on  part  d'une  autre  très  voisine. 

Le  Chapitre  X,  grâce  à  une  forme  nouvelle  donnée  aux  formules 
de  Siacci  (avec  deux  coellicients  imtélerminés),  reiilerme  une  dis- 
cussion complète  et  entièrement  neuve  de  tous  les  tra\aux  anté- 
rieurs relatifs  au  sujet,  venant  ici  se  ranger  tout  naturellement 
suivant  leur  ordre  logique. 

On  peut  également  faire  personnellement  honneur  à  l'auteur  de 
toute  la  matière  du  Chapitre  XI  réservé  à  la  détermination  du 
deuxième  terme  de  la  série  du  tir  de  plein  fouet,  problème  dont 
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il  a  su,  le  premier,  donner  nnc  solution  complèle  et  exacte  où  se 
révèle  tonte  son  habileté  clans  le  maniement  de  l'analyse. 

La  même  observation  s'étend  d'ailleurs  à  une  partie  notable  des 
trois  derniers  chapitres  (fonctions  balistiques  de  Siacci;  tir  tendu 
à  2;rande  vitesse;  tir  courbe  à  faible  vitesse),  où  le  Commandant 
Charbonnier,  par  une  analyse  heureusement  conduite,  complète, 
au  moAen  d'un  second  terme,  des  séries  dont  le  jjremier  terme 
était  seul  connu  jusqu'ici. 

Ajoutons  que,  sous  forme  d'exercices,  l'ouvrage  contient  encore 
une  foide  de  propositions  d'un  notable  intérêt  mathématique  qui 
nous  semblent  devoir  constituer,  |)Ourles  étudiants  en  Mécanique, 
un  moyen  d'entraînement  bien  autrement  efficace  que  celui  qui  se 
peut  tirer  de  problèmes  bâtis  de  toutes  pièces  sur  des  hypothèses 
parfois  sans  contact  avec  la  réalité. 

Jl  convient  aussi  de  notera  quel  point,  dans  cet  ouvrage,  bien 
réellement  encvclopédique,  car  il  résume  admirablement  tout  ce 
que  la  Science  a  j)u  nous  apprendre  sur  le  sujet  dont  il  traite,  l'au- 
teur a  su  faire  montre  d'originalité  tant  par  l'introduction  des  par- 
ties nouvelles  qui  lui  sont  dues  en  propre,  que  par  l'ordre  parfait 
qu'jl  a  fait  pénétrer  dans  l'exposé  des  travaux  antérieurs;  à  voir 
la  belle  unité  à  laquelle  il  a  su  les  réduire  on  ne  soupçonnerait 
pas  combien,  sous  leur  forme  jinmilive,  ils  étaient  en  réalité  dis- 
])arales. 

11  est  enfin  à  ju-opos  de  faire  observer  que  tous  les  problèmes 
traités  par  le  Commandant  Charbonnier,  où  l'analvse  joue  un  rôle 
prépondérant,  sont  nés  des  besoins  de  la  pratique  et  non  du  souci 
d'illustrer  la  théorie.  Aussi  renverrons-nous  à  ce  remarquable  non 
moins  qu'intéressant  volume  ceux  qui  seraient  tentés  de  mécon- 
naître l'utilité  fontlamcnlale  des  Mathématiques  dans  le  domaine 
technifiuc.  P.   M. 
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ALFRED  KOPPISGH.  —  Zun  LwARiANrENTiiiiORiE  deh  gewoiinliciiex 
Defferextialgleiciicng  zweiteh  Ordnung.  Inaugural-Dissertation  der 
Universitiit  Greifswald.  Leipzig,  Teubnor,   if)o5. 

La  thèse  de  M.  Koppiscli  apporte  une  coiUrihtilion  nouvelle  à 
l'étude  des  propriétés  ponctuelles  invari;intes  de  l'équation  difie- 
rentielle  ordinaire  du  second  ordre;  il  n'est  pas  besoin  de  mettre 
en  évidence  rimportance  d'une  pareille  recherche  :  il  suint  pour 
cela  de  rappeler  principalement  les  récents  travaux  de  M.  Pain- 
levé.  Celte  thèse  se  recommande  en  outre  par  sa  lumineuse  sim- 
plicité; n'exigeant  presque  aucune  érudition,  elle  esta  donner  en 
exemple  aux  débutants  qui  croient  ne  pouvoir  faire  œuvi'e  person- 
nelle sans  être  chargés  d'un  lourd  bagage  de  connaissances. 

Voici  les  deux  idées  fondamentales  du  travail.  En  premier  Heu, 
considérons  une  équation  différentielle  ordinaire  du  second  ordie 

(0  /'=  w(^-,  T',  7'); 

sa  solution  générale  peut  être  mise  sous  la  forme 

(2)  y=f{x,  a,  b\ 

a  el  b  étant  deux  constantes  aibitraires  ;  si  dans  cette  relation  (2) 
on  fait  jouer  à  x  et  r  le  rôle  de  constantes  arbitraires,  à  a  celui  de 
la  variable,  à  h  celui  de  la  fonction,  on  associera  à  lY-cjuation  (i) 
une  autre  é(|uation  de  mèiïie  forme 

(3)  b"=  o{a,  b,  b'), 

ou  mieux,  à  cause  de  1  iiid(''terniit)ation  dans  le  clnux  dc^  con- 
stantes a  et  6,  une  classe  d  é(|uations  (3)  se  déduisant  les  unes  des 
autres  par  des  transformations  ponctuelles.  Enfin,  d'après  la  déli- 
nition  même,  il  v  a  réciprocité  entre  les  équations  (i)  et  (3),  ou 
plutôt  entre  les  deux  classes  d'écjiialiiiiis  (pii  conq)rciiiicn t  cliacuue 
d'elles. 

Cela  étant,  il  va  intérêt  à  rccliercher  ties  Ivpes  d'tWpiiilions  (1) 
dont  la  foi-mc  reste  iiivaridiile  diius  loule  lianslonn.il  ion  ponc- 
tuelle. Parmi  eux,  on  connaît  I  écpiittion 

(4)  y"—  ajx,  j/)  --  3a,(.r,  j-)7'-4-  3  a.  (>•,  j)^-'2  —  ^^(.r,  y)/^ 
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dans  lafitielle  (o  est  nn  poljnome  ciilicr  en j'  du  troisième  degré. 
M.  Ropj)isch,  s'inspiranl  de  résultais  dus  à  MM.  Sludv  et  Engel, 
généralise,  et  démontre  que  l'équation 

y'"  g  m  {/)+  y""-'  ffm-^z{y  )  + . . . 


(5) 

(  -H  j  "-v-gm+z^Xy  )+•••+  g„,+zn{y  )  =  O 

OÙ  les  g  sont  des  polynômes  entiers  en  y',  de  degré  marqué  par 
les  indices,  à  coefficients  quelconques  en  x  ely,  constitue  le  type 
général  des  équations  algébriques  en  y  et  y",  qui  conservent  leur 
forme  dans  toute  transformation  ponctuelle.  En  particulier,  pour 
le  cas  de  «  =  i,  on  a  le  type  simple 

(  6  )  y"  g  m  (y  )  =  gm+:i  (  j'  ), 

qui,  plus    particulièrement   encore,   comprend,    pour   /«  =  o,   le 

tjpe(4). 

Alors  se  pose  la  question  suivante  :  quelles  sont  les  équa- 
tions (i)  dont  Véqiialion  associée  (3)  appartient  à  un  type  de  la 
forme  (5)  correspondant  à  des  valeurs  déterminées  de  ii  et  m^. 
M.  Koppisch  en  donne  la  solution,  pour  les  cas  particuliers  du 
type  (4)  d'abord,  puis  du  type  ((3),  et  en  annonce  la  solution  pour 
le  cas  général. 

Pour  y  arriver,  il  suffit  manifestement,  prenant  comme  incon- 
nues les  coefficients  de  l'équation  associée  du  type  (4)  ou  (6)^ 
d'exprimer  que  celle-ci  est  identiquement  vérifiée,  quel  quesoit:r, 
par  tout  système  de  solutions  de  la  relation  (2).  Des  dérivations 
successives  conduisent  d'abord  à  des  équations  linéaires  qui  déter- 
minent les  inconnues,  puis  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
que  doit  r(;mplir  to  dans  l'étpiation  proposée  (i).  Ce  simple  aperçu 
laisserait  croire  que  la  recherche  est  des  plus  faciles;  dès  qu'on 
l'aborde,  au  contraire,  on  est  conduit  à  des  calculs  qui  semblent 
inextricables.  Le  grand  mérite  de  l'auteur  est  non  seulement  de 
s'être  pose  le  problème,  mais  aussi  d'avoir  dirigé  ses  calculs  avec 
beaucoup  de  siuq)lic-ilé  grâce  à  l'emploi  de  notations  symboliques 
inspirées  de  la  théorie  des  (ormes.  \  oici  ses  résultais. 

Considérons  les  expressions  6,  définies  par  les  formules 

^  ,  ^  d'^    â-  M  </       ()-  M  ,  à-  w 

dx-  ây'^  dx  dy  ùy'  ôy- 

f)(o  r  d    à- 10         ,    r)'-0)    "1        .,du»  d-tti 

~^  ôy  [dJ-  dy^  ~  '  oy  oyj  "*"  ^  jp  ô^i' 
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cl 


avec 


d  d  .à  à 


-j-  =  - — i-  y  - — t-  oj  — ,• 
dx        Ox  ôy  6y 

L'équation  (3),  associée  à  l'équation  (i),  appartient  au  tjpe  (4) 
sous  la  condition 

J;;  =  O, 

et,  plus  généralement,  au  type  (6),  sous  la  condition 


V/«+i        Y/H^  3 


tl^ ,t. 


Lorsque  l'une  ou  l'autre  de  ces  conditions  est  remplie,  si,  pour 
constantes  a  et  />,  on  choisit  les  valeurs  initiales  a=j'o,  b=y[^^ 
de  la  fonction  j^  et  de  sa  dérivée^',  pour  x  =  Xq^  la  formation  de 
l'équation  associée  (3)  exige  seulement  la  résolution  d'équations 
linéaires. 

Comme  application,  si  l'on  considère  une  équation  qui  appar- 
tienne au  type  (4)  en  même  temps  que  son  associée,  on  trouve 
que  cette  équation  se  réduit  par  une  transformation  ponctuelle  à 
la  forme  y'=  o.  La  réciproque  étant  manifeste,  on  obtient  ainsi 
les  conditions  nécessaires  et  sultisantes  pour  que  celte  réduction 
soit  possible.  , 

Je  termine  par  une  remarque  personnelle,  en  disant  avec  quel 
intérêt  j'ai  lu  la  thèse  de  M.  Koppisch.  H  y  a  onze  ans,  j'avais 
montré,  sur  un  exemple  particulier,  la  fécondité  des  théories  de 
Lie,  en  déterminant  ('  )  les  invariants  ponctuels  de  l'équation  (i). 
l\eslait,  ce  que  ne  donnaient  pas  ces  théories,  à  trouver  la  signi- 
ficalion  de  ces  invariants.  C'est  cette  lacune  que  vient  de  combler 

]\L  Roppiscli,  car  le  plus  simple  de  ces  invariants,  après  —7^  dont 


(')  Délrrmiiiation  des  imai-ianta  potictucls  de  l'cqualion  différentielle  ordi- 
naire du  second  ordre.  Lcijjzii;,  Brcilkopf  u.  llailcl,  i.Sij'j. 
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la  sigiiificalion  csl  immédiate,  est  précisément  'l;.  Nous  espérons 
lire  bientôt  la  suite  de  son  travail  :  elle  promet  d'être  d'un  haut 
intérêt.  A.  Tresse. 


ANDOYER  (II).   —   CoiRS  d'Astronomie.    Première  Partie  :  Astronomie 
TiiÉORHjLt:.   I  vol.  in-S";  222  pages  lilli.  Paris,  Heriiiann,   igoG. 

Des  définitions  précises,  des  démonstrations  élégantes  et  rigou- 
reuses, des  vues  générales,  une  exposition  claire  et  concise,  on 
est  bien  assuré  de  trouver  tout  cela  dans  un  Livre  de  M.  Andover  : 
le  Cours  d'Astronomie  dont  il  vient  de  |)ubiier  la  première  Partie 
satisfera  sûrement,  par  son  caractère  mathématique,  les  étudiants 
qui  sont  surtout  mathématiciens  et  cpii,  sans  vouloir  être  astro- 
nomes, regardent  avec  raison  l'Astronomie  comme  une  partie 
essentielle  de  leur  culture;  mais  c'est  bien  l'œuvre  d'un  astro- 
nome; l'auteur,  (jui  suppose  la  Cosmographie  connue,  a  voulu 
enseigner  l'Astronomie  telle  qu'elle  se  fait  dans  les  observatoires; 
il  apprend  à  se  servir  de  la  Connaissance  des  Temps,  à  en  utiliser 
les  données;  il  en  adopte  les  nolalions;  il  n'oublie  pas,  quand  il 
a  besoin  de  quelque  constante  numérique,  de  recourir  aux  meil- 
leures déterminalions  et  aux  plus  récentes. 

Voici  tout  d'abord  un  exposé  complet  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique  :  les  triangles  sphériques  sont  étudiés  dans  toute  leur  géné- 
ralité; l'établissement  des  formules  foudamenlales  n'en  csl  que 
plus  simple  et  j)lus  clair.  On  trouvera  là  les  foruuiles  diUerentielles, 
la  théorie  des  triangles  géodési(]ues  sur  la  sphère,  le  théorème  de 
Legendrc,  établi  de  manière  cpion  puisse  tenir  com|)le  d  autant 
de  termes  complémentaires  qu'on  le  veut. 

«  J^objet  principal  de  ce  Cours,  dit  l'auteur,  est  lél ude  des 
mouvements  célestes  apparenls,  c'est-à-dire  t(ds  ipie  nous  les 
voyons;  savoir  dèlerminer  dans  (jtielle  direction  se  trouve  «m  aslre 
donné  et  quelles  iipjiiuences  il  ollre,  à  wn  instant  tlonné,  et  dans 
un  lieu  donné,  tel  est  l'éiiuncé  géiiéial  du  prohlènic  dont  nous 
poiirsuivr»)ns  la  solution.  » 

Un  premier  point  dans  l'étude  de  ce  pi(»l)lème  csl  la  di-hnition 
des   iliscrs   svslènies  île  coordounée>   et    le   pas>age  d  \\u  système 
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à  l'autre.  Pour  éviter  les  redites,  tous  les  problèmes  relatifs  aux 
changements  de  coordonnées  sont  réunis  là.  L'auteur  a  développé 
la  méthode  de  Fabritius. 

Il  traite  ensuite,  avec  détail,  de  la  réfraction  astronomique.  La 
réfraction  horizontale,  qu'on  laisse  ordinairement  de  côté,  en 
raison  de  la  dilliculté  du  sujet,  est  traitée  par  une  méthode  qui  est 
propre  à  l'auteur.  La  solution  des  difîerenls  problèmes  où  inter- 
vient la  réfraction  est  poussée  jusqu'au  calcul  pratique. 

Les  problèmes  de  parallaxe  sont  des  problèmes  de  changement 
de  coordonnées;  ils  se  trouvent,  en  principe,  résolus  dans  les  Cha- 
pitres précédents;  l'auteur  traite  un  très  grand  nombre  d'appli- 
cations. L'aberration  est  exposée  avec  un  sens  très  net  des  diffi- 
cultés qu'éprouvent  les  étudiants  à  en  bien  comprendre  la  théorie. 

Sous  le  titre  Notions  de  Mécanique  céleste,  Fauteur  expose 
d'une  façon  substantielle  le  problème  des  deux  corps,  puis  les  for- 
mules du  mouvement  elliptique  ou  parabolique,  avec  des  indica- 
tions sur  les  perturbations  suflîsautes  pour  faire  comj)rendre,  en 
particulier,  ce  que  sont  les  éléments  osculateurs  d'un  astre,  à  ua 
instant  donné. 

Le  problème  de  la  précession  est  traité  dans  sa  généralité  et  avec 
les  simplifications  qu'il  comporte  dans  quelques  cas  particuliers. 
L'auteur  explique  ensuile,  en  détail,  comment  on  peut  calculer  les 
positions  apparentes  des  astres,  comment  on  peut  déterminer  le 
mouvement  apparent  des  satellites  vus  de  la  Terre,  le  mouvement 
apparent  d'une  tache  sur  le  Soleil,  en  faisant  abstraction  de  son 
mouvement  propre. 

11  traite  enfin  des  éclipses,  des  éclipses  de  Lune  d'abord,  puis 
des  éclipses  de  Soleil,  auxquelles  il  s'est  particulièrement  allaclié  : 
il  a  développé  non  seulement  la  théorie,  mais  la  laron  d  eUecluer 
les  calculs  et  le  procédé  graphicpie  qui  permet  de  déterminer  les 
zones  de  visibilité  des  diverses  |)hases.  Les  dernières  pages  sont 
consacrées  aux  occultations  des  étoiles  par  la  Lune,  aux  passages 
de  ^lercure  et  de  \  énus  sur  le  Soleil.  J.    1 . 
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Briefwechsel  zwischen  g.  g.  J.  Jacobi  und  m.  H.  Jacobi,  herausgegeben 
von  ir.  Ahrens  {^).  i  vol.  in-S",  282  pages,  avec  les  portraits  des  deux, 
frères.  Leipzig,  Teubner,  1907. 

Le  nom  de  Moritz  Jacobi  restera  attaché  à  la  découverte  de  la 
galvanoplastie;  il  a  d'ailleurs  laissé  de  nombreux  travaux,  dont  la 
plupart  se  rapportent  à  l'électricité,  à  réleclromagnéllsme,  à  la 
télégraphie;  on  en  trouvera  la  liste  dans  l'intéressant  volume  de 
INI.  Aiii-ens.  C'est  en  Russie  qu'il  a  vécu,  et  sa  famille  s'y  est  fixée; 
il  ;i  été  membre  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg;  il  était  le 
Irère  aîné  de  Jacques  Jacobi,  le  géomètre.  Celui-ci  fut  le  premier 
célèbre;  les  grands  mathématiciens  ont,  presque  tous,  été  pré- 
coces. 11  y  eut  cependant  un  moment  où  leurs  renommées  étaient 
presque  égales.  «  Monsieur,  disait-on  à  Jacques,  en  i844>àTurln, 
nous  avons  beaucoup  profité  ici  de  vos  procédés  de  dorure.  »  Il 
paraît  qu'en  Italie  et  en  Angleterre,  Jacques  était  le  frère  de 
Moritz;  en  France,  au  contraire,  Moritz  n'était  que  le  frère  de 
Jacques;  on  peut  croire  qu'il  le  restera. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  publication  de  la  correspondance  des  deux 
frères  sera  une  bonne  fortune  pour  le  lecteur.  Elle  comprend 
quarante-huit  lettres  de  Jacques,  vingt-huit  de  Moritz;  elle  va  de 
1822  jusqu'à  i85i,  ou  plutôt  jusqu'à  1849,  car  la  dernière  lettre 
du  recueil  n'est  pas  adressée  au  mathématicien,  mais  à  Marie 
Jacobi,  (pii  venait  de  perdre  son  mari.  Ces  lettres  sont  charmantes, 
pleines  d'alTection,  de  vie,  de  tendresse  et  de  bonne  humeur; 
Jacques  écrit  à  Moritz  :  a  Poggendorf  me  dit  que  lu  dois  être  con- 
tent de  lui  ;  comme  ses  jugements  scientifiques  dépendent  surtout 
de  M""^  Poggendorf,  envoie  donc  à  celle-ci  un  peu  de  thé  russe,  et 
à  moi  aussi  par  la  même  occasion.  »  Moritz  envoie  à  M'"^  Poggen- 
dorf du  thé  et,  par-dessus  le  marché,  une  paire  de  pantoufles 
(de  Kasan).  De  (pioi  parlent  les  deux  frères?  De  ce  qui  les  en- 
toure, de  leurs  amis,  ties  nouvelles  unlversilaires  et  académiques, 
de  leurs  petites  inlirmilés,  un  peu  de  leurs  femmes  cl  de  leurs  en- 
lanls.   il  \  a  de   petits  bouts  de  lellres  aux  bclU'>-sœurs  ;  Jacques 

(  '  )  •_>.!•  cahier  des  Aàhandlungen  zur  Gescliiclite  der  niallieniatisclien  Wis- 

scnsc/ta/lc/i. 
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écrit  en  fiançais,  à  Annelle  Jacobi,  la  femme  de  Moiitz  :  «  ...  Je 
me  suis  donc  posé  le  principe  de  flatter  tout  le  monde,  ce  qui  est 
une  douce  harmonie  à  toutes  les  oreilles.  Mais  vous  me  confondez 
ce  principe,  charmante  sœur;  car,  voulant  vous  flatter,  on  est  tout 
étonné  de  n'avoir  dit  que  la  vérité.  »  Cela  est  galant  et  sent  son 
xv!!!*"  siècle.  Il  n'est  pas  certain  que  cette  publication  importe 
beaucoup  à  l'histoire  de  la  Science  :  on  remarquera  toutefois 
l'intérêt  que  le  mathématicien  porte  aux  travaux  de  son  frère,  et 
la  façon  dont  il  les  discute;  M.  Ahrens  appuie  avec  raison  sur  ce 
point  et  sur  le  ton  des  lettres,  afin  de  laver  Jacobi  de  l'accusation 
que  Ion  a,  paraît-il,  dirigée  contre  lui  :  il  aurait  été  jaloux  de 
l'invention  de  la  galvanoplastie!  Il  y  a  vraiment  des  gens  qui  ont 
plaisir  à  rapetisser  les  grands  hommes  ;  ce  plaisir-là  ne  se  com- 
prend que  chez  ceux  qui  les  ont  approchés  sans  pénétrer  leur 
génie.  Comme  le  dit  M.  Ahrens,  cette  correspondance  a  au  moins 
un  intérêt  psychologique  ;  je  crois  bien  que  le  lecteur  trouvera  que 
les  deux  frères  ont  une  bonne  «  psychologie  »,  et,  pour  parler 
français,  qu'ils  s'aimaient  du  fond  du  cœur. 

Il  y  a  un  moment  où  le  ton,  qui  habituellement  est  très  enjoué, 
change  brusquement;  c'est  en  184S,  après  les  journées  révolution- 
naires. Moritz  écrit  coup  sur  coup  des  lettres  anxieuses.  Jacques 
lui  raconte  tranquillement  les  événements,  et  d'une  façon  tout 
objective;  son  récit  est  un  véritable  document  historique.  Morilz 
est  bien  un  peu  rassuré,  mais  pas  trop  ;  il  voit  les  choses  en  noir  ; 
évidemment,  il  est  beaucoup  moins  libéral  que  son  frère;  il  vit 
en  Russie  ;  c'est  peut-être  une  (|ueslion  de  milieu. 

Il  envoie  de  longues,  longues  lettres  politico-philosophiques. 
«  Et  que  fait-on  chez  vous,  en  Sciences?  demande-t-il.  Il  ne  faut 
pas  s'étonner  si  les  recherches  scienti{i(|ues  paraissent  insipides 
auprès  de  questions  si  graves.  Mais  le  pis  est  (ju'on  ne  sait  trop  si 
la  Science  et  la  Culture  sont  la  substance  môme,  ou  seulement 
l'aristocratique  parfum  de  la  civilisation.  »  Pourtant,  chez  lui  non 
plus,  la  gaîté  ne  perd  pas  ses  droits.  «  Informe-toi  auprès  de  Pog- 
gendorf,  dit-il  un  peu  plus  loin,  si  mon  étalon  de  résistance  existe 
encore,  ou  s'il  a  servi  de  projectile  pendant  la  révolution.  Sans 
doute,  Dove  a  jeté  son  beau  baromètre,  de  la  fenêtre,  et  a  tué 
hcaucouj)  de  gens. . .  » 

Au  cours  d'une  lecture  rapide,  j'ai    retenu    quehpies  traits;    ils 
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ahondoni,  cl  ce  n'est  pas  sculemcnl  ceux  ([ni  connaissenL  la  gloire 
au  moins  d'un  des  deux  frères  qui  goûleronl  leurs  lellres,  pour  ce 
fpi'elles  conlicnnenL  d'esprit  et  de  pensée. 

Ce  (pii  est  vraiment  touehant,  c'est  le  soin  apporté  à  leur  pu- 
blication ;  aucune  lettre  cpii  ne  comporte  de  nombreuses  notes; 
il  suffit  d'en  lire  cpielques-nnes  pour  se  rendre  compte  du  travail 
qu'elles  ont  coûté  à  M.  Alirens  :  celui-ci  exprime  à  la  Camille  de 
.lacobi  la  reconnaissance  qu'il  lui  doit,  pour  la  façon  libérale  dont 
on  lui  a  permis  de  feuilleter  les  arcl.lves  et  les  lettres;  le  publie 
lui  saura  gré  de  la  sagacité  avec  laquelle  il  a  usé  de  ces  documents 
pour  expliquer  et  compléter  la  correspondance  des  deux  frères,  et 
des  recherclics  bibliograpbiques  et  lilstoriques  auxquelles  il  a  du 
se  livrer  pour  éclaircir   et  préciser  de  nombreux  points  de  détail. 

Le  volume  se  termine  par  quelques  additions  intéressantes. 

C'est  d'abord  une  dédicace  de  ses  Opuscula  mathematica, 
adressée  au  roi  par  Jacobi.  Celte  dédicace  figure,  sans  doute,  dans 
les  œuvres  complètes  de  Jacobi,  mais  M.  Abrens  a  pensé  qu'il  con- 
venait de  la  faire  connaître  à  un  public  plus  étendu  que  celui  qui 
lit  ces  œuvres,  à  ceux  du  LapidarsLrl  dans  lequel  elle  est  rédi- 
gée. L'expression  est  de  Morilz,  qui,  dit-il,  pour  atténuer  un  peu 
son  admiration,  venait  d'être  malade  et  de  lire  loooo  romans. 
«  C'est  incroyable  combien  il  y  a  de  mauvais  livres.  »  Viennent 
ensuite  un  Intéressant  portrait  de  Jacobi,  publié  en  1849,  par  les 
Crcnzboten,  un  extrait  de  la  Bcrliner-BeK-ohUions-Chronik,  de 
A.  Wolir,  la  liste  des  travaux  de  Morilz,  enfin  une  lettre  de  ce  der- 
nier à  \\-\\.  Fuss,  sur  la  découverte  de  la  galvanoplastie. 


AHRKNS  (W.).  —  C.  G.  J.  Jacobi  als  Politiker.  Kin   Heitrag  zu  semer 
Biograpliie.  4 ">  pages  in-8.  Leip/ig,  Teidiiicr,  i<)o7. 

Jacohiah  Polit ikcr  (')  est  une  1res  amusante  plaquette  dont 
les  éléments  essentiels  sont  quelques-unes  des  lellres  de  cette  cor- 
respondance dont  on  vient  de  parler,  et  des  arlirles  tirés  des  jour- 
naux de  l'époque.   En   1848,  Jacobi  est  inscrit  au  club  conslitu- 

(I)  l<r,',iili,..i  il-iin  iiilicle  p;in.  diins  ly  nibliotlHca  nuillicmalica.  t.  Ml.  u|o6. 
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tionnel;  il  y  lait,  une  heure  durant,  un  discours  admirable.  Applau- 
dissemenls  prolongés  et  répétés.  Il  voudrait  que  le  club  appuvàt 
sa  candidature  à  la  députation.  Une  cabale  se  forme  contre  lui; 
on  lui  inflige  les  petites  tortures  (pie  les  électeurs  se  plaisent  à 
exercer  sur  les  candidats  ;  Scliellbach  moule  à  la  tribune  et  s'écrie: 
«  Vous  ne  savez  |)as  à  quel  liomme  vous  avez  affaire,  c'est  le  Spi- 
noza des  Mathématiques!  »  Hurlements;  on  empêche  Scliellbach 
de  continuer.  On  interroge  Jacobi  sur  ses  antécédents  politiques  : 
«  Je  n'en  ai  pas  ;  à  Kœnigsberg,  j'étais  eine  politische  virgo  »  ;  on 
lui  reproche  la  platitude  de  cette  dédicace  au  roi  dont  Moritz  ad- 
mirait le  Lapidarstyl ;  on  lui  reproche  une  autre  adresse  au  roi, 
envoyée  par  l'Académie,  et  signée  par  lui  :  «  J'ai  signé  sans  lire  »  ; 
on  lui  reproche  d'avoir  baisé  la  main  du  roi  :  «  J'ai  fait  bien  pis  ; 
dans  mon  voyage  en  Italie,  j'ai  baisé  la  main  du  pape.  »  Il  aurait 
dû  dire  la  mule  ;  n'importe,  c'est  une  belle  repartie  de  candidat  et 
qui,  aujourd'hui,  dans  une  réunion  publique,  aurait  du  succès 
ailleurs  qu'à  Berlin.  Avis  aux  lualhémaliciens  français  qui  iront  à 
Home,  au  congrès  de  1908  et  voudront  se  présenter  à  la  députa- 
lion.  J.   T. 


GOOK  ^^  ILSON  (I.).   —  On  tiik  tkaversing   of    geometrical    Figures. 
I  V(j1.  in-8°,  IJ3  page?.  Oxford,  Glaieiulon  Press,   i()o5. 

Appelons  figure  v\n  système  de  points  leliés  par  des  lignes,  en 
sorte  f[ue  deux  points  quelconques  de  la  ligure  soient  reliés  par 
une  ligne  ou  par  plusieurs  lignes.  Toutefois,  on  ne  regardera  pas 
comme  étant  un  point  de  la  figure  un  point  d'où  il  ne  part  (|ue 
deux  lignes,  que  ces  deux  ligues  soient  d'ailleurs,  ou  non,  dans  le 
proloni;emeiit  l'une  de  l'autre  :  on  ne  gardera  comme  j)oints  de  la 
ligure  que  les  point-;,  dits  impairs,  d'où  il  part  un  nombre  impair 
de  lignes,  et  les  points,  d'xls  pairs,  d'où  il  part  un  nombre  pair  de 
ligues,  au  moins  égal  à  (piatre.  Dans  ces  conditions,  une  ligne  de 
la  figure  est  une  ligne  qui  joint  deux  points  adjacents  de  la  (Igure  : 
sur  son  parcours  il  n'y  a  pas  d'autre  point  de  la  figure  c|ue  ses 
extr('milés. 

Par  exemple,  si  l'on  considère  deux  ellipses  qui  se  coupent  en 
quatre  points  et  si  l'on  joint  en  croix  ces  points,  on  formera  une 
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(ignre  comporlanl  qnalre  points  Impairs  el  un  point  pair;  elle  com- 

porle  seize  lignes. 

ÉlanL  donnée  une  flgnre,  au  sens  qu'on  a  précisé,  peut-on  la 
parcourir  entièrement,  d'un  mouvement  continu,  sans  jamais  suivre 
deux  fois  la  même  ligne?  La  réponse  est  négative  pour  la  figure 
spéciale  qu'on  vient  de  décrire,  ainsi  que  le  lecteur  s'en  convain- 
cra aisément,  avec  un  peu  de  patience. 

C'est  à  traiter  systématiquement  de  pareils  problèmes,  soit  ana- 
Ijtiquement  en  partant  d'une  figure  donnée,  soit  au  contraire  en 
construisant  les  figures,  qu'est  consacré  le  Livre  de  M.  Cook  Wil- 
son,  qui  rencontre,  en  passant,  de  curieux  et  intéressants  résultats. 

J.  T. 


FLEMING  (J.-A.).  —  Elektbische  Wellex-Telegrapihe.  Autorisierte 
deutsche  Ausgabe  von  E.  Aschkinass.  i  vol.  in-8°;  i8j  pages.  Leipzig, 
Teubner,  1906. 

M.  Fleming  a  résumé  dans  des  lectures  (ailes  devant  la  Société 
des  Arts  de  Londres,  en  igc'i,  les  méthodes  el  les  résultats  de  la 
Télégraphie  sans  fil.  Ses  propres  recherches,  ses  relations  étroites 
avec  M.  Marconi  et  avec  la  Wireless  Telegraph  Company,  lui 
assurent,  dans  la  matière,  une  parfaite  compétence.  Son  Livre  est 
aussi  intéressant  au  point  de  vue  théorique  qu'au  point  de  vue  pra- 


T     T 
liaue.  j.    1. 


PETIT-BOIS  (G.).  —  Tafeln  unbestimmteh  Intégrale. 

I  vol.  in-'i";  i5i  page?.  Leipzig,  Teubner,  kjoO. 

L'auteur  a  r<  uni  dans  ce  Volume  un  très  grand  nombre  d'inlé- 
gralcs  indéfinies,  de  celles  qui  peuvent,  le  plus  souvent,  être  ob- 
tenues par  une  voie  très  élémentaire.  Son  recueil  peut,  toutefois, 
l-endre  service,  d'une  part  à  ceux  qui  auraient  à  elVectner  de  pa- 
reilles intégrations  et  auxquels  les  Tables  de  M.  Petit-Bois  évite- 
ront parfois  des  calculs  fastidieux,  d'autre  part  aux  étudiants,  qui 
pourront  regarder  ces  Tables  comme  un  utile  Recueil  d'exercices. 

La  parfaite  correction  de  Tables  pareilles  est  très  difficile  à  ob- 
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tenir  dans  une  pi-eznière  édilion;  je  signale,  page  i5o,  la  troisième 
des  formules  placées  sous  le  titre  Fonctions  diverses;  elle  est  ma- 
nifeslement  inexacte.  .T.  T. 
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UN  SYSTÈME  PARTICULIER  D'ÉQUATIONS  INTÉGRALES  ; 
Par  m.  E.  BOUMTZKY. 

Dans  son  travail,  Ealwickehing  willkûrlicher  Functionen 
nach  Systemen  vorgeschviebcner  {Inaugural  Dissertation, 
1900),  M.  Sclimidt  donne  une  formule  (') 

(I)  ^i^s)=f{s)  +  lSp^    f  f{t)o,{t)dt 

pour  la  résolution  d'une  équation  intégrale  linéaire  inliornogène 

f{s)  =  o{s)  —  \    C    Kis,t)o{t)dt 
^  Il 

avec  un  «  noyau  »  (-)  svmétrique.  IM.  Sclimidt  déduit  la  formule 

(')  Une  formule  pour  la  résolution  d'une  équation  intégrale 

,b 


,(s)  =  /(s)->>  f    K(5,  t)-^{t)dt. 
'-'il 


dans  le  cas  général,  où  la  fonction  K(5,  /)  n'est  pas  symétrique,  est  donnée  par 
M.  Fredholm  [Fredholm,  Sur  une  classe  d'équations  fonctionnelles  {Acta  nia- 
thematica,  igoS,  p.  27)]. 

Si  X  est  un  «  Eigenwert  »,  la  formule  (1)  doit  être  convenablement  modifiée 
(ScHMiDT,  loc.  cit.,  p.  18). 

(^)  Nous  écrirons  toujours  «  noyau  »,  «  valeur  singulière  »,  «  fonction  singu- 
lière »  au  lieu  des  termes  alleniands  «  Kern  »,  «  Eigenwert  »,  «  Eigenfunclion  » 
introduits  par  M.  Hiibert. 

Bull,  des  Sciences  nuitlténi.,  1'  série,   t.  \\\I.  (Mai  KJ07.)  y 
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en  queslion  en  s'appuyanl  snr  le  développement  connu 

V 

[cov(-y)  sont  les  «  fonctions  singulières  »  du  «  nojau  »  R(5,  /)]  qui 
a  lieu  pour  chaque  fonction  g{s)  qu'on  peut  présenter  sons  la 
forme 

g{s)=   f   K{s,t)/i{t)di, 

où  h{t)  signifie  une  fonction  continue. 

Dans  le  troisième  Chapitre  du  Travail  mentionné,  M.  Schmidl 
définit  dans  le  cas  d'un  «  noyau  ))  non  .symétrique  deux  suites  de 
certaines  «  fonctions  singulières  adjointes  «  (-)  cpv(.^)  et  ^v(-^)  cpi' 
correspondent  à  une  suite  des  «  valeurs  singulières  »  Ay  et  qui 
satisfont  aux  équations 


dt. 


(a) 


<]^v(5)  =  >^v  f   K(t,s)o.,{t)df, 

f    [^,{s)y-ds  =  i,  f   'i^.,{s)'^/,{s)ds=o        (v^A:). 

En    introduisant    ces     «    fonctions    singulières    adjointes    », 
M.   Schmidl  démontre   les   théorèmes  suivants  : 
i«  Si 

^(5)=      r     \K{s,i)h{t)dt 


(')  Ilii.BERT,  Grundziige  einer  ollgenieinen  Théorie  der  linearen  Jnlegral- 
gleichungen  (crslc  Miueilung),  p.  72-7S.  La  démonslralion  de  ct'ltc  formule  par 
M.  llilberl  imposait  quelques  restrictions  écartées  par  M.  Scliniidt. 

(')  SciiMiDT,  /oc.  cit.  {Adjuiigifitc  l'igenfunclioneii.  §  Vl.  13). 
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[h(t)  signifianl  toujours  une  fonction  continue],  on  a 


(3) 


V 


et  d'une  manière  analogue 
2"   Si 


(4) 


g{s)=  f   K{t,  s)h(t)dt, 

V  "  V  " 

—  V     /     K{t,s)'^^/(t)dt  I      /i(t)oy{t)dt. 


Nous  nous  proposons  maintenant  de  montrer  qu'en  s'appujant 
sur  les  propriétés  mentionnées  des  «  fonctions  singulières 
adjointes  )>  on  peut  résoudre  un  système  des  équations  intégrales 
linéaires  inhomogènes  d'une  forme  spéciale 


(5) 


/(5)  =  (p(.ç)-À    f   K(s,n'HOdt, 
A{s)  =  'H^)-h   f   K(t,s)o{t)dt  (>), 


où  le  «  novau  »  K(5,  /)  est  en  général  non  symétrique  ; /(5), 
/{(s),  Iv(5,  t)  sont  des  fonctions  continues  données;  0(5),  '^(5), 
des  fonctions  continues  cherchées;).,  ).,,  des  nondjres  réels  donnés 
différents  de  zéro.  Les  formules  qu'on  trouvera  en  résolvant  le 
système  (5)  seront  tout  à  fait  analogues  à  la  formule  (1). 
En  posant 


(')  L'idée  même  de  résoudre  des  systèmes  pareils  n'est  pas  nouvelle;  cf. 
tliLBERT,  Grundziige  einer  allgemeinen  Théorie  der  linearen  Jntegralgleich- 
uiigen  (drille  Millcilung),  p.  323-324. 
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on  trouve  de  (5) 

(7)  ^(5)  =  X    f    Kis,t)\fr(t)^ffi(t)]dt, 

(8)  ^i(s)  =  li   f   Ki(,s)[f  (t)  +  g  it)\dt. 

En  appliquant  aux  fonctions  1^(5)  et  g\{s)  les  développements 
en  séries  (3)  et  (4),  on  aura 

I  V  " 

(9)  \  b 

I  S'i{s)  =  ^'^As)J     gx{t)'\v{t)dt. 

Si  l'on  multiplie  les  équations  (-)  et  (8)  respectivement  par 
Oyi^s)  ds  et  <by(^s)  ds  et  si  Ton  intègre  dans  les  limites  a  et  b,  on 
obtient  en  s'appuvant  sur  les  formules  (2) 

J   g  (s)-^.,{s)ds^h    j     \[fi{t)-^g,{t)]f    K{s,t)o-,{s)ds\dt 
J   g,is)'!^,is)ds  =  lrf   -Af  it)-^g  (t)]f    K{t,syb,{sy>dt 

=  r  f  f  {no,{t)dt~'^^  f  g{/)^,(t)dt, 

d'où  en  introduisant  les  désignalions 

r'  r'' 

/    g{tyiy{t)dt-^c,,         /    g^{i)'i,{t)dt  =  c'^, 

«-  Il  '■  Il 

on  obtient  les  équations  suivantes  : 

(       XvCv— À  K,=  X  a;, 

Pour  les  «  valeurs  singulières  »   qui  ne  sali^loul  pas  à  la  condi- 
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tion  Â,^  —  ^'^M  =  f  >  c'csl-à-dire  à  l'une  des  équations 

(II)  Xv  =  ±v/'aXi, 

le  système  (lo)  donne 

('2)  {      ", 

J,^  A^-— ÀA,  A^— AAi 

Supposons  au  contraire  que  Àv  satisfait  à  l'une  des  conditions  (i  i), 
ce  qui  n'est  possible  que  pour  un  nombre  fini  A"  de  valeurs  de  v  (' ). 
Désignons  ces  valeurs  spéciales  de  v  par  /i  +  /(/=  i ,  2,  ...,  A),  ce 
qu'on  peut  toujours  faire  en  supposant  les  indices  v  convenable- 
ment ordonnés.  Eu  additionnant  pour  v  =  /i  +  /  les  équations  (10) 
respectivement  avec  les  facteurs  A|  et  )v/+i  et  divisant  par  A,,  on 
aura  A"  équations  de  condition 

,  ,    (  Xa'„+,-+X„+,a„+,=  X    f  f,{t)^n+i{ndt^hn+i    f  f{t)<fn+i(t)dt 

(  («■  =  I,  '2,    ...,   Aj 

qui  doivent  être  satisfaites  par  les  fonctionsy(<)  et /)  (^).  De  [dus, 
de  la  seconde  des  équations  (10)  on  a  dans  ce  cas 

(i4)  c'„^i= (i  =  1,  2,  ...,  A). 

A«H-I 

Si  aucune  des  «  valeurs  singulières  »  du  «  noyau  »  K(5,  t)  n'est 
égale  à  Tune  des  quantités  ±y/AA,,  on  obtient  au  moyen  des  for- 
mules (6),  (9),  (12)  les  équations 

cp(5)=/(s)  +  A   >..;       /.     (Ava;+Aigv), 
^^  Av  —  AAi 

'^(s)  ^  f  lis  )-^li^  ^ .;''   ..     (Xv^v+X  a,;). 
■^™  A  7  —  A  A  i 

V 

Dans  le  cas  où  A    «  valeurs  singulières  »   satisfont  à  l'une  des 

(')    SCEIMIDT,   loC.   cit.,   §   5. 
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équations  (i  i),  on  aura  de  (G),  (9),  (12),  (i4)? 

(  l.A- 


l    <P(0=/  (0-1->^   y  :rf^-- (>«'/<■-+-  >.iav)+        y  (c«+r-i>«+KO, 

(•6)     < 

-^"  Av  —  AAj  .^"  A,„+/ 


OÙ  l'indice  v'  doit  parcourir  toutes  les  valeurs  correspondantes  au 
sjslètne  complet  des  a  valeurs  singulières  »  à  l'exception  de  /i  -h  i , 
71+2,  .  .  .,  n^k.  Dans  ce  cas,  la  résolution  du  svstème  (5)  ne 
peut  être  possible  que  si  A'  équations  de  condition  (i3)  sont  sa- 
tisfaites. 
Les  séries 


et 


convergent  absolument  et  uniformément  par  rapport  à  -f  (  ')• 


En  désignant  les  intégrales 


/b  ^b 

K(s,r)K(f,  r)dr  et  /     K(  r,  5)  K(/-, /)  ^r 

respectivement  par 

K{s,  t)         et         K(5,  t), 
on  voit  que  les  séries 

V  V 

et 

y^<=y  f  \i{s.tri,{t)dt  f  Miyi,{i)dt 

V  V 

convorgent  aussi  absolument  et  umforménicnt  en  5  (-). 


(')  Sc.iiMiDT.  lov.  cit..  §  ■:,  12,  13. 
(■)  Iljid. 
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En  remarquant  que  la  quanlilc  |  ).v  |  tend   vers  l'infini,  si  v  croit 
indélîninient  ('),  on  trouve  par  conséquence  que  les  séries 


-^  \l  —  AXi  -^  Av  —  A/.i 

V  V 

=  À    >    -i-^ •  a,.  ;^ h  /Al    >    -4— 

^      Av         '  AA,  '^      Il 


__  ^ ^  ..,  AAi 


et 


^™  Av AAi 


Av  A\ 


(où  les  termes  pour  lesquels  on  a  éventuellement  \l — AA,  =  o 
doivent  être  omis)  convergent  absolument  et  uniformément.  Les 
seconds  membres  des  équations  (i  5)  et  (i  G)  convergent  donc  aussi 
absolument  et  uniformément  en  s. 

En  substituant  les  expressions  de  'f{s)  et  de  '!j{s)  données  par 
les  formules  (i5)  dans  le  système  (5)  et  en  s'appuyant  sur  les 
formules  (2)  et  sur  les  équations 

/'K(.,o/,(orf'=2"^'/"/,(')i.(o./'=2;î'xr"; 

V  V 

et 

tirées  de  (3)  et  (4),  on  voit  que  ces  expressions  satisfont  identi- 
quement au  système  (5)  dans  le  cas  où  Àr^  —  ÀA,  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  l'indice  v. 

On  verra  de  môme  que,  si  Ai;  —  a),,  s'annule  ])our  /."  valeurs 
V  =  /i  +  i (/  =  1 ,  2,  3,  . . .,  /i)  de  l'indice  v,  les  seconds  membres 

(•)  ScuMiDT,  loc.  cit.,  §  5,  12. 
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des  équations  (i6)  satisfont  identiquement  au  système  (5),  si  les 
conditions  (i3)  sont  remplies,  c„^i  étant  des  constantes  arbi- 
traires. 

On  a  donc  le  résidtat  suivant  :  si  Véqualion  (i  i)  n'est  satis- 
faite par  aucune  valeur  de  v,  les  formules  (i5)  donnent  une 
solution  complète  du  système  (5);  si  au  contraiic  l'expression 
A,^  —  XX,  peut  s'annuler  [ce  qui  n'est  possible  que  pour  un 
nombre  fini  k  de  valeurs  de  l'indice  v),  on  ne  peut  résoudre  le 
système  (5)  que  si  les  conditions  (i3)  sont  remplies  et,  si  ces 
conditions  sont  remplies,  la  solution  complète  du  système  (5) 
est  donnée  par  les  formules  (i6),  où  C/i^i  sont  des  constantes 
arbitraires. 
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YOUNG  (W.-II.)  et  GHISHOLM  YOUNG  (Grâce).  —  Tiie  theory  of  sets 
OF  POINTS.  xii-3iG  pages.  Cambridge,  University  press,  190G. 

Il  existe  mainlenant  de  nombreux  ouvrages  dans  lesquels,  en 
vue  d'applications  à  d'autres  parties  des  Mathématiques,  on  a  dé- 
montré quelques  théorèmes  de  la  Tliéoriedes  ensembles  de  points. 
M.  et  M""'  Young  ont  pensé  que  l'intérêt  de  cette  Théorie  n'était 
plus  à  prouver  et  qu'il  convenait  de  l'exposer,  sans  préoccupation 
d'applications  immédiates,  comme  une  partie  intéressante  en  soi 
de  la  Géométrie,  de  VAnalysis  situs.  Aussi,  dans  les  3oo  pages  de 
leur  ouvrage,  comme  échappée  sur  les  autres  parties  des  Mathé- 
matiques, je  n'ai  trouvé  que  la  démonstration  de  l'existence  des 
nombres  transcendants  d'après  Liouville  et  d'après  M.  Cantor; 
encore  M.  et  M'"*^  ^  oung  n'ont-ils  fait  là  que  suivre  l'exemple 
donné  par  ^I.  Borel  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions. 
On  ne  saurait  reprocher  aux  auteurs  d'avoir  manifestement  subi, 
à  différentes  reprises,  i'inlbience  d'un  aussi  bon  modèle. 

Une  autre  particularité  du  livre  de  M.  et  M'""'  Y^oung  c'est  le 
grand  nombre  de  ligures  qu'il  contient.  Presque  tous  ceux  (pii 
cherchent  une  démonstration  s'aident  d'un  schéma  souvent  incom- 
plet, parfois  incorrect,  mais  toujours  utile.  Tandis  que  les  Fran- 
çais jugent  volontiers  ces  schémas  incompréhensibles  {)Our  tout 
autre  que  leur  auteur,  les  Anglais  et  les  Américains  les  publient 
souvent  parce  qu'ils  pensent,  et  je  crois  qu'ils  ont  raison,  que  ce 
qui  servit  à  échafauder  un  raisonnement  peut  servir  à  le  com- 
prendre. En  tous  cas,  grâce  en  particulier  à  l'emploi  de  ces  figures, 
le  livre  de  M.  et  ^P"^  Young  paraît  aussi  clair  et  sim[)le  qu'on  j)cut 
le  souhaiter. 

Voici  les  litres  des  paragraphes  du  premier  Chapitre  :  Suites  et 
séries  convergentes.  Nombres  irrationnels.   Grandeur  et  égalité. 
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Le  nomhre  ce.  Liniile.  Nombres  algébriques  et  nombres  Iranscon- 
dants,  et  enfin  le  théorème  de  Liouville  dont  j'ai  déjà  parlé.  Comme 
ce  Chapitre  n'a  que  8  pages,  on  ne  s'étonnera  pas  qu'il  manque 
quelques  intermédiaires  entre  la  définition  des  nombres  irration- 
nels et  la  démonstration  du  théorème  de  Liouville;  les  auteurs 
ont  d'ailleurs  prévenu  qu'il  s'agissait  d'un  court  résumé,  qu'ils 
jugent  suffisant  pour  leur  but,  d'une  théorie  déjà  supposée  quelque 
peu  connue  du  lecteur. 

Le  Chapitre  II  est  relatif  à  la  correspondance  entre  nombres  et 
points  d'une  droite.  Cette  correspondance  est  établie  à  l'aide  d'un 
rapport  anharmonique;  ce  procédé  a,  comme  on  sait,  bien  des 
avantages,  je  n'en  ai  pas  compris  l'intérêt  ici;  il  n'est  d'ailleurs 
plus  utilisé  dans  la  suite. 

Le  Chapitre  III  traite  des  ensembles  dérivés,  le  Chapitre  IV  de 
la  puissance  des  ensembles  de  points  sur  une  droite;  ils  sont  com- 
plétés par  le  Chapitre  XI  sur  la  puissance  des  ensembles  plans 
et  par  les  Chapitres  VI  et  VII  sur  les  ensembles  bien  ordonnés  et 
les  nombres  transfinis. 

Le  Chapitre  V  est  relatif  à  la  mesure  des  ensembles  linéaires, 
il  est  complété  par  le  (Chapitre  XII  :  mesure  des  ensembles  plans, 
aire. 

Les  Chapitres  VllI  à  XII,  relatifs  aux  ensembles  plans  jusqu'ici 
assez  peu  étudiés  chez  nous,  seront  les  plus  intéressants  pour  les 
lecteurs  français.  Dans  le  chapitre  \  III  on  trouve  les  correspon- 
dances entre  points  d'une  droite  et  d'un  plan  établies  par 
MM.  Cantor,  Peano,  Hilbert;  ces  indications  sont  complétées  en 
fin  du  Chapitre  IX  par  la  preuve  de  l'impossibilité  d'une  corres- 
pondance (i,i)  continue  entre  points  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Le  Chapitre  IX  est  relatif  aux  régions.  La  définition  adoptée 
peut  se  résumer  ainsi  :  Soit  une  famille  de  triangles  d'un  seul  tenant, 
tout  point  intérieur  à  un  triangle,  et  tout  point  limite  de  tels  points, 
appartient  à  la  région  fermée  définie  par  ces  triangles.  Région  qui 
est  dite  simplement  connexe  si  l'ensemble  des  points  n'apparte- 
nant pas  à  la  région  est  d'un  seul  tenant.  En  somme,  c'est  donc  la 
définition  qui  résulte  des  travaux  de  M.  Schœnfiiess  que  les  au- 
teurs ont  adoptée.  Parlant  île  là  ils  montrent  cpi'une  région  fermée 
simplement  connexe  peut  être  considérée  comme  la  limite  ilo  la 
surface  d'un  polvgonc. 
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Le  Cliapilre  suivant  traite  des  courbes;  deux  détinilions  y  sont 
envisagées.  On  sait  qu'on  appelle  courbe  tantôt  la  trajectoire  d'un 
point  mobile,  tantôt  la  limite  d'une  surface  dont  une  dimension 
tend  vers  zéro,  tantôt  la  frontière  d'un  domaine  à  deux  dimensions. 
Je  regrette  qu'ayant  si  bien  prépai'é  le  lecteur  à  l'étude  des  rap- 
ports entre  les  définitions  qui  résultent  de  ces  trois  points  de  vue, 
définitions  qui  ne  sont  d'ailleurs  pas  les  seules  qui  aient  été  pro- 
posées, M.  et  M"'"  Young  aient  cru  devoir  se  limiter  autant  sur  ce 
point.  Ils  démontrent  cependant  le  ibéorème  fondamental,  du  à 
M.  Jordan,  sur  les  courbes  fermées  sans  point  multiple. 

Enfin  le  Chapitre  Xill  est  consacré  à  la  longueur  des  courbes 
et  à  la  mesure  linéaire  des  ensembles.  Pour  la  longueur,  les 
auteurs  adoptent  la  définition  classique,  due  à  Scheeller  et 
M.  Jordan,  qui  n'est  que  la  traduction  d'un  procédé  de  mesure 
physique  d'une  courbe  matérielle.  Un  autre  procédé  physique 
consiste  dans  la  pesée  de  la  courbe,  d'où  des  définitions  telles 
<[ue  la  suivante  :  De  chaque  point  de  la  courbe  pour  centre 
traçons  une  sphère  (ou  une  circonférence  s'il  s'agit  d'une  courbe 
plane)  de  rayon  /•  et  soit  V(/")  le  volume  [ou  S(/")  l'aire]  du  do- 
maine couvert  par  ces  sphères  (ou  circonférences);  la  limite  du 

rapport  ■_  .,    (ou —ji  ou  l'une  des  limites  de  ce  rapport,  sera 

[)ar  définition  la  longueur  de  la  courbe. 

Ce  genre  de  définition,  déjà  proposé  en  t854  par  Borchardt 
(Journal  de  Borchardt)  et  repris  depuis  par  M.  Minkowski  (Ja/tr. 
d.  Dents,  math.  \  er.,  1901),  a  l'avantage  de  s'étendre  à  l'aire 
d'une  surface  et  aussi  de  permettre  d'attacher  à  des  ensembles 
quelconques  des  nombres  analogues  aux  longueurs  et  aires.  C'est 
l'un  de  ces  nombres  C|ue  M.  et  M'"*'  Young  appellent  la  mesure 
linéaire  d'un  ensemble  plan. 

Je  regrette  que  les  auteurs  n'aient  pas  cité  la  définition  de  Bor- 
chardt-Minkowski  qui  montre  l'intérêt  des  recherches  de  M.  Young, 
exposées  à  la  fin  du  Livre,  sur  la  comparaison  entre  la  longueur, 
au  sens  de  M.  Jordan,  et  la  mesure  linéaire  d'une  courbe. 

Puisqu'il  s'agit  d'une  théorie  en  formation,  la  bibliographie  ne 
pouvait  être  négligée;  celle  que  les  auteurs  ont  mise  à  la  fin  de 
leur  Ouvrage  ne  contient  pas  moins  de  3oo  références.  Elle  n'est 
cependant  pas  complète;  j'y  ai  remarqué  les  omissions  des  Mé- 
moires de  Liouville  {Journal  de  Liouvillc,  i85i),  de  Borchardt 
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et  Minkowski  déjà  cilés,  de  M.  Jordan  {Journal  de  Lioinille, 
1892);  mais  de  telles  omissions  sont  inévitables.  Je  reprocherai 
])liilôt  aux  ailleurs  d'avoir  cilédes  travaux,  ceilaines  de  mes  Noies 
par  exemple,  qui  ne  me  paraissent  avoir  aucun  rapport  avec  le 
sujet  du  Livre.  Je  crains  que  cette  bibliograpliie  trop  copieuse 
aille  contre  son  but,  qu'au  lieu  d'aider  à  l'étude  des  ensembles  elle 
effraie  le  lecteur  et  le  dissuade  de  s'occuper  de  ces  questions. 

Certes,  cela  ne  serait  pas  à  craindre,  s'il  était  dit  quels  sont  les 
travaux  fondamentaux,  si,  par  exemple,  celui  qui  voudrait  étudier 
le  problème  des  régions  était  prévenu  ([u'il  doit  lire  avant  tout  les 
travaux  de  M.  Schœnfliess,  mais  il  n'en  est  rien.  Les  citations  faites 
au  cours  de  l'Ouvrage  sont  relatives  le  plus  souvent  à  un  mince  dé- 
tail et  il  arrive  fort  bien  que  le  travail  fondamental  ne  soit  pas  cité. 

Ce  qui  m'a  paru  le  plus  caractéristique  c'est  le  Chapitre  sur  la 
mesure.  On  trouve  là  un  petit  hislorique  contenant  les  noms  de 
llieniann,  Smilh,  Hankel,  Canlor  et  ceux-là  seuls.  On  sera  sans 
doule  étonné  de  ne  pas  voir  citer  M.  Jordan,  mais  le  plus  éton- 
nant c'est  que  l'historique  n'est  relatif  qu'aux  définitions  qui  ne 
sont  pas  adoptées  et  que  le  lecteur  |)eul  ignorer  à  qui  est  due  la 
théorie  actuelle,  car  M.  Borel  n'est  jamais  cité  dans  les  45  pages 
de  ce  Chapitre.  Sans  doute,  M.  Borel  n'a  pas  parachevé  la  théorie, 
mais  il  en  a  donné  les  fondements;  il  m'a  été  facile,  quand  j'en  ai 
eu  besoin,  de  compléter  et  démettre  au  point  la  théorie  ébauchée 
par  M.  Borel. 

Voici  une  autre  omission  de  citation  qui  m'a  frappé.  Les 
auteurs  ne  donnent  pas,  je  l'ai  dit,  la  référence  relative  au  Mémoire 
de  Liouville;  je  crois  bien  qu'ils  ne  s'y  sont  pas  reportés.  S'ils 
l'avaient  fait,  ils  auraient  vu  qu'il  y  a  quelque  différence  entre  le 
raisonnement  de  Liouville  et  celui  qu'ils  ont  emprunté  à  M.  Borel 
et  ils  auraient  prévenu  le  lecteur  de  cet  emprunt.  Puissent  ces 
légères  critiques  rendre  iNL  Young  moins  sévère  qu'd  ne  l'est  au 
cours  de  l'Appendice  et  de  la  Bibliogra[)hic. 

Voici  l'une  des  remarques  de  ^1.  Young;  on  sera  surpris  d'y 
voir  adresser  aux  Franeais  le  reproche  d'ignorer  les  travaux  an- 
glais; M.  Young  ne  sembic-l-il  pas  mériter  un  reproche  analogue? 
«   The  same  paper  (')  contains  the  gcneraliscd  form  of  the  lleine- 

(')  Ovcrlapping  Internais  {Proc.  Lond.  Matli.  Soc,  t.  XXXV,  1902,  p.  384- 

3S.S). 
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Borel  Theorem  whicli  is  now  generally  used,  and  wliicli  Vitali, 
following-  Borel,  refers  to  as  due  lo  Borel  and  Lebesgue.  Lebes- 
giie's  ideas  and  nij  own  hâve  riin  on  curiouslv  parallel  lines,  and 
quile  independenlly  ;  as  is  well-knoAvn,  llie  French  are  rarelj  well 
acqiiainted  witli  English  work.  » 

En  ce  qui  me  concerne,  je  déclarerai  modestement  qu'il  serait 
injuste  de  conclure  de  mon  ignorance  à  celle  des  Français  et  aussi 
que  je  n'ai  jamais  réclamé  ce  théorème  que  je  donnais,  en  1904, 
comme  étant  dû,  quant  au  fond,  à  M.  Borel  ;  M.  Schœnfliess 
l'avait  d'ailleurs  énoncé  en  1900  sous  la  forme  en  question.  Je  le 
réclamais  si  peu  que  j'indiquais  qu'on  en  avait  fait  des  applica- 
tions à  la  théorie  des  fonctions. 

Ceci  dit,  je  voudrais  saisir  celte  occasion  pour  faire  quelques 
remarques  concernant  la  proposition  que  les  auteurs,  à  l'exemple 
de  MM.  Schœnfliess,  Veblen,  etc.,  a()pellent  théorème  de  Heine- 
Borel.  Voici  son  énoncé  ;  Si  tout  point  d'un  intervalle  («,  b)^ 
extrémités  y  comprises,  est  intérieur  à  l'un  au  moins  des  inter- 
valles d'une  certaine  famille  F,  on  peut,  avec  un  nombre  fini 
de  ces  intervalles,  former  une  famille  F,  jouissant  de  la  même 
propriété. 

Ce  théorème  admet  bien  des  généralisations,  d'ailleurs  faciles  à 
tout  point  de  vue,  que  je  laisse  de  côté. 

M.  Borel  a  donné  ce  théorème  dans  sa  Thèse  (Annales  de 
l'Ecole  normale  supérieure,  1890)  en  sup|)Osant  F  dénombrable. 
Son  raisonnement  utilise  les  nombres  transhnis,  utilisation  cpii 
n'est  |)as  indisj)ensable.  En  s'en  débarrassant  on  a  la  démonsiration 
ai)|)licable  au  cas  général  que  j'ai  donnée  dans  mes  Leçons  sur 
l' Intégration  ('), 

Je  note  que  la  démonstration  de  M.  Borel  a  cependant  un  avan- 
tage, partagé  en  partie  par  celle  qu'on  en  déduit  comme  j'ai  dit, 
elle  fournil  un  procédé  régulier  pour  fonner  la  famille  F,,  qui  est 
seulement  logiquement  définie  par  les  autres  démonstrations  qu'on 
a  données. 

(')  Celle  démonstration  avait  été  oblcniie  en  1898  par  M.  Vieillefond  ou  par 
raoi-mèinc,  je  ne  sais  plus,  alors  que  nous  étudiions  ensemble  la  thèse  de  M.  Borel. 
Je  dois  avouer  d'ailleurs  que,  bien  que  j'aie  plusieurs  fois  cité  l'énoncé  de  M.  Borel. 
mon  attention  n'avait  pas  été  retenue  par  le  mot  dénombrable  qu'il  contient  cl 
c'est  pourquoi,  dans  ma  Thèse,  dont  les  résultats  ont  été  publiés  en  1901,  j'ai 
employé,  sans  l'énoncer,  le  théorème  modifié. 
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En  se  l)ornant  au  cas  où  F  est  dénoinbiablc,  le  lliéorrinc  donne 
le  fondement  solide  sur  lequel  on  a  construit  la  tliéorie  de  la 
mesure.  Du  cas  général,  on  peut  faire  aussi  d'importantes  appli- 
cations :  Supposons  qu'une  propriété  soit  vraie  dans  wn  petit 
intervalle  autour  de  chaque  point  de  {a,  b)  et  qu'elle  soit  vraie  de 
la  somme  de  deux  intervalles  dès  qu'elle  est  vraie  de  chacun  d'eux  ; 
alors  elle  est  vraie  dans  («,  b)  d'après  ce  qsii  précède. 

Ainsi  le  ihéorème  énoncé  fait  connaître  le  lait  géométrique  d'où 
résulte  V uniformité  d'un  certain  nombre  de  propriétés,  de  la  con- 
tinuité d'une  fonction  par  exemple.  Il  n'est  donc  pas  étonnant 
qu'au  cours  de  raisonnements  faits  en  vue  de  prouver  de  telles 
uniformités  on  trouve  incidemment  démontré  le  théorème  de 
M.  Borel  ;  on  peut  citer  des  raisonnements  de  Heine  [Journ.  de 
Crelle,  1872),  de  M.  Goursat  {Trans.  of  tlie  Am.  Malh.  Soc, 
t.  I),  de  M.  Baire  (Ann.  di  Mal.,  1900).  Il  est  d'ailleurs  fort 
possible  qu'en  cherchant  un  peu,  en  feuilletant,  par  exemple,  les 
Œuvres  de  Cauchy,  de  Seidel,  de  Stokes,  on  trouve  à  citer  des 
raisonnements  antérieurs  à  celui  de  Heine. 

Dans  son  rapport  sur  la  théorie  des  ensembles  (J(t/ir.  der 
Deuts.  Math.  I  er.,  1900),  M.  Schœnfliess  a  rapproché  les  raison- 
nements de  Heine  et  de  M.  J3orel  (');  de  là  date  la  dénomination 
de  théorème  de  Heine-Borel  qui  me  paraît  injuste.  Le  théorème  en 
question  n'est  pas  en  elFel  de  ceux  dont  la  démonslralion  présente 
de  grosses  difficultés;  il  y  avait  mérite  à  l'apercevoir,  à  l'énoncer, 
à  deviner  son  intérêt,  non  à  le  démontrer;  or,  je  doute  fort  que 
Heine  ait  vu  le  théorème  (ce  que  d'ailleurs  M.  Schœnfliess  n'a 
jamais  semblé  prétendre). 

Dans  le  raisonnement  de  Heine,  la  démonstration  du  théorème 
de  M.  Borel  et  son  application  à  la  démonstration  de  la  continuité 
sont  amalgamées.  Heine  a-t-il,  dans  sa  |)ensée,  séparé  ces  deux 
parties,  ce  que  nul  n'a  l'ait  elfectivement  avant  M.  Schœnlliess  et 
ce  qui  supposerait  une  vision  claire  de  l'existence  d'un  théorème 
de  Géométrie  à  la  base  de  la  conlinnilé  uniforme'.'  Est-il  certain 
qu'après  son  raisonnement  Heine  n'eût  pas  été  embarrassé  pour 
répoudre  à  l'une  de  ces  questions  qu'on  Iranche  de  suite  grâce  au 
théorème   de    M.   Borel?   C'est  seulement   si    l'on    croit   pouvoir 


(')    l'o/V  aussi  Comptes  rendus.  -  janvier  1907. 
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répondre  affirmalivcment   à   ces    questions   que  la   dénomination 
Heine-Borel  est  justifiée. 

En  tous  cas  je  noie  que  ni  Heine,  ni  personne  avant  M.  Borel, 
n'a  invoqué  le  théorème  en  question,  que  de|)uis  quelques  années 
on  voit  se  multiplier  les  démonstrations  nouvelles  du  théorème  et 
les  réclamations  de  priorité  concernant  ses  moindres  généralisa- 
tions et  qu'aucune  émulation  analogue  n'avait  été  suscitée  par  le 
travail  de  Heine.  H.  Lebesgue. 


JOUFFRET  (E.).  —  Mélanges  de  Gkomktrie  a  quatre  dimensions,  i  vol. 
in-8°;  xi-227  pages.  Paris,  Gautliier-Villars,  1906. 

Ces  vl/e7a/io"e5  constituent  un  intéressant  complément  au  Traité 
élémentaire  de  Géométrie  à  quatre  dimensions  du.  même  auteur. 
Les  exemples  développés  par  JM.  Joullret  mettent  bien  en  évidence 
l'une  des  raisons  qui  justifient  l'emploi  du  langage  géométrique 
dans  l'étude  des  multiplicités  à  n  variables,  à  savoir  :  la  simplifica- 
tion et  la  clarté  que  ce  langage  apporte  dans  l'étude  de  certaines 
questions  qui  appartiennent  à  la  Géométrie  ordinaire,  simplifica- 
tion que  peut  faire  prévoir  la  commodité  qu'apporte  la  considéra- 
tion des  figures  dans  l'espace  pour  la  démonstration  des  propriétés 
des  figures  planes,  regardées  comme  la  projection  des  figures  dans 
l'espace. 

Les  nombreuses  épures  qu'on  trouve  dans  le  Livre  de  M.  Jouf- 
fret,  et  qui  sont  dessinées  avec  un  grand  soin,  éclairent  et  précisent 
le  texte  d'une  façon  très  heureuse. 

Après  avoir  rappelé  les  définitions  fondamentales,  l'auteur  étu- 
die le  svstème  de  coordonnées  de  la  Géoniclrie  à  quatre  dimen- 
sions, composé  de  quatre  droites,  six  plans  et  quatre  espaces  (à 
trois  dimensions),  un  quelconque  des  quatorze  éléments  étant  per- 
pendiculaire à  un  quelconque  des  autres,  s'il  ne  le  contient  pas  ou 
n'y  est  pas  contenu.  L'analyse  des  relations  de  position  de  ces 
éléments  fournit  la  théorie  des  trois  polyédroïdes  réguliers,  que 
l'auteur  présente  ainsi  d'une  façon  sinqile. 

Les  trois  Chapitres    qui  suivent  se  raj)porlcnt  à  la  théorie  de 
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l'Iiexaj^one  de  Pascal,  on,  si  l'on  veut,  à  la  ihcorie  de  la  figure 
plane  formée  par  les  quinze  droites  qui  joignent  deux  à  deux  six 
points  d'une  conique;  ils  sont  fort  instructifs.  L'auteur  développe 
d'abord  celte  théorie  dans  le  plan  et  résume,  en  particulier,  l'en- 
semble des  résultats  obtenus  par  M.  Veronese.  Il  la  montre  ensuite 
en  quelque  sorte  dans  l'espace  :  c'est  alors  la  figure  formée  dans 
l'espace  par  quinze  droites  situées  trois  par  trois  dans  quinze  plans  : 
la  figure  plane  n'est  autre  chose  que  la  perspective  sur  un  plan  de 
la  figure  dans  l'espace.  Cette  étude  donne  occasion  à  l'auteur  de 
donner  un  intéressant  résumé  des  propriétés  essentielles  des 
surfaces  du  troisième  degré.  Enfin,  la  figure  de  l'espace  n'est  elle- 
même,  ainsi  cpie  l'a  montré  M.  Richmond,  que  la  section  faite  par 
un  espace  à  trois  dimensions  dans  la  figure  formée,  dans  un  espace 
à  quatre  dimensions,  par  six  espaces  à  trois  dimensions.  Et  c'est 
de  ce  point  de  vue  que  toute  cette  théorie  s'éclaire  le  mieux. 

M.  Joufiret  traite  ensuite  de  la  classification  des  hvpersurfaccs 
du  second  degré  dans  l'espace  à  quatre  dimensions,  puis  de  l'in- 
tersection de  deux  telles  surfaces.  11  montre  comment  l'étude  de 
cette  intersection,  qui  se  projette  dans  notre  espace  suivant  une 
surface  du  quatrième  degré  à  conique  double,  éclaire  la  théorie 
très  riclie  des  surfaces  de  cette  nature. 

Pour  se  mouvoir  avec  aisance  dans  la  Géométrie  à  quatre  dimen- 
sions, il  faut  avoir  ime  imagination  mathématique  assez  \igou- 
leuse  qui,  sans  doute,  se  développe  par  l'habitude. 

La  JanlaisiG,  qui  se  confondait  jadis  avec  l'imagination,  n'est 
pas  interdite  aux  mathématiciens,  et  M.  Joulfret,  (.lans  le  dernier 
Chapitre  de  son  Livre,  montre  qu'il  n'en  est  pas  dépourvu;  cette 
fantaisie  semble  même  quelque  peu  ironique  lorsque  l'auteur, 
parmi  les  raisons  qu'il  donne  pour  l'existence  réelle  d'espaces  à 
quatre,  cinq,  ...  dimensions,  s'amuse  à  en  rapporter  quelques- 
unes,  qui  sont  à  l'usage  des  spirites.  inutile  de  dire  que  M.  Jouf- 
fret  lie  les,  juend  pas  à  son  compte.  J.  T. 


COiMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  137 


BERTIM  (E.).  —  Introduzione  alla  Geometria  projettiva  degli 
iPERSPAzi  coN  appendice  sulle  curve  algebriche  e  loro  singolarita. 
I  vol.  in-8";  vi-426  pages.  Pise,  E.  Spoerri,  Kjoy. 

Grouper  les  Chapitres  d'AIgt'bre  ou  d'Analyse  où  se  prolongent 
et  se  généralisent  les  problèmes  de  la  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, et  où  l'on  emploie  le  langage  géométrique,  c'est  faire  de  la 
Géométrie  à  n  dimensions.  Qu'un  pareil  groupement  soit  naturel, 
et  que  le  langage  géométrique  soit  précieux,  c'est  ce  qu'on  ne  sau- 
rait contester:  il  ne  faut  pas  oublier  non  plus  que,  bien  souvent, 
le  général  éclaire  le  particulier. 

C'est  à  ce  point  de  vue,  purement  analytique,  que  s'est  placé 
M.  Bertini  en  écrivant  ce  Livre,  qu'il  qualifie  modestement  d'in- 
troduction à  la  Géométrie  projective  de  l'iiyperespace.  Un  point 
c'est,  pour  lui,  le  système  de  n  + 1  nombres,  réels  ou  com- 
jilexes,  etc.  Sept  (^ha|jitres  sont  consacrés  aux  formes  linéaires, 
bilinéaires  et  quadratiques  ou,  si  l'on  veut,  à  la  théorie  de  la  pro- 
jectivité,  de  l'homographie  ou  de  la  corrélation,  des  quadriques  et 
des  faisceaux  de  quadriques.  L'auteur  s'occupe  ensuite  des  hyper- 
surfaces  et  des  variétés  algébriques  en  général,  des  systèmes  li- 
néaires d'hypersurfaces,  des  courbes  rationnelles,  des  surfaces  ré- 
glées rationnelles,  enfin  de  cette  belle  surface  de  l'espace  à  cinq 
dimensions,  à  laquelle  est  attaché  le  nom  de  M.  Veronese,  qui 
contient  oc-  coniques,  et  dont  la  projection  dans  l'espace  à  trois 
dimensions  conduit  à  la  surface  lomaine  de  Steiner. 

Le  Livre  de  M.  Bertini,  qui  résume  sous  une  forme  didactique 
les  résultats  essentiels  d'un  très  grand  nombre  de  jMémoires, 
rendra  les  meilleurs  services  aux  étudiants  qui  veulent  se  familia- 
riser avec  les  méthodes  et  le  langage  de  la  Géométrie  à  n  dimen- 
sions. Si  je  ne  me  liompc,  il  n'v  a  pas  sur  ce  sujet  d'autre  Traité 
général  que  la  Mehrdimensionale  Geoineliic  de  JNL  Schoute,  qui 
est  conçue  d'une  façon  très  différente,  puisque  l'auteur  y  part  de 
|)Oslulats  et  de  concepts  synthétiques,  et  qu'il  s'attache  surtout  à 
la  Géométrie  métrique.  Les  deux  Ouvrages  se  compléteront  juu- 
tuellement. 

I^ar  ses  nondjrcux   trii\au\  mii' la  iiialicre,  .M.  Bertini  élait  dési- 
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gné  pour  écrire  celte  Inlrodiiction.  Les  recherches  de  M.  Segre  y 
tiennent  nalurellenienl  une  très  grande  place.  M.  Segre  s'est  in- 
téressé à  l'œuvre  de  son  confrère  jusqu'à  lui  communiquer  les 
notes  manuscrites  rédigées  en  vue  de  son  propre  enseignement. 
Si  les  sujets  que  M.  Bertini  a  traités  dans  l'Appendice,  l'étude 
des  branches  d'une  courbe  algébrique,  la  décomposition  des  sin- 
gularités des  courbes  planes,  etc.  ne  rentrent  pas  immédiatement 
dans  son  cadre  primitif,  l'importance  de  ces  sujets  en  justifie  plei- 
nement l'introduction.  Au  reste,  le  souci  d'apporter  aux  étudiants 
une  aide  qui  les  soutienne  dans  leurs  lectures  et  leurs  recherches 
idtérieures  s'aperçoit  fréquemment  dans  le  Livre  de  M.  Bertini. 

J.  T. 


RIOLLOT  (J.)-  —  Les  Carrés  magiques.  Contribution"  a  leur  étude. 
I  vol.  in-8";  ii8  pages.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1907. 

On  trouvera  dans  ce  Volume  bon  nombre  de  renseignements 
sur  les  propriétés  et  la  construction  des  carrés  magiques,  diabo- 
liques, semi-diaboliques,  etc.  La  façon  dont  ces  curieuses  figures 
se  transforment,  se  déduisent  les  unes  des  autres,  n'est  pas  sans 
intérêt;  le  plaisir  évident  que  M.  Riollot  a  pris  à  composer  ce 
petit  Livre  se  communiquera  sans  doute  à  ses  lecteurs.      J.  T. 


W.-F.  OSGOOD.  —  Leiirruch  oer  Funktionen  Théorie  in  2  Biinden, 
erster  Band,  2'*  Hiilfte.  i  vol.  in-8"  de  335  pages,  chez  Teubner,  Leipzig 
et  Berlin. 

Le  premier  fascicule,  déjà  analysé  dans  ce  Bullelin,  s'arrêtait 
après  l'intégrale  de  Cauchy  et  les  développements  en  série  qui  s'en 
déduisent.  Le  second  l'ascicule  contient  les  surfaces  de  Riemann, 
le  prolongement  analytique  d'après  \Yeierslrass,  les  produits  de 
factctu's  prinunres  et  les  séries  de  ^Litlag-Lclllcr,  les  fonctions  har- 
monicjucs  de  deux  variables. 
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L'élude  du  prolongement  analytique  a  reçu  des  développements 
nouveaux  qui  nioulrentla  nécessité  des  analyses  délicates  du  début. 
Dans  les  questions  plus  compliquées  de  cette  partie  de  la  théorie, 
l'auteur  fait  à  chaque  instant  intervenir  des  éléments  géomé- 
triques; il  s'efforce  ensuite  à^ ariUimétiscr,  le  plus  possible,  la 
conception  de  ces  éléments.  On  remarquera  un  emploi  continuel 
et  très  heureux  de  la  représentation  conforme  et  on  lira,  je  pense, 
avec  beaucoup  d'intérêt,  le  Cbapitre  sur  les  fonctions  harmonique: 
rédigé  de  façon  à  mettre  en  évidence  que  les  propriétés  de  ce 
fonctions  peuvent  servir  de  base,  dans  le  sens  indiqué  par  Rie- 
mann,  à  Ja  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 

Je  reviens  maintenant  à  l'analyse  par  Cbapitre. 

Chapitre  \  HI  :  Fonctions  multiformes  et  surfaces  de  Rie- 
mann  (p.  3o7-368).  —  Des  exemples  bien  choisis  donnent  une 
idée  de  la  construction  d'une  surface  de  Riemann.  Pour  ces  expli- 
cations, l'auteur  dit  dans  la  l^réface  qu'il  a  pris  modèle  sur  les 
leçons  de  Klein  de  l'année  1881-1882  et  qu'il  a  été  amené  à  pré- 
ciser la  représentation  d'une  aire  finie  (im  Grossen)  en  s'appujank 
sur  un  théorème  de  Darboux. 

Voici  comment  sont  énoncées  les  conditions  d'une  représenta- 
tion conforme,  en  spécifiant  ce  qui  se  rapporte  aux  contours  des 
aires  considérées  : 

Soient  S  une  aire  limitée  par  une  courbe  simple,  w^fi^z)  une 
fonction  uniforme  et  continue  dans  l'aire  S  et  sur  son  contour, 
analytique  à  l'intérieur  de  S;  on  suppose  que  la  fonction  y(;3)  ne 
peut  jamais  prendre  la  même  valeur  en  deux  points  différents  du 
contour  de  S,  de  sorte  que  ce  contour  est  représenté  sur  le  plan  (v, 
d'une  façon  univoque  et  continue,  par  une  courbe  simple  limitant 
une  aire  -.  Dans  ces  conditions,  l'équation 

définit  une  représentation  de  chacune  des  aires  S  et  ï  sur  l'autre  : 
cette  représentation  est  univoque  et  continue  pour  les  aires  S  et  S, 
contouis  compris;  elle  est  conforme,  sans  excej)lion,  pour  l'inté- 
rieur des  aires  S  et  S. 

Le  développement  en  série  qui  correspond  à  un  |)oint  de  rami- 
fication de  la  surface  de  Riemann  est  rattaché  à  la  rc|)réscntalion 
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conforme,  sur  un  plan  simple,  de  la  portion  de  surface  à  plusieurs 
feuillets  qui  forme  le  domaine  du  point  de  ramification. 

Gomme  application,  on  donne  les  conditions  pour  qu'une  fonc- 
tion multiforme  soit  algébrique,  on  explique  la  construction  de  la 
surface  de  Riemann  j)our  une  courbe  algébrique  d'un  espace  à 
n  dimensions,  la  représentation  conforme  d'un  rectangle  sur  un 
cercle. 

Ce  Chapitre,  où  les  considérations  géométriques  ont  été  constam- 
ment invoquées,  se  termine  par  la  conception  aritlimétique  d'une 
surface  de  Riemann,  conce|)tion  à  laquelle  on  parvient  en  associant 
à  toute  valeur  de  z  un  nombre  entier  n  (qui  dans  l'exposé  géomé- 
trique était  le  numéro  d'un  feuillet). 

Chapitre  IX  :  Prolongement  analytique  (p.  Sjo-Sgô).  — 
On  j)art  de  cette  définition  :  Deux  fonctions  sont  dites  prolongées 
l'une  par  l'autre  si  leurs  domaines  de  définition  ont  des  parties 
communes  et  si  dans  l'une  de  ces  parties  les  deux  fonctions  coïn- 
cident. Siy,  est  prolongée  pary2?/2  \^^^  fzi  o^^  <J'*  encore  que  f^ 
donne  le  prolongement  anaJ_ylique  de/"). 

Pour  étendre  autant  que  possible  le  domaine  de  définition  dune 
fonction  donnée,  on  donne  un  j^rocédé  systématique  qui  (théori- 
quement, bien  entendu)  conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

Soity(:;)  une  fonction  analytique  au  point  a.  On  peut  faire  cor- 
respondre à  cette  fonction  un  ensemble  dénombrable  de  fonctions 

«'^  =/«(-)»  rt  =  O,   I,  2,    ..  ., 

telles  que  :  i°  La  fonctiony„(;)  se  conqiorle  atialvliqucnient  dans 
un  cercle  T„  ayant  pour  centre  le  pointa,,.  Dans  le  voisinage  de  «, 
la  fonction /o(^)  coïncide  avec  la  fonction  donnéey"(^).  2"  Cha- 
cune des  fonctions  fn{^)  est  le  prolongement  analytique  dune 
autre  (pielconque  de  ces  fonctions.  3"  Soit  L  un  chemin  arbitraire 
le  long  du([uely"(:;)  |)cut  être  prolongée  analyli(|ucmenl  ;  ce  pro- 
longement analytique  peut  être  obtenu  au  moven  d'un  nombre  lini 
de  fonctions^,,  (;;). 

Des  exemples  sont  donnés  de  fonctions  analytiques  monogènes 
ainsi  définies.  Tune  d'elles  admettant  un  cercle  comme  J'ron lié re 
nattuelle  (nàluvWche  Grenze).  On  explique  comment  une  relation 
i(lenti(pie   entre   des   lonclions   subsiste   pour   les   prolongements 
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analytiques  de  ces  fonctions,  en  prenant  pour  exemples  les  équa- 
tions dilTérentielles  et  l'extension  de  la  définition  de  la  fonc- 
tion r(;). 

TROISIÈME  SECTION. 

APPLICATIONS   DE    LA   TIlÉORIK.    POTENTIEL   LOGARITHMIQUE. 

Chapitre  X  :  Fonctions  périodiques  (p.  ?>g--i\Z-).  —  L'étude 
des  fonctions  simplement  ou  doublement  périodiques  fournit  l'ap- 
plication la  plus  simple,  sans  doute,  et  la  plus  suggestive  de  la 
théorie  des  fonctions,  telle  qu'elle  vient  d'être  exposée  dans  les 
Chapitres  précédents.  Pour  les  fonctions  simplement  périodiques, 
on  s'aide  d'une  représentation  conforme  de  la  bande  qui  est  |)rise 
comme  domaine  fondamental,  en  distinguant  deux  cas  très  diffé- 
rents suivant  que  le  point  à  l'infini  de  cette  bande  est  ou  n'est  pas 
un  point  singulier  essentiel.  Pour  les  fonctions  doublement  pério- 
diques, l'ordre  suivi  est  inspiré  par  les  leçons  de  Liouville  de  1847 
et  il  est  fait  un  emploi  constant  de  l'intégration  le  long  d'un  paral- 
lélogramme des  périodes,  suivant  le  procédé  indiqué  par  Hermite. 
Le  théorème  de  Weierstrass  sur  les  (onctions  uniformes  qui 
admettent  un  théorème  d'addition  est  démontré  ainsi  que  sa  réci- 
proque. 

En  vue  de  préparer  la  théorie  des  fonctions  automorphes,  on 
insiste  sur  une  définition  d'une  fonction  doublement  périodique 
qui  repose  uniquement  sur  les  propriétés  de  la  fonction  dans  un 
parallélogramme  des  périodes.  Les  fonctions  doublement  pério- 
tliques  de  seconde  et  de  troisièine  espèce  sont  définies,  avec  la  con- 
dition relative  aux  résidus,  en  admettant  [)rovisoireinent  l'existence 
de  ces  fonctions. 

Chapitre  XI  :  Séries  et  produits  infinis  (p.  438-485).  —  Au 
commencement  du  Chapitre  sont  réunies  les  propriétés  des  séries 
eldes  produits  infinis  nécessaires  pour  la  définition  des  fonctionsp, 
s  et  C7  de  Weierstrass  et  pour  la  décomposition  d'une  fonction  en 
facteurs  primaires.  On  expose  rapidement  les  propriétés  des  fonc- 
tions de  Weierstrass,  la  décomposition  d'une  fonction  doublement 
périodique  en  éléments  simples  ou  en  produit  de  (onctions  t,  puis 
h;  théorème  de  Weierstrass  sur  les  fonctions  entières  tiré  de  son 
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IMémoire  de  1876  et  le  théorème  de  Miltaj^-Leffler,  extension  aux 
fonctions  transcendantes  de  la  décomposition  d'une  fraction  ra- 
tionnelle en  fractions  simples,  la  généralisation  que  Mittag-Leffler 
a  donnée  ensuite  de  son  théorème,  enfin  le  développement  d'une 
branche  de  fonction  en  série  de  fractions  rationnelles,  d'après 
Runge. 

Chapitre  XII  :  Les  fonctions  élémentaires  (p.  48"-324)-  — 
Au  lieu  de  définir  les  fonctions  élémentaires,  comme  on  le  fait  le 
plus  souvent,  en  parlant  de  l'Arilhméticpie  et  de  la  Géométrie, 
l'auteur  préfère  partir  de  la  définition  du  logarithme  par  une  inté- 
grale et  j  rattacher  les  puissances  à  exposant  quelconque  et  l'ex- 
ponentielle. Pour  les  fonctions  trigonométriques,  elles  sont  intro- 
duites en  parlant  de  l'équation  dilférentielle  relative  au  cas  le  plus 
simple  des  vibrations,  et  l'on  donne,  pour  finir,  la  décomposition 
de  cota:  en  série  de  fractions  et  de  sinx  en  produit  infini. 

Chapitre  XIII  :  Potentiel  logarithmique  (p.  324-628).  —  On 
appellera  ici  plus  particulièrement  fonction  harmonique  une  fonc- 
tion satisfaisant  à  l'équation  de  Laplace 

d-  a        à- a 
(Jx-         ôy- 

On  expose  les  principales  questions  de  Physique  qui  conduisent 
à  ces  fonctions  :  propagation  de  la  chaleur,  ou  de  l'électricité, 
mouvement  d'un  fluide  incompressible. 

Des  exemples  sont  donnés  pour  lesquels  on  obtient  facilement 
les  lignes  de  courants  et  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Les  propriétés  des  fonctions  harmoniques  sont  réparties  en  trois 
groupes  suivant  :  (ry)  qu'elles  se  déduisent  directement  de  l'équa- 
tion de  Laplace;  {b)  ou  qu'elles  se  rattachent  à  la  fonction  de 
Green;  (c)  ou  enfin  qu'elles  se  rapportent  à  des  dévelo|ipomcnts 
en  série.  Voici  pour  chacun  des  trois  groupes  les  propriétés  prin- 
cipales  : 

a.  On  déduit  directement  de  l'équation  de  Laplace  le  théo- 
rème de  la  moyenne,  le  fait  qu'il  existe  une  solution  au  plus  au 
jn-oblème  de  Dirichlel  (^Trou\'er  une  fonction  uniforme  harmo- 
nique dans  une  aire  donnée  et  prenant  sur  le  contour  de  cette 
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aire  des  valeurs  données),  la  détermination  de  la  fonction  i^  con- 
juguée d'une  fonction  harmonique  donnée  m,  enfin  la  propriété 
invariante  relative  à  une  représentation  conforme. 

b.  Les  propriétés  du  second  groupe  se  rattachent  à  la  formule 

faisant  connaître  la  valeur  d'une  fonction  u  harmonique  dans  une 
aire  A  pour  un  point  x,  y  intérieur,  quand  on  se  donne  la  valeur  U 
de  cette  fonction  en  tout  point  du  contour  C  qui  limite  l'aire  A  et 
la  fonction  g  de  Green  relative  à  l'aire  A  et  au  point  intérieur  a:,  y. 
La  fonction  i>  (ç,  r^  ;  a?,  y)  de  Green  est  assujettie  aux  conditions 
suivantes  :  elle  est  uniforme  et  harmonique  à  l'intérieur  de  l'aire  A, 
à  Texception  du  seul  point  .r,r;  en  ce  point  on  a 


en  désignant  par  /•  la  distance  du  point  variable  c,  r,  au  point  x^y 
et  par  oj  une  fonction  harmonique  au  point  x^y;  enfin  g  s'annule 
tout  le  long  du  contour  C.  La  fonction  de  Green  se  calcule  aisé- 
ment dans  le  cas  particulier  où  (G)  est  un  cercle  et  l'on  trouve 
alors  la  formule  de  Poisson 

u  —   /  U   — r i «?, 

'i.~  J  a- — ■2a/-cos('J  —  <^)-^r- 

formule  que  Bûcher  déduit  par  une  transformation  simple  du 
théorème  de  la  moyenne. 

Une  fonction  harmonique  possède  des  dérivées  de  tous  les  ordres 
et  ces  dérivées  sont  elles-mêmes  des  fonctions  harmoniques. 

Une  fonction  harmonique  qui  reste  partout  finie,  même  à  l'infini, 
se  réduit  à  une  constante. 

Une  série  de  fonctions  harmoniques,  uniformément  convergente 
dans  une  aire,  définit  une  fonction  harmonique;  on  peut  la  difié- 
rentier  terme  à  terme  autant  de  fois  qu'on  le  veut. 

c.  Les  développements  en  série  définis  par  les  deux  théorèmes 
suivants  ont,  dans  la  théorie  des  fonctions  harmoniques  telle  qu'elle 
est  exposée  ici,  une  importance  fondamcntiilc. 
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Si  une  fonction  est  uniforme  et  harmonique  dans  nn  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine,  elle  peut  être  développée  en  une  série  de  la 
forme 

u  =  J  «0  -H  \  r"  (  rt„  cos  n  0  -;-  6„  sin  n  0  ). 

dont  les  coefficients  a„,  bn  sont  des  constantes,  et  ce  développement 
en  série  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Si  une  fonction  est  uniforme  et  harmonique  dans  une  couronne 
circulaire  avant  pour  centre  l'origine,  elle  peut  être  développée  en 
une  série  de  la  forme 

fi  = /v  lr>g/' -f-     2,   r"(a,j  cos«0 -4- i„  sin /iO), 

n  =  —  00 

et  ce  développement  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

On  déduit  de  là,  en  particulier,  les  conditions  de  possibilité  du 
prolongement  analytique  d'une  fonction  harmonirpie  au  delà  d'un 
arc  de  courbe  analytique. 

Cette  théorie  des  fonctions  harmoniques  (pu  vient  d'être  exposée 
indépendamment  de  la  théorie  des  fonctions  de  variables  com- 
plexes présente  avec  cette  dernière  théorie  une  correspondance 
évidente  qui  s'explique  bien  en  se  rappelant  que  les  équations  dif- 
férentielles 

du         dv  du  dv 

ox        Oy  Oy  Ox 

sont  à  la  base,  dans  les  deux  cas.  Cependant  la  correspondance 
n'est  pas  telle  fpie  l'une  des  théories  soit  seulement  l'image  de 
l'autre.  11  y  a  lieu  de  développer  chacune  d'elles  avec  la  méthode 
(pii  lui  est  propre.  JNIais  il  est  intéressant  de  montrer  comment  on 
peut  pa>;;sei*  de  l'une  à  l'autre.  Cette  idée,  (pii  avait  déjà  été  déve- 
lop|)ée  par  Picard  dans  son  Traité  cr .Analyse,  est  exposée  ici 
sous  une  forme  extrêmement  simple. 

La  représentation  conforme  d'une  aire  simplement  connexe  sur 
un  cercle  est  rattachée  à  la  théorie  précédente  par  ce  théorème  : 

Si  T  est  une  aire  simplement  connexe,  g  et  A  la  fonction  cor- 
respondante de  Green  cl  sa  conjuguée,  la  fonction 
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donne  la  représentation    conforme  de  Taire  T   sur  un  cercle  du 
plan  iv. 

On  énonce  ici  le  principe  de  Thompson-Dirichlet  et  le  théorème 
d'existence  correspondant,  et  Ton  expose,  avec  détails,  le  procédé 
alterné  de  Scliwartz  et  la  solution  qui  s'en  déduit  pour  le  pro- 
blème de  Dirichlet  relatif  à  une  aire  limitée  par  des  arcs  analy- 
tiques de  courbes.  Il  v  a  lieu  de  traiter  directement  le  cas  d'un 
triangle  formé  d'arcs  de  cercle  et  dont  les  trois  angles  sont  nuls. 
C'est  une  occasion  pour  introduire  les  réseaux  de  triangle  qui  ser- 
viront pour  les  fonctions  automorphes  et  en  particulier  la  fonction 
qui  intervient  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Picard  relatif 
aux  valeurs  d'une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier 
essentiel  isolé. 

Le  \  olume  se  termine  par  l'énoncé  du  problème  : 

Etant  donnée  la  relation 

où  /{^)  désigne  une  fonction  analytique,  exprimer  z  et  kv  par 
des  fonctions  uniformes  d' un  paramètre. 

Et  par  l'indication  des  conclusions  de  Poincaré  et  de  Ricin  sur 
celle  question.  E.  Lacour. 


RE  (A.  DEL).  —  Lezioxi  di  Ai-gehra  della  logica  ad  uso  degli  studenli 
délia  Facollà  di  Matematica  edi  Fillosofiae'  lettere  deltate  nella  R.  Urii- 
versilà  di  Napoli.  i  vol  in-8";  viii-io.(  pages.  Naples;  imprimerie  de 
l'Académie  des  Sciences;  190G. 

\  oici  le  sommaire  des  sujets  développés  successivement  par 
M.  Alfonso  del  Re  :  Notions  générales;  deux  systèmes  de  postu- 
lats; propositions  fondamentales;  loi  de  réciprocité  de  Peircc  et 
Schnider;  les  inclusions  logiques;  les  fonctions  logiques,  leurs 
développements  et  leurs  discriminants;  les  équations  logiques  et 
leurs  systèmes;  le  procédé  d'élimination,  le  résultant;  la  réso- 
lution  des  équations  logiques;    le    problème    général    de    Boole, 

Bull .  des  Sciences  matliém  .,  2*  série,  t.  XXXI.   (Juin  190-.)  ii 


i46  PREMIÈRE  PARTIE. 

niélhode  de  Johnson  et  mélhode  sjslémaliqiie  de  Scliruder  pour 
lésoudre  les  éqiialions  logiques. 

Tous  ces  sujets,  qui  s'enchaînent  d'ailleurs  naturellement,  sont 
susceptibles  d'être  présentés  sous  une  forme  vraiment  algébrique: 
c'est  à  ce  caractère  que  s'est  attaché  M.  Alfonso  del  Re  pour  les 
choisir  dans  l'ensemble  des  leçons  sur  l'algèbre  de  la  logique  qu'il 
a  données,  de  1902  à  1904,  à  l'Université  de  ^iaples.  L'exposition 
en  est  claire  et  attrayante;  M.  del  R.e  se  félicite  du  succès  et  des 
bons  résultats  de  son  enseignement;  les  qualités  du  professeur,  qui 
se  manifestent  dans  le  Livre,  expliquent  ce  succès. 

11  émet  dans  sa  préface,  sous  forme  dubitative,  une  idée  assez 
originale.  Les  oj)éralions  fondamentales  de  l'algèbre  de  la 
logique  sont  simples,  aisées  à  expliquer  et  à  comprendre;  elles 
supposent  très  peu  de  connaissances  mathématiques;  on  peut  les 
exposer  à  des  élèves  qui  savent  seulement  les  éléments  de  l'arilli- 
métique  :  l'algèbre  de  la  logique,  au  moins  lorsqu'on  ne  veut 
pas  aller  bien  loin,  est  plus  facile  que  l'algèbre  ordinaire.  Dès  lors, 
à  ces  élèves  qui  ne  feront  aucun  usage  professionnel  des  mathéma- 
tiques, qui  n'étudient  un  peu  celles-ci  que  pour  la  formation  de 
leur  esprit,  ne  vaudrait-il  pas  mieux  enseigner  l'algèbre  de  la 
logique  que  l'algèbre  ordinaire?  Il  paraît  tpie  la  connaissance  de 
l'algèbre  de  la  logique  peut  être  utile  aux  juristes,  et  que  cer- 
taines erreurs  imputables  à  notre  Cour  de  Cassation  ont  résulté 
de  l'ignorance  de  la  loi  de  Morgan.  Je  me  contente  de  transcrire 
la  question  de  M.  del  Re.  Je  crais  bien  que,  en  France,  on  ne 
s'occupe  plus  guère  de  la  théorie  du  syllogisme;  le  mot  ne  figure 
j)lus  dans  les  programmes  de  la  classe  de  Philosophie;  nos  bache- 
liers ne  savent  plus  sans  doute  ce  que  c'est  que  baroco,  ferio, 
camestres,  cclavent,  ou  felapton.  Si  on  leur  enseignait  tout  cela, 
il  vaudrait  peut-être  mieux  mettre  à  la  place  l'addition  et  la  rjiulti- 
plicalion  logiques,  avec  leur  double  inlerprélation,  voire  la  loi  de 
Morgan^  J.  T. 
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WHITEHEAD  (A.-N.).  — The  axioms  of  descriptivk  Geometry  (n"  o  des 
Cambridge  Tracts  in  Mathematics  and  matliematical  Physics).  1  vol. 
in-8";  viii-g4  pages.  Cambridge,  University  Press;   1907. 

Ce  petit  Volume  fait  suite  aux  .Axiomes  de  la  Géométrie  pro- 
jectile du  même  auteur,  dont  le  Bulletin  a  parlé  récemment  :  on 
j  trouvera  la  même  précision  et  le  même  esprit  philosopiiique. 
Cette  fols,  les  démonstrations  qu'il  a  fallu  supprimer,  pour  rester 
dans  le  cadre  fixé,  sont  peut-être  plus  nombreuses  et  plus  difficiles 
cpie  dans  leAolume  précédent;  mais  ici  encore,  si  le  lecteur,  après 
la  lecture  du  Livre  de  M.  Whitehead,  n'est  pas  en  possession 
complète  de  la  Géométrie  descriptive,  il  a  une  vue  d'ensemble  et 
sait  sur  quels  points  il  doit  porter  son  effort  pour  compléter  ses 
connaissances,  ce  qu'il  pourra  faire  avec  les  indications  bibliogra- 
phiques que  donne  l'auteur.  Bien  entendu,  ici  encore,  il  ne  s'agit 
pas  des  développements  dont  la  Géométrie  descriptive  est  suscep- 
tible, mais  des  fondements  sur  lesquels  elle  repose.  L'objet  propre 
de  l'auteur  est  de  convaincre  son  lecteur  cpie  les  fondements  qu'il 
décrit  suffisent  à  tous  les  développements  de  la  Géométrie. 

Entre  la  Géométrie  descriptive  dont  traite  j\L  Whitehead  et 
l'ensemble  des  règles  dont  ces  mots  éveillent  le  souvenir  chez  les 
compatriotes  de  Monge,  il  nj  a  rien  de  commun.  Un  mauvais 
plaisant  (pil  voudra  trouvera  tout  prix  un  rapprochement  entre  les 
deux  disciplines,  |)Ourra  faire  remarquer  qu'il  arrive  aux  droites 
d'une  épure  de  ne  pas  se  couper  dans  les  limites  de  cette  épure 
et  que,  en  limitant  ainsi  le  plan  au  |)apier  sur  lequel  on  dessine, 
on  a  l'exemple  d'une  géométrie,  où  deux  droites  d'un  plan  ne  se 
coupent  pas  nécessairement.  Or,  c'est  là  ce  qui  distingue  essen- 
tiellement la  Géométrie  descriptive,  dont  il  e>t  ici  cpiestion,  de 
la  Géométrie  projective,  où  deux  droites  d'un  plan  ont  toujours 
un  point  commun. 

L'auteur  développe  d'abord  la  suite  des  axiomes  de  AL  Peano,  où 
la  notion  «  entre  »,  qui  n'est  d'ailleurs  pas  définie,  tient  le  rôle 
essentiel,   et   la  suite  des   axiomes  de   AL   O.  Veblen  (')  dont   il 

(')  j4  System  of  axioms  for  Geometry  (  Trans.  of  t/ie  Amer.  math.  Soc, 
l.  V,  ,90',). 
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regarde  le  .Mémoire  coinine  le  tenue  où  onl  abouti  les  travaux 
de  MM.  D.  Hilberi,  E.-H.  Moore,  B.  Russell  et  de  xM.  Veblen  lui- 
même;  c'est  la  notion  d'ordre  qui  lient  alors  le  rôle  essentiel;  ni 
le  point,  ni  l'ordre  ne  sont  d'ailleurs  définis.  Il  montre  ensuile  le 
rôle  particulier  de  l'axiome  de  Dedekind,  comment  de  cet  axiome 
résidle  l'existence,  une  droite  et  un  point  extérieur  étant  donnés, 
de  deux  demi-droites  partant  du  point  et  ne  rencontrant  pas  la 
droite  donnée,  comment,  enfin,  s'introduit  alors  l'axiome  d'Euclide. 
Le  théorème  de  Desaigiies,  dont  l'énoncé  doit  être  modifié  pour 
la  Géométrie  où  les  droites  d'un  plan  ne  se  rencontrent  pas  néces- 
sairement, sert  de  moyen  pour  montrer  comment  l'introduction  de 
points  idéaux  permet  de  construire  un  espace  projectif  dont 
l'espace  descriptif  soit  une  partie  :  j'ai  fait,  plus  haut,  allusion  à 
ce  qu'une  région  convexe  d'un  espace  projectif  constituait  inver- 
sement un  espace  descriptif. 

M.  Whilehead  expose  ensuite  brièvement  quelcjues  points  de  la 
ihéoiie  des  groupes  continus  de  transformation,  indispensables 
pour  faire  comprendre  ce  qu'est  le  groupe  des  mouvements.  Sous 
le  tilre  /ixiome  de  la  congruence,  il  résume  les  deux  solutions 
(|ue  Sophus  [Je  a  données  du  problème  qu'il  a  désigné  sous  le 
nom  Aq.  problème  de  Riemann-Helniholtz. 

Partant  d'une  Iransformation  infinitésimale  du  groupe  projectif, 
il  montre  comment  il  faut  la  spécialiser  pour  avoir  une  rotation 
iiifiniiésimale.  L'étude  des  rotations  infinitésimales  l'amène  à  la 
notion  de  cette  forme  quadratique  à  lacpielle  on  a  donné  le  nom 
éabsolit  et  à  la  distinction  des  diverses  géomélries.  Enfin,  les 
notions  d'angle  et  de  dislance  sont  développées  dans  le  dernier 
Chapitre.  J.  T. 


WII.C'/YNSKI  (E.-J.).  —  Projectivk  differkntiai.  Gkomitry  of  ctryes 
AM)  RULEU  SURFACES.  I  voI.  in-8",  viM-9.98  pages.  (Tome  XVIII  de  la 
Teubner's  Sanimlung  von  Lehrbûchern  ouf  deni  Gebiele  der  ina- 
thernatischen  M'issenschaJ'irn  mit  I^i/iar/itiiss  iliren  An  (vendu  rii^en.) 
Leipzigr,  Teubnrr,  1904. 

L'objet  essentiel   de  M.  Wilczynski  est  d'exposer  les  proposi- 
tions géoméiricpies  concernaiil   les  courbes  et  les  surfaces  réglées 
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,nu\c|uelle.s  conduisent  les  propriétés  d'invariance  des  équations 
dirtérenlielles  linéaires,  ou  des  systèmes  de  pareilles  équations, 
lorsqu'on  regarde  les  coordonnées  homogènes  du  point  courant 
sur  la  courbe  comme  les  solutions  d'une  équation  dinéreniielle 
linéaire  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre,  suivant  qu'il  s'agit 
d'une  courbe  plane  ou  d'une  courbe  dans  l'espace,  et  qu'on  re- 
garde une  surface  réglée  comme  joignant  deux  points  correspon- 
dants de  deux  courbes,  les  coordonnées  homogènes  de  ces  points 
étant  les  solutions  d'un  système  de  deux  équations  différentielles 
linéaires  simultanées  du  second  ordre.  On  sait  assez  que  c'est  à 
Halphen  qu'est  du  ce  genre  de  considérations  pour  ce  qui  con- 
cerne les  courbes;  la  théorie  des  surfaces  réglées  a  été  développée 
par  M.  Wilczynski  lui-même,  dans  une  suite  d'intéressants  Mé- 
moires publiés,  à  partir  de  1901,  dans  les  Transactions  0/  the 
American  malhematical  Society.  Au  reste,  les  résultats  des 
lecherches  d'Halphen  et  de  divers  auteurs  qui  ont  enrichi  la 
matière  sont,  le  plus  souvent,  exposés  d'une  manière  qui  ajopar- 
lient  à  M.  Wilczvnski  et  le  sujet  est  développé  avec  le  souci  d'une 
grande  généralité  et  d'une  parfaite  unité  dans  la  méthode. 

Après  avoir  expliqué  ou  rappelé  les  notions  générales,  dues  à 
Sophus  Lie,  qui  dominent  toute  théorie  de  la  transformation  des 
équations  différentielles,  l'auteur  établit  la  forme  la  plus  géné- 
rale des  transformations  fjui,  appliquée  aux  variables  j'(,  j'o,  .  .  ., 
Va  et  X,  change  un  svstème  d'équations  différentielles  linéaires  ; 
où  X  est  la  variable  indépendante  et  où  y^^  y^,  .  •  -i  Vn  sont  les 
lonctions  inconnues  en  un  autre  système  d  équations  (lilléren- 
lielles  linéaires.  C'est  la  généralisation  de  celte  proposition  bien 
connue  :  pour  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n  >>  i 
entre  y  et  x,  la  seule  transformation  f]ui  reproduit  une  équation 
différentielle  linéaire  est  de  la  forme 

y  =  '/Axyr,,         .r  =/(;), 

en  désignant  par  q  la  nouvelle  variable   indépendante  et  i)ar  r.   la 
nouvelle  fonction  iriconnue. 

Cette  proposition  fondamentale  conduit  à  la  notion  des  inva- 
riants, covariants,  semi-invariants  d'une  équation  différentielle  li- 
néaire, théorie  qui  sera  reprise  un  peu  plus  tard  dans  sa  généra- 
lité, mais  ([uc  l'auteur  développe  d'abord  pour  une  seule  équation 
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diflérenlielle,  iifin  d'avoir  Ions  les  éléments  an;ilvlif|nes  nécessaires 
jionr  traiter  complètement  les  équations  du  troisième  ordre,  dont 
linterprélation  géométrique  constitue  ce  que  l'auteur  appelle  la 
Géométrie  différentielle  projecti^'e  des  courbes  planes.  Les 
éf|ualions  du  quatrième  ordre  et  la  Géométrie  différentielle  pro^ 
jecti^'e  des  courbes  de  l  espace  sont  renvoyées  à  la  fm  du  Volume, 
après  la  théorie  des  surfaces  réglées,  de  manière  à  permettre 
d'intéressants  rapprochements  avec  cette  théorie. 

Considérons  un  système  d'équations  linéaires  de  la  forme 


(A) 


y  ^Pv.y 


■Pi2- 


où/>i),  .  .  .,  q-yi  sont  des  fonctions  de  x,  et  un  système  fondamen- 
tal de  solutions  1),  y-ii  y^i  y\t  ~\i  ^2;  ~ii  ~->-,  c'est-à-dire  un  sys- 
tème de  solutions  tel  que  le  déterminant 

y\   y'i  y'i  y\ 

C,        ô.,       ^.,       z.^ 

yi    y-i    y-i   y; 

Z]  Z-i  Z-;^  Z'^ 

ne  soit  pas  nul  pour  la  valeur  initiale  .r  =  Xq  ;  les  points  dont  les 
coordonnées  respectives  sont  9  ,,  j-^,  j'.i,  j'.,  et  Zx,  5o,  :?;,,  z,,  dé- 
crivent deux  courbes,  dites  courbes  intégrales  du  système  ;  les 
points  de  ces  deux  courbes,  obtenus  pour  une  même  valeur  dej", 
se  correspondent.  Les  droites  qui  joignent  deux  points  correspon- 
dants forment  une  surface  réglée  dite  surface  intégrante  du 
système.  La  condition  D  ^  o  exprime  que  les  deux  tangentes  aux 
deux  courbes  intégrales,  en  des  points  correspondants,  ne  se  cou- 
pent pas.  Dire  que  D  ne  doit  pas  être  identi(|uemenl  nul,  revient 
à  dire  que  la  surface  intégrante  ne  peut  être  développable. 

Celte  surface  intégrante  reste  la  même  pour  ton»  les  systèmes 
d'équations  que  l'on  peut  déduire  du  [)i(iposé  (A)  par  une  trans- 
formation de  la  forme 


Y7 


;=/f.f), 


où  a,  |j,  Vj  0  sont  des  fonctions  de  ./•.  Il  est  à  |)eine  utile  de  dire 
que   la  suh^titiilion  iWxu    aulie  système  londanutital  de  solutions 
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au  système  doù  l'on  esl  |)arti,  revienl  à  effectuer  une  transforma- 
lion  homographiqiie  sur  les  courbes  intégrales  et  la  surface  inté- 
grante, el  que  l'on  regarde  comme  identiques  les  surfaces  telles 
que  l'on  puisse  ainsi  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  Iransfor- 
malion  homographique.  Une  équation  ou  un  système  d'équations 
cnlre  pi^ki  (Ji,/c,  p]  ki  •'••>  "^l^''  l'sslent  invariants  pour  une  transfor- 
mation de  la  forme 

7i  =  aj'+j3j,         :  =  77  +  0  3, 

où  a,  3,  V,  0  sont  des  fonctions  de  J7,  exprime  une  propriété  inva- 
liante  de  la  surface  intégrante. 

Il  est  naturel  d'intioduire  les  coordonnées  pluckériennes  :  les  six 
coordonnées 

w,A-  =  J7^A-  —  :-iyk        (i\  ^  =  ')  ■•'•,  3,  \  ) 

de  la  dioite  qui  joint  deux  points  correspondants,  vérifient  une 
même  équation  différentielle  linéaire 

où  Pq,  Pi,  ...,  l\i  sont  <Ies  fonctions  des /?//,,  r/ik-  D'ailleurs,  aux 
transformations 

z  =  -^y  -f-  0  ;;,  x  —  ;  (  J") 

correspondent  les  transformations 

(o  =  (  ao  —  ^Y )('-),         x  =  l(x  r. 

en  sorte  que  les  invariants  de  l'équation  différentielle  linéaire  du 
sixième  ordre  que  vérifient  les  coordonnées  pluckériennes  dune 
génératrice  de  la  surface  intégrante  coïncident  avec  les  invariants 
du  système  (AV 

Tel  est,  en  gros,  le  point  de  départ  de  M.  Wilczynski,  qui  ra- 
mène ainsi  l'élude  des  propriétés  diUerenlielles  ju-ojectives  d'une 
surface  réglée  à  l'étude  des  propriétés  invariantes  d'un  système  de 
deux  équations  différentielles  linéaires,  du  second  ordre,  ou  de 
celte  équalion  linéaire  du  sixième  ordre  dont  on  vient  de  parler. 
Il  a  su  en  tirer  de  très  riches  développements.  Signalons  en  parti- 
culier ceux  qui  conccrucnl  \a  JJrcnode  ru n'c,  c'est-à-dire  le  lieu 
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des  points  d'une  surface  tels  que,  par  chacun  d'eux,  on  puisse 
mener  une  tangente  à  la  surface  qui  rencontre  celle-ci  en  quatre 
|)oints  confondus,  \^  jleciiode  surface  lieu  des  tangentes  dont  on 
vient  de  parler,  la  fîecnode  congruence  d'une  surface  réglée, 
formée  par  l'ensemble  des  génératrices  des  hjperboloïdes  oscula- 
teurs  à  cette  surface  réglée  le  long  de  ces  diverses  génératrices, 
les  développables  et  les  surfaces  focales  de  cette  fîecnode  con- 
gruence, etc. 

Les  divers  Chapitres  sont  suivis  d'exercices,  dont  les  uns  sont 
de  simples  exemples  que  le  lecteur  traitera  avec  plaisir  pour  se 
iamiliariser  avec  la  théorie  qu'il  vient  d'étudier;  d'autres  sont  de 
véritables  sujets  de  recherche.  J.  T. 


MELANGES 


SUR  DE  NOUVELLES  APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES   RÉSIDUS  ; 
Par  m.  a.  BUHL. 

1.  Je  me  propose  d'indiquer  dans  ce  petit  Mémoire  (  ')  comment 
certaines  transformations  de  l'intégrale  classique  de  Cauchv,  trans- 
formations nées  de  la  considération  préliminaire  d'une  intégrale 
double,  permettent  des  applications  de  la  théorie  des  résidus  à 
d'autres,  assez  diverses  en  apparence,  telles  que  la  théorie  des 
séries  sommables  de  M.  E.  Borel,  une  généralisation  de  ladite 
théorie,  une  autre  forme  de  celle  des  développements  en  séries  de 
fractions  rationnelles,  etc.  Cela  relie  d'ailleurs  ces  diverses  théories 
d'une  façon  digne  de  remarque. 

Soient  F(.r)  une  fonction  uniforme  et  C  un  ceixle  avant  son 
centre  à  l'origine.  Les  points  singuliers  de  F  pourront  être  répar- 

(')    Le  présent  Mémoire  est    le    développement   d'une    Note    insérée  dcins    les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Science»,  le  2  avril  i<j"7. 
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lis,  pour  le  moment,  aussi  bien  dans  C  qu'à  rexlérieur  et,  sous  la 
seule  condition  |  a:  |  -<  |  -^  |,  on  aura 

I       r¥{z)dz  \       r r^        /i        ^        ^^  \    , 

^'  f.injf^    z  —  x  ■ilT.J^,  '  \z        z2        ^3  y 

La  série  du  second  membre  élaut  convergente  ou  non  je  consi- 
dérerai les  sommes 


■2.1T,J^  \Z  Z'-  Z'^^^  I 

2JTr   A, 


iz 

C 


Soit  maintenant  la  fonction  auxiliaire  de  trois  variables  com- 
plexes y(^,  ^,  ^).  En  considérant  un  cercle  F  le  long  duquel  on 
peut  intégrer  par  rapport  à  J^  et  pour  |  ^  |  <<  |  Ç  |,  j'aurai 

Je  désignerai  |)ar  c^,  c, ,  c-.>,  ...  les  termes  de  la  série  ainsi  ob- 
tenue. 

On  aura  immédiatement 

et,  en  s'appuyant  sur  les  identités 

n  =  0 

I  a:  ^(5  —  a?) 


vraies  si  |  ^  |  <^  j  J^  |  et  si  |  ça:  |  ■<  |  !Ç:;  |,  ce  qui  est  précisément  réa- 
lisé, on  a  finalement 


0       y.„,„=('^y/Y-î^i^4^^ 


Telle  est  la  formule  fondamentale  qu'il  s'agissait  d'établir.  Elle 
est  bien  remarquable  par  sa  simplicité  et  son  élégance,  mais  jus- 
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(|u'lcl  rien  ne  permet  de  lui  aUribtier  plus  (ju'une  valeur  formelle, 
car  on  peut  se  demander  si  les  deux  membres  seront  toujours  finis 
ou  infinis  en  même  temps. 

2.  Cas  où  ¥  est  holomorphe  dans  C.  —  Dans  ce  cas  l'intégrale 
double  de  (3)  se  réduit  immédiatement  à  une  intégrale  simple,  car 
l'intégration  en  :;  est  immédiatement  possible  en  ne  tenant  compte 

que  du  pôle  simple  z  =  ^  qui,  d'après  les  livjîotlièses  faites  plus 

haut,  est  forcément  dans  C.  On  a  ainsi 

n  =  0 

Celte  facilité  de  l'inlégration  en  ;  poiie  immédiatement  à  se  de- 
mander si,  moyennant  de  nouvelles  hypothèses,  on  ne  pourrait  pas 
inlégrer  aussi  facilement  par  rapport  à  ^.  Pour  cela  il  faudrait  que, 
tout  au  moins  pour  de  certaines  valeurs  de  ;  et  de  x,  l'expres- 
sion F/ -^  jy(J^,  ^,  .zr)  puisse  être  considérée  comme  une  fonction 

de  "C,  holomorphe  dans  F. 

On  peut  essayer  de  réaliser  celte  condition  j)ar  un  choix  con- 
venable dey. 

Observons  que,  si    F,  holomorphe  dans  C,  admet  hors  de   ce 

cercle  des  singidarités  c/a,  F(  ^  j  admettra  comme  singularités  les 

poinls  vA=  — »  touiours  dans  1  . 
'  -  «A  •' 

Prenons  d'abord  le  cas  où  les  'Ck  sont  des  pôles  simples,  lesquels, 
bien  entendu,  s'ils  sont  en  nombre  infini,  pourront  avoir  au  moins 
un  point  limite  dans  F. 

Si  l'on  calcule  le  second  membre  de  (4)  pai"  la  théorie  ordinaire 
des  résidus,  on  arrive  sans  peine  à  la  formule 


5)      F(r)=y£^+V'liiW 


où  l'on  suppose  qne  y  est  une  fonction  holomorphe  dans  F  de  la 
seule  variable  ^.  Remarquons  que,  d'après  les  hApoihèses  faites 
précédemment,  |  .r  I  <  [  «^  ]  quel  que  soit  A;  le  rapport  de  ces  deux 
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inoiliiles  poiiira  iiit'me  lendrc  vers  zéro  lorsque  les  points  «a  s'éloi- 
gneront de  plus  en  plus  de  G. 

Supposons  maintenant  que  pour  \  \    croissant  indéfiniment 

dans  de  certaines  directions  le  quotient  de  fi  —  j  par  f{\) 

tende  vers  zéro;  la  lorniule  (5)  pourra  se  réduire  alors  à 

(6)  F{x)  —  Um  j-j-  2_,c„Sn. 

/i=0 

C'est  la  formule  que  M.  Borel  place  à  la  base  de  sa  théorie  des 
séries  divergentes  sommables.  En  l'établissant  par  le  pi'océdé  pré- 
cédent on  voit  nettement  comment  on  doit  choisir  la  fonction 
auxiliaire  y.  On  comprend  d'abord  que  la  propriété  soulignée  sera 
présentée  avec  le  maximum  de  simplicité  par  des  fonctions  entières 
à  croissance  régulière.  Si  l'on  prend  la  fonction  exponentielle 
elle-même,  le  résultat  est  immédiat.  On  a  en  eÀïel 


La  partie  réelle  de  H( 1)  est  alors 

P     cosO     ; I     —  sinO :; 

L  V        «l-l  +  «A-2  /  V         «Âl-+-«Â-2        /J 

et  le  rapport  (^)  tendra  vers  zéro  quel  que  soit  a/i,  quant  o  croîtra 
indéfiniment,  si  le  crochet  coefficient  de  o  reste  négatif.  Cela  re- 
vient à  considérer  la  droite  en  j?, ,  j'o  obtenue  en  égalant  ce  crochet 
à  zéro  et  à  spécifier  que  le  point  .r  devra  toujours  rester  d'un 
même  côté  de  cette  droite,  laquelle  passe  par  le  point  a/s  et  a  pour 
coefficient  angulaire 

a^i  cosô  -4-  a/,2sin  6 


(7) 

e"*  :  el 

Soient  de  plus 

Ç  =  p(c()sO  -t- 

-  i  sinO),         X  = 

tanirB 


a/iisinO  —  a^zCGSÔ 


Comme,  en  général,  il  y  aura  plusieurs  points  ak-,  x  sera  fina- 
lement enfermé  dans  un  certain />o/)'^o/ie  de  sommabilité.  Donc, 
si  dans  la  formule  (6)  on  fait  varier  les  directions  d'argu- 
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ment  8  dans  lesquelles  \  va  à  Vinfmi,  les  côtés  du  polygone  de 
sonimabilité  tournent  autour  des  points  fixes  a^- 

D'ailleurs  l'égalité  précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme  bien 
simple  et  bien  remarquable  à  cause  de  l'interprétation  géomé- 
trique évidente 

tanir(0  -f-  6  )  =  —  —'  • 

La  méthode  de  M.  Borel  consiste  à  envoyer  \  à  l'infini  sur  l'axe 
réel  et  dans  le  sens  positif.  Donc  B  =  o  et  les  côtés  du  polygone 
sont  perpendiculaires  aux  I^aI-  C'est  là  l'origine  d'une  méthode 
de  prolongement  analytique,  car  la  condition  |a:l-<|«Al  n'in- 
tervient pas  dans  tout  ceci.  La  série  (i)  peut  diverger  sans  que 
l'on  cesse  d'avoir  |  ç  |  -<  |  ^  |   et  |  ;.r  |  <^  j  ^:;  |. 

L'avantage  de  la  méthode  jjrécédente  est  de  donner  la  for- 
mule (5)  plus  générale  que  (6)  et  qui  montre  quelle  est  la  nature 
de  la  différence  entre  les  deux  membres  de  (6)  quand  le  passage  à 
la  limite  n'est  pas  encore  effectué.  Cette  difierence  met  en  évidence 
les  infinis  de  F(x). 

A  ce  propos,  remarquons  que  (5)  peut  donner  comme  cas  par- 
ticuliers des  formules  plus  élémentaires  et  plus  connues. 

Ponr/(ç)  =  \P,  on  a 

F(:r)  =  F(o)-4-F'(o)^  ^.  .  .+ F'/')(  o  )  ^' 

^ ^  \ak) .  -i—ak 

k 

ce  qui  est  immédiat  en  appliquant  la  méthode  de  Cauchv  à  l'inté- 
grale 

rF(^)-F(o)-...-F;/''(o)^' 


-P+-i(  ~  _  .r) 


s/' 
dz 


supposée  nulle  le  long  d'un  contour  grandissant  indéfiniment  dans 
toutes  les  directions. 

3.  Revenons  maintenant  au  cas  général  signalé  au  paragraphe 
précédent  après  l'obtention  de  la  formule  (4)-  Imaginons  que 
dans  cette  formule  on  s'astreigne  à  choisir  /  de  telle  façon  cjuc 
l'on  ail 
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H  élanl  holomorphe  dans  T  par  rapport  à  s  tout  au  moins  pour 
des  valeurs  bien  déterminées  de  ^  et  de  .r.  Dans  ces  conditions 
rinlégration  par  rapport  à  Z,  est  inimédiale  et  conduit  à  la  for- 
mule 

(8)  F(^j  '  "^ 


/•^  l-r) 


qui  n'exige  plus  aucun  passage  à  la  limite  et  qui  se  dififérencie  en 
outre  de  celle  de  M.  Borel  p;ir  ce  fait  que  la  variable  x  (îguredans 
les  coefficients  c„.  Remarquons  que  la  détermination  de  ces  coef- 
ficients sera  presque  toujours  laborieuse  et  délicate.  Ils  ont  en  effet 
pour  expression,  d'après  le  second  membre  de  (2), 


c„  = 


t.i: 


&) 


y/i-t-i 


<; 


or  F(  ^  ]  aura  en  général  des  pôles  ^/f=  —  q^ii  seront  de  simples 

zéros  non  singuliers  pour  le  quotient  qui  figure  dans  l'intégrale 
précédente;  mais,  toujours  en  général,  les  pôles  Ç^  auront  au  moins 
un  point  limite  dans  F  lequel  pourra  présenter  le  caractère  d'in- 
déleimination  qui  distingue  un  point  essentiel.  El,  comme  une 
singularité  de  cette  nature  existe  aussi  bien  pour  Tinverse  de  F  que 
pour  F,  le  calcul  de  c«  exigera  la  considération  de  résidus  de  points 
essentiels.  Cette  difficulté  disparaît  évidemment  si  F{x)  est  une 
fraction  rationnelle,  car  le  nombre  des  pôles  sera  alors  limité  et  je 
terminerai  par  une  application  très  simple  de  la  formule  (8)  envi- 
sagée dans  ce  cas  particulier. 
Soient 


F{x) 


d'où 


È.r\-' 


et 

m  étant  un  entier  positif  quelconque.  On  aura 

/  I  \  "'  m    \         m(  m  —  1  )    i 
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les  termes  de  ce  développemenl  hinomial  élanl  précisémenl  Co, 
C|,C2,  ...  ainsi  qu'on  le  vérifie  facilemenl.  D'autre  part  Sq,  s,, 
s-,,  ...  sont 


I,  I  -T-  .r,  \-^X-r-X' 

On  doit  donc  avoir 

m    I  m(  m  —  i  )     i 

i.i — (i-T-j*)-; —  [\  -^  X  -^  X-  ) 

I  \    X  I  .  V.  .r  ' 

ce  que  l'on  vt'iilie  iinni('dialement  pour  //*  =  i,  ?.,  3,   .  .  . 


LE  MONUMENT  D'ABEL. 


Lors  du  Centenaire  d'Abel,  le  montle  entier  a  lénioigné  par  sa 
grandiose  participation  en  quelle  haute  estime  on  avait  ce  génie 
transcendant. 

Au  moment  où  ils  se  disposent  à  lui  élever  un  monument  digne 
de  lui,  ses  compatriotes  ont  cru  ne  pas  devoir  donner  à  leur  ma- 
nifestation un  caractère  exclusif,  mais  ont  trouvé  qu'ils  rendraient 
mieux  hommage  au  caractère  international  de  l'œuvre  d'Ahel,  en 
conviant  les  mathématiciens  des  autres  nations  à  collaborer  avec 
les  Norvégiens. 

Le  monument,  qui  aura  lo'"  de  hauteur,  est  achevé  en  plâtre, 
et  prêt  à  être  coulé  en  bronze.  Il  est  dû  au  ciseau  de  Gustav  ^  ige- 
land,  le  premier  des  sculpteurs  norvégiens.  Sur  un  haut  piédestal 
planent  deux  génies  de  taille  gigantesque  sur  le  dos  desquels  repose 
le  jeune  voyant,  dont  les  traits  rendent,  en  une  mâle  adaptation, 
ceux  de  rillustrc  Abel.  (^elle  œuvre  a  excité  l'admiration  de  con- 
naisseurs distingués,  même  en  dehors  des  limites  de  la  jXorvège. 

Il  s'agit  ici  de  la  mémoire  d'un  homme  par  lequel  la  Norvège  a 
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apporté  une  part  conlribulive  tout  à  fait  unique  à  l'œuvre  scîenli- 
fique  de  tous  les  pays  et  de  tous  les  âges  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  adressons  eu  toute  confiance  à  l'ensemble  du  monde  savant. 

Kristiania ,  mars  1907. 

W.  C.   BROGGER.     Elung  HOLST. 
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TARRY  (G.).  —  Tablettes  des  cotes  relatives  a  la  base  20  58o  des  fac- 
teurs PREMIERS  d'un  XOMBRE  INFÉRIEUR  A  N  ET  NON  DIVISIBLE  PAU  U,  3,  j, 
OU  7.  Première  Partie  :  N=  317-=  100489.  6  Tablettes.  Paris,  riaiithier- 
Yillars,  1906. 

Soit/?  lin  nombre  premier  cjiii  ne  divise  pas  2o58o,  c'est-à-dire 
autre  que  2,  3,  5,  7;  soit  a  un  nombre  tel  que  9,o58ort  —  i  soit 
divisible  par  p;  le  reste  minimum  (positif  ou  négatif)  de  la  divi- 
sion de  ka  par  p  est  ce  que  M.  Tarry  appelle  la  cote  du  nombre  k, 
relative  à  la  base  2()58o,  pour  le  nombre  premier  p.  Une  disposi- 
tion ingénieuse,  où  interviennent  des  Tablettes  pleines  et  des  Ta- 
blettes grillées,  permet  de  trouver  les  cotes  d'un  nombre  inférieur 
à  100489  pour  les  61  nombres  premiers  de  1  i  à  3i3,  et,  par  là, 
de  trouver  très  ra[)idement  les  facteurs  premiers  de  ce  nombre. 
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Théorie  der  algebraischen  Zalilkihper. 

Ces  Leruiis  sont  bien  faites  pour  éveiller  et  développer,  chez 
ceux  qui  les  étudieront,  le  goût  de  la  théorie  des  nombres  et  de 
r Algèbre  :  elles  sont  d'une  lecture  facile  et  agréable;  elles  intro- 
duisent vraiment  le  lecteur  dans  la  belle  théorie  des  corps  numé- 
riques. L'auteur  a  voulu  se  borner  aux  corps  ([ua(batiques  et 
cubiques;  mais  il  est  possible  de  faire  ressortir  les  idées  générales 
sur  ces  deux  cas  particuliers  et  M.  Sommer  n'a  rien  négligé  pour 
cela.  F.tudier  des  exem|jles  simples  et  précis,  que  Ton  puisse  traiter 
jusqu'au  boul,  mais  en  ayant  en  vue  les  idées  générales,  montrer 
ces  idées  générales,  en  faire  picssenlir  les  développements  ulh'- 
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rieurs,  c'osL  la  Ijoniie  int-lliode  de  toiil  cnseignemenl  (|iii  veiil  èlre 
à  la  fois  éléincnlairc  cl  élevé.  D'un  anlre  coté,  les  dilliciillés  (|iie 
présente  une  exposition  générale  du  sujet  sont  capal)les  d'éloigner 
un  débutant  :  celui-ci  abordera  plus  volontiers  ces  difficultés  (juand 
il  se  sera  familiarisé  avec  le  sujet  et  (pi'il  comprendra  rimportance 
et  la  beauté  des  cpiestions  devant  lescpielles  elles  se  dressent.  Pour 
les  corps  quadratiques,  on  peut  dire  qu'elles  n'existent  plus,  grâce 
aux  travaux  de  MM.  Hurwitz,  Minkowski,  Hilbert.  Ce  dernier,  en 
particidier,  a  fait  sur  ces  corps  et  les  applications  au  dernier  théo- 
rème de  Fermât  un  cours,  en  1897-1898,  que  M.  Sommer  déclare 
avoir  beaucoup  utilisé.  Au  reste,  il  n'est  pas  douteux  (ju'un  iuléièl 
particidier  s'attache  aux  corps  (piadratiques  et  il  est  tout  naturel 
que  la  plus  grande  partie  des  leçons  leur  soient  consacrées.  Le 
court  Chapitre  consacré  aux  corps  cubiques  rj'en  est  pas  moins  très 
instructif,  par  la  façon  même  dont  on  voit  la  généralisation  se 
faire.  Je  serais  étonné  si  les  lecteurs  de  M.  Sommer,  ai-rivés  au 
bout  de  son  Livre,  n'avaient  pas  le  désir  d'aborder  les  théories 
générales,  auxquelles  ils  sont  parfaitement  préparés. 

L'auteur  a  grand  soin  de  donner  les  renseignements  historiques 
importants,  de  relier  les  idées  autant  qu'il  est  possible,  et  de  les 
préparer.  Par  exeinple,  avant  de  définir  ce  qu'est  un  idéal,  et  afin 
de  faire  pressentir  quel  est  le  but  de  l'introduction  des  idéaux,- il 
observera  que  si,  au  lieu  de  l'ensemble  des  nombres  entiers,  on 
considérait  seulement  l'ensemble  des  nombres  entiers  de  la  forme 
4 /i  +  1 ,  lesfpiels  forment  un  groupe  relativement  à  la  multipli- 
cation, si  l'on  conservait  la  délinition  habiluelle  de  la  division,  et 
si  l'on  regardait  comme  pieniiers  les  nombres  qui  n'admettent 
pas,  en  dehors  d'eux-mêmes  et  de  ruiiilt',  de  di\iseurs  appartenani 
à  l'ensemble  considéré,  c'est-à-dire  de  la  forme  4  /'  -h  1 ,  la  décom- 
position de  certains  nombres  entiers  en  facteurs  premiers  pourrait 
se  faire  de  plusieurs  manières,  par  exenq)Ie  : 

Gy3  =  -2 1 . 3'j  —  9 .  77. 

J^e  caractère  univoque  ilc  la  déccunpoMlion  ne  s  Obtiendra  cpi  en 
adjoignant  les  nondjies  .>  et  ^  à  l'ensendjle  îles  nombres  et)nsi- 
déré.  C'est,  de  même,  ladjonelion  des  idcau.v  (pii  pernieltia  de 
retrouver,  j)Ourles  entiers  algébriques,  la  déi'onq)osilion  iin!\oque 
en  laeteuis  premiers. 
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Ajoutons  que  la  lecltire  du  Livre  de  M.  Sommer  ne  suppose 
que  des  connaissances  1res  élémenlaires  d'Arithmétique  et  d'Al- 
gèbre. L'auteur  a  même  pris  soin  de  résumer  dans  un  Chapitre 
préliminaire  les  propositions  fondamcnlales  sur  la  divisibilité,  le 
nombre  de  nombres  premiers  à  un  nombre  donné  et  inférieurs  à 
lui,  le  liiéoiéme  de  Fermât,  etc.  Enlin  des  exemples  numériques 
sim|)les  éclairent  conlinuellement  la  ihéorie. 

Il  nous  reste,  après  avoir  essayé  de  caractériser  ces  leçons,  à  en 
analyser  rapidement  le  contenu. 

Après  avoir  défini  le  corps  cjuaclr(iti(jnc  l,{\  ni) ,  oii  m  e^\  un 
entier  rationnel  quelconque,  c'est-à-dire  l'enseuddi;  des  noud)res 
de  la  forme  u  +  r  \//«,  où  u,  c  sont  des  nond)res  rationnels,  et  les 
entiers  quadratiques  de  ce  corps,  c'est-à-dire  les  nombres  de  ce 
corps  qui  sont  racines  dune  équation  du  second  degré,  à  coefli- 
cienls  entiers,  dans  laquelle  le  coefficient  de  x-  est  i,  après  avoir 
introduit  quelques  notions  fondamentales,  comme  celle  de  norme 
dun  nombre  quadratitjue,  de  base  et  de  déterminant  <\\\n  corps, 
on  observe  de  suite  que  l'algorithme  d'Euclideet  ses  conséquences 
relatives  à  la  divisibilité  ne  s'a|)pliquent  |)as  à  tous  les  corps  qua- 
draliques  et  <pie,  ])ar  exemple,  dans  le  corps  /,(y  —  5),  la  décom- 
position en  facteurs  (]uadiati(pi{'S  indécomposables  peut  s'ellecluer 
lie  diverses  façons. 

Un  idéal  d'un  corps  k[\^'m)  est  un  ensemble  (infini)  d'entiers 
de  ce  corps  tel  que  toute  combinaison  linéaire  des  éléments  de 
cet  ensemble,  dont  les  coefficients  sont  des  enliers  du  corps, 
appartienne  aussi  à  l'ensemble.  Parmi  les  idéaux  d'un  corps,  il  v 
a  lieu  de  consid(''rer  les  idéaux  princ-ipniix  (^llauptideate)  dont  les 
élémenls  sont  tous  des  multq)les  d'un  même  élément.  J^e  produit 
de  deux  idéaux  est  l'idéal  dont  les  éléments  s'obtiennent  en  mul- 
tipliant chaque  élément  de  l'un  des  facteurs  par  chacpie  élément 
de  l'autre.  La  définition  de  la  multiplication  entraîne  celle  de  la 
divisibilité,  puis  celle  de  la  congruence  entre  deux  entiers  du 
corps  par  rapport  à  uu  idéal  d'un  corps;  elle  signifie  que  la  difle- 
rence  des  deux  entiers  appartient  à  l'idéal.  Lu  idéal-unité  d'un 
corps  {Einheilideal  )  contient  le  nombre  i  ou  un  entier  quadra- 
lifpie  qui  divise  i.  Un  primidéal  est  un  idéal,  (pii  n'est  pas  un 
idéal-unité,  et  qui  n'est  dlvi^iblo  que  par  lui-memc  ou  par  un 
i(l«''al-unité.   l  n    idéal    n'est   déeomposablc    (pie  d  une  seule   façon 
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en   piimidéaux.    C'est  à   M.  Il.irwlu  (|u'esl  due  la  déinonslrulioii 

simple,  dans  le  eas   d'un  coip^  quad.aliqne,  de   ce  lliéorèn.e  fon- 

damental. 

La  notion  d'idéaux  érjuUaleiUs.  d'idéauv  ([ui  deviennent  iden- 
tiques quand  on  les  multiplie  respeclivement  par  des  entiers  con- 
venables du  corps  considéré,  conduit  à  la  notion  Aes  classes 
d'idéaux,  dont  tous  les  éléments  sont  des  idéaux  équivalents. 
Pour  un  corps  quadratique  donné,  il  n'y  a  qu'un  nombre  (ini  de 
classes  d'idéaux.  La  démonstration  résulte  aisément  du  théorème 
de  M.  Minkowski,  sur  les  systèmes  de  n  formes  linéaires  à  ii  va- 
riables, de  déterminant  égal  à  i ,  en  vertu  duquel  il  j  a  toujours 
un  système  de  valeurs  rationnelles  entières  attribuées  aux  varia- 
bles, telles  que  les  valeurs  absolues  des  formes  soient  toutes  égales 
ou  inférieures  à  i.  Cette  proposition,  dans  la  Géométrie  der 
Zahleti  de  M.  Minkowski,  résulte  de  théorèmes  plus  généraux,  à 
forme  géométrique,  dans  l'espace  à  ii  dimensions  :  M.  Hilbert  en 
a  donné  une  démonstration  directe,  d'un  caractère  simple,  que 
reproduit  ^L  Sommer. 

Celui-ci  développe  la  suite  des  généralisations  qui  Iransporlenl, 
dans  la  théorie  des  idéaux,  les  propositions  fondamentales  de  la 
théorie  des  nombres;  la  fonction  analogue  à  l'expression  cp(/î)  des 
nombres  premiers  à  n  et  inférieurs  à  lui,  le  théorème  de  Fermai 
pour  les  idéaux,  les  racines  primilives  d'un  primidéal,  les  con- 
gruences  linéaires  suivant  .m  idéal.  Puis  vient  la  généralisation  du 
symbole  de  Legendre,  pour  un  corps  quadratique,  la  générali- 
sation de  la  loi  de  réciprocité;  la  définition,  d'après  M.  Hilbert, 
des  sysl'emes  de  caractères  d'un  idéal,  le  groupement  en  espèces 
des  classes  d'idéaux    pour    lesquelles    les    systèmes  de  caractères 

sont  les  mêmes,  etc. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  à  des  applications  ;  c'est  d'a- 
bord l'extension  du  théorème  de  Fermât  sur  l'impossibilité  de  la 
résolution  en  nombres  entiers  île  l'équation 

aux  entiers  des  corps  respectifs  ki^^'^^S)  et  Â(v=7)  pour  //  =  3 
et  n  =  /i:  puis  un  important  par.gi  apl.r  sur  la  correspondance  entre 
les  formes  (piadratitpios  et  le-,    id.aux.  eu   particulier,  sur  la   mul- 
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linlicalion  des  itléaiix  et  la  coniposilion  des  formes;  l'aiileur  traite 
enlin  de  la  représentation  géométrique  des  idéaux. 

Ainsi  qu'on  l'a  dit  plus  liant,  létnde  des  corps  cubiques  est 
traitée  d'une  façon  beaucoup  moins  complète.  Cette  étude  sera 
toutefois  très  utile  au  lecteur,  parce  quelle  fait  nécessairement 
ressortir  ce  (pril  y  a  de  très  particulier  dans  les  corps  quadra- 
tiques, et  qu'elle  fait  vraiment  apparaître  les  métliodes  générales; 
M.  Sommer  s'est  d'ailleurs  limité  aux  questions  qui  ne  présentent 
pas  de  grandes  difficultés.  Ainsi,  il  n'a  parlé  ni  de  la  loi  de  réci- 
procité, ni  de  la  division  en  espèces. 

Il  revient  enfin  aux  corps  quadraticpies,  pour  introduire  l'im- 
portante notion  des  corps  relatifs.  Si,  dans  un  corps  quadra- 
tique /i"(y'/;i),  on  part  d'un  entier  ui  de  ce  corps  qui  ne  soit  pas 
un  carré,  on  peut  construire  un  corps  quadratique  K  relatif 
à  A(y//?i),  en  faisant  jouer  aux  éléments  de  k[sj m)  le  même  rôle 
qu'aux  nombres  rationnels  pour  la  construction  de  k\J ni\  c'est- 
à-ilire  que  les  éléments  de  K.  seront  des  nombres  de  la  forme 
a4-|jy/'jL,  en  désignant  par  a,  3  des  nombres  quelconques  de 
k\\' m).  Les  notions  fondamentales  d'entier,  de  base,  de  norme, 
d'idéal,  etc.,  se  transportent  facilement  dans  le  corps  K.  Le 
l)ut  essentiel  de  M.  Sommer  est  île  faire  pénétrer  un  peu  le  lec- 
teur, en  lui  donnant  des  exemples  numérupies,  dans  les  recherclies 
de  ^L  Hilhert  sur  l'extension  de  la  loi  de  réciprocitc",  sur  le 
calcul  des  nombres  de  classes,  etc. 

Le  IJvre  se  termine  par  une  Taljle  reialive  aux  corps  (piadra- 
liqucs  k\\l m),  imaginaires  ou  réels,  pour  lesquels  le  nombre  fon- 
damental m  est  un  entier,  négatif  ou  positif,  n'admettant  point  de 
diviseur  carré,  et  dont  la  valeur  absolue  est  moindre  que  loo.  On  j 
trouvera  la  base  la  plus  simple,  le  discriminant,  les  idéaux  non 
équivalents  dont  la  norme  est  inférieure  à  la  valeur  absolue  de  la 
racine  carrée  du  déterminant,  l'énumération  des  classes  el  des 
espèces,  avec  leurs  systèmes  de  caractères.  J.   1. 


i(,(,  i'i;i;Mir.i!i:  l'Airni:. 


SâL.MON  (G.).  —  Anai-YTiscue  Geomicthie  di;u  Kk(;kls(:iimtte  mit  beson- 
clerci"  Berûcksiclitiguiig  der  neueren  Melhoden.  fioi  bearbeilel  von 
IV.  Fiedler.  Siebente  Audage.  Ersler  Theil.  i  vol.  iii-8";  xxxiv-4n 
pages.  Leipzig,  Teiii)iiei-,  1907. 

u  {]v\  liomnie  est  exilé  dans  une  ile  déseilc  :  il  ne  |)eul  einpoilcr 
(jue  trois  livres;  quels  livi-es  doil-il  choisir?  f^a  Bible,  Shakes- 
peare el  les  Coniques  de  Salinon.  »  C'est,  paraît-il,  une  réponse 
légendaire  qu'on  s'est  longtemps  racontée  à  Cambridge.  Je  ne  sais 
si  elle  y  a  cours  encore,  et  il  se  j)eut  que,  dans  d'autres  pays,  on 
recommande  d'autres  choix.  Mais  il  y  a,  sûrement,  bon  nombre 
de  mathématiciens  un  peu  Agés  qui,  s'ils  fcuillellent  cette  septième 
édition  du  S aimon-F iedler ,  se  rappelleront  leur  jeunesse,  le  vif 
plaisir  qu'ils  ont  eu  à  lire  le  Traité  des  sections  coniques,  à  en 
développer  les  ingénieux  exemples,  à  s'initier  à  ce  cpii  était  vrai- 
ment alors  des  niélhodes  nouvelles;  quoiqu'il  n'ait  plus,  sans 
doute,  le  même  intérêt  de  nouveauté,  ce  livre-là  est  encore  de 
ceux  qui  peuvent  contribuer  à  faire  aimer  les  Mathématiques  aux 
jeunes  gens,  et  il  convient  de  bien  accueillir  cette  nouvelle  édi- 
tion, la  première  que  n'ait  pu  voir  l'auteur,  qui  s'est  éteint  en 
1903,  à  l'âge  de  ([uatre-vingt-cinq  ans.  En  tète  du  Livre,  M.  Fied- 
ler a  retracé  la  vie  et  caractérisé  l'œuvre  mathématicpie  de  Georges 
Salmon.  L'émotion  qui  perce  dans  ces  pages  montre  bien  quelle 
amitié  l'unissait  au  mathématicien  dont  il  a  tant  contribué  à  faire 
connaître  les  Ouvrages  sur  le  continent.  .1.  T. 


COiMl'TKS  lUiNDUS  Kl   ANALYSES.  167 


CHARBOXMER  (Commandant  P.).—  Balistique  extérielrk  rationnelle. 
PiiOBLÈMES  BALISTIQUES  SECONDAIRES  {Encyclopédie  scientifique  :  Biblio- 
lliéque  de  IMécanique  appliquée  et  Génie).  1  vol.  in-S"  jésus,  de  4oo  pages. 
Paris,  Doin,  1907. 

En  rendant  compte  dernièrement  du  premier  Volume  de  cet 
Ouvrage  (')j  nous  expliquions  comment  le  commandant  Char- 
bonnier avait  SU  faire  de  la  Balistique  extérieure  une  science  ana- 
logue à  la  Mécanique  céleste,  et  ceci  justifie  l'appellation  qu'il  lui 
donne  de  «  branche  terrestre  de  l'Astronomie  ».  C'est,  pour  celte 
branche,  le  calcul  des  pcrlarbalions  que  nous  apporte  le  Volume 
qui  vient  de  paraîti'C. 

Ces  perturbations  peuvent  élrc  rattachées  à  trois  causes  dis- 
linctes  :  VAtmosplière,  la  Terre,  le  Projectile;  d'où  les  trois 
J^ivres  dont  se  compose  le  Volume,  chacun  d'eux  étant  d'ailleurs 
subdivisé  en  trois  Cliapitres. 

Le  Chapitre  I  envisage  les  elTets  de  la  variation  de  la  densité  de 
l'air  avec  l'altitude.  Il  résulte,  dans  son  entier,  de  rechercbes  ori- 
ginales de  l'auteur.  La  discussion  très  serrée  du  mouvement  ver- 
tical descendant  conduit  notamment  le  commandant  Charbonnier 
à  mettre  en  évidence  les  points  de  vitesse  maximum  et  de  résis- 
tance maximum  d'où  il  tire  une  explication  nouvelle,  extrêmement 
])lausible,  de  la  luminosité  des  étoiles  filantes  et  des  bolides  qui 
mériterait  de  se  substituer,  dans  les  Traités  d'Astronomie,  à  l'ex- 
plication un  peu  trop  simpliste  qui  est  restée  classique  juscpi'à  ce 
jour.  I^'étude  des  modifications  systématiques  que  subissent  les 
propriétés  générales  des  trajectoires  du  fait  des  variations  de  la 
densité  du  milieu  le  conduit  de  même  à  d'importants  théorèmes 
sur  les  maxima  et  minima  de  la  vitesse  et  de  la  résistance  dans  le 
cas  général. 

Dans  le  Chapitre  II,  (pii  vise  les  formules  de  correction  corres- 
pondant aux  différents  cas,  abordés  dans  le  précédent  Volume,  du 
problème  balistique  jirincipal,  la  contribution  personnelle  de 
l'auteur  ne  se  fait  |)as  moins  sentir;  elle  se  manifeste  plus  parti- 
culièrement au  paragraphe  12,  où  le  problème  du  tir  de  jilein  fouet, 

(')  Bulletin,  niui  1907,  p.  loj. 
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dans  une  alniospliri-e  de  densilé  variable,  esl  re'solii  par  l'emploi 
de  fonctions  halisliques  secondaires,  et  an  paragraphe  4,  oîi  sont 
traités  divers  cas  nouveanx.  d'intégration. 

La  solution  du  problème  du  vent  atmosphérique,  qui  fait  l'objet 
du  Chapitre  III,  peut  être  considérée  comme  classique;  toutefois, 
l'auteur  y  a  apporté  plus  de  généralité  (n"  4o)  et  l'a  complétée 
(n°  46)  par  des  exemples  nouveaux.  En  outre,  la  solution  particu- 
lière qu'il  donne  pour  le  cas  du  lir  de  plein  fouet  lui  appartient 
en  propre. 

Le  Chapitre  1\  ,  par  lequel  s'ouvre  le  Livre  II,  est  destiné  à 
faire  voir  comment  doivent  être  modifiés  les  résultats  obtenus  dans 
le  cas  de  la  gravité  supposée  constante  en  direction  et  en  intensité 
lorsqu'on  a  égard  à  la  gravité  agissant  suivant  la  loi  de  Newton.  La 
détermination  de  ce  qu'on  appelle  la  trajectoire  planétaire  du 
projectile  esl  un  problème  classique  et  il  n'y  a  lieu,  à  ce  pro|)Os, 
de  signaler  que  la  forme  géoniélrique  S!m])le  sous  laquelle  la  pré- 
sente l'auteur. 

En  revanche,  la  détermination  des  ternies  correctifs  dus  à  la 
Terre,  qui  se  rencontre  au  Cliaj)itre  V,  se  présente  avec  un  carac- 
tère de  nouveauté. 

Pour  ceux  qu'attiie  la  JMécanique  généi'ale,  le  (Chapitre  \  I,  qui 
traite  des  elïets  de  la  rotation  de  la  Terre,  est  d'un  plus  haut 
intérêt.  Le  commandant  Charbonnier  nous  semble  l'avoir  pleine- 
ment élucidée.  La  solution  donnée  en  180-  par  Poisson  a  pu,  à 
bon  droit,  être  considérée  comme  trop  exclusivement  analvti(pie. 
Suivant  la  très  juste  observation  du  colonel  de  Sainl-llobert,  on  y 
«  perd  de  vue  le  phénomène  mécanique  ».  Le  savant  balislicien 
italien,  s'inspirant  des  idées  de  Poinsot  et  de  Liouville,  s'efforça 
dès  lors  de  traiter  le  problème  par  une  voie  plus  géométrique,  et 
c'est  celle  qu'à  son  lour  a  adoptée  le  commandant  Charbonnier; 
mais,  en  s'y  m;iiiil('Manl  jus(pi\iu  bout,  il  a  pu  compléter  les  ré- 
sultats précédemment  obicnus  d'une  façon  esscnliellc. 

l^es  applications  <|ui  en  sont  faites  aux  divers  problèmes  de  lir 
se  présentent  comme  ujie  nouveauté. 

Nous  ne  saurions  entrer  ici  dans  le  détail  de  ces  applications  très 
nombreuses,  très  intéressantes,  poussées  jusqu'au  calcul  numé- 
rique, parmi  lesquelles  nous  signalerons  à  part  celles  qui  se  rap- 
portrnl   au    lir  tic    plein   foucl.    .Mais    nous    ne   saurions,   dans  ce 
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Bulletin,  oinellre  de  dire  qu'on  y  rencontre  chemin  faisant  de 
très  élégants  ihéorèmes,  tels  que  celui  qui  indique  (p.  171)  la 
répartition,  sur  un  limaçon  de  Pascal,  des  points  de  chute  des 
projectiles  lancés  par  une  escadre  rangée  en  cercle  autour  du  but. 

Au  point  de  vue  de  la  Mécanique  générale,  un  intérêt  spécial 
s'attache  au  paragraphe  7  dans  lequel  l'auteur  montre  comment  la 
théorie  classique  figurant  dans  la  plupart  des  Traités  de  Mécanique 
rationnelle  doit  être  modifiée  pour  devenir  correcte. 

Le  Livre  IIF,  avons-nous  dit,  a  trait  au  projectile  lui-même.  Il 
s'ouvre,  avec  le  Chapitre  Vil,  par  un  rappel  de  la  théorie  générale 
de  la  rotation  des  solides  autour  de  leur  centre  de  gravité,  dont, 
au  Chapitre  Vlll,  l'application  est  faite  aux  projectiles  sphériques 
et  discoïdes.  En  ce  qui  concerne  ces  derniers,  leur  mouvement  dans 
l'air  fait  ici  l'objet  d'une  discussion  plus  complète  que  celle  qui 
est  généralement  donnée,  y  compris  l'application  au  boomerang. 

Le  Chapitre  IX,  par  lequel  se  termine  l'Ouvrage,  et  qui  est  con- 
sacré à  la  dérivation  des  projectiles  oblongs,  est  pour  l'auteur  une 
nouvelle  occasion  d'aflirmer  son  habileté  à  manier  les  considéra- 
tions géométriques.  A  cet  égard,  nous  signalerons  particulièremerU 
les  théorèmes  généraux  sur  la  précession  (n*'  173),  les  propriétés 
de  la  roulette  de  précession  (n"  176),  les  conditions  de  stabilité 
des  projectiles  obhmgs  (n"  182). 

Parmi  les  (ormules  données  pour  la  dérivation,  celles  qui  se 
rapportent  au  tir  courbe  à  faible  vitesse  sont  nouvelles. 

Reprenant  la  belle  théorie  imaginée  par  M.  de  Sparre  pour  le 
cas  d'une  résistance  monôme,  l'auteur  l'élend  très  habilement  au 
cas  dune  résistance  (piclconqiie  et  fait  connaître  (n"M93  bis^  196) 
l'expression  de  termes  correctifs  non  encore  signalés. 

Il  fait  suivre  cette  théorie  d'une  étude,  qui  lui  appartient  tout 
entière  en  propre,  de  la  trajectoire  du  projectile  dans  le  voisinage 
de  la  bouche,  d'où  résulte  l'interprétation  dans  tous  leurs  détails 
des  expériences  de  ///•  au  panneau.  Il  est  digne  de  remarque  que 

cette  étude  repose  sur  l'emploi  des  intégrales    /  sinp— ^et  /  cosp-^ 

qui  appartiennent  à  la  même  famille  que  les  intégrales  de  Fresnel. 
L'auteur  donne  enfin  quelques  théorèmes  nouveaux  sur  la  rou- 
lette de  nutalion    et    sui'   la    slahililc"   des    |irf»jcctiles,    eu  égard    à 
celte  nutalion. 


i;.)  PIU'MIKIU-:  rAimii. 

Ce  second  \'oliinie  du  coimnandani  Cliaibonnier.  non  n»oins 
remarquable  que  le  premier,  est  de  nature  à  confirmer  Tobserva- 
lion  que  nous  avons  présentée  à  l'occasion  de  celui-ci,  sur  rinlérél 
qu'il  y  aurait  à  mettre  un  tel  Ouvrage  enire  les  mains  de  lous  les 
étudiants  en  Mécanique  générale  pour  la  lumière  qu'il  permet  de 
répandre  sur  les  principes  de  la  Science  lliéorique.         V.   M. 


I.EGHALAS  (  G.  ).  —  Introduction  \  i.\  Gkomktrik  gknkrale.   i  vcjI.   petit 
iii-S",  ix-58  pages.  Gaulliier-Villai  s,  190J. 


I^'objet  esseuliel  de  M.  Lechaias,  dans  cel  Opuscule,  est  de 
montrer  comment  la  considération  de  la  Géométrie  à  quatre 
dimensions  permet  de  ramener  à  l'unité  les  trois  systèmes  d'Eu- 
clidc,  de  Lobalcliefski  et  de  Iiiemann.  L  n  premier  Cliapitie  traite 
de  la  courbure  et  de  sa  généralisation,  un  autre  de  la  Géoniétrie 
euclidienne  à  quatre  dimensions,  le  dernier,  enfin,  de  la  Géométrie 
des  espaces  à  courbure  négative. 

«  Ce  que  nous  nous  proposons  de  faire,  dit  l'auteur,  est  simple- 
ment de  présenter,  surtout  à  ceux  qui  ne  se  sont  pas  encore  formé  de 
conception  svstématique  des  trois  Géométries,  un  apcrrii  (pii  leur 
permettra  d'entrer  ensuite  dans  l'étude  des  Traités  sur  la  matière 
sans  se  laisser  subjuguer  par  des  conceptions  philosopliiqucs  qui 
n'ont  absolument  rien  de  nécessaire.  »  J.  T. 


CO.Ml'TKS  KLNUU.S   ET  ANALVSl-S. 


FAZZARI  (G.)-  —  Brève  storia  pelle  Matematica,  dai  te.mim  anticiii  al 
MEDio  Evo.  i  vol.  petit  in-8°;  2G7  pages.  Milan,  Païenne,  Naples. 


Le  Livre  de -M.  Fazzaii  concerne  les  ÎMalhémaliqiies  pures;  l'As- 
Ironomie  et  la  Mécanique  n'y  (igurenl  pas;  il  comprend  treize 
Chapitres  :  un  premier  (Chapitre  sur  la  numération,  deux  sur  les 
Egyptiens  et  les  Uabyloniens,  cinq  sur  les  Grecs,  quatre  sur  les 
Romains,  les  Indiens,  les  Arabes,  l'école  byzantine;  un  enfin  sur 
le  Moyen  âge.  La  lecture  en  est  facile  et  agréable,  et  ne  manquera 
pas  d'intéresser  les  élèves  des  lycées,  pour  lesquels  cette  «  histoire 
brève  »  parait  particulièrement  écrite.  Pour  de  tels  lecteurs,  la 
brièveté  est  indispensable,  et  l'érudition  de  l'auteur  doit  se  cacher; 
quelques  détails  biographiques,  même  quelques  anecdotes,  qui 
reposent  des  abstractions,  et  qui  caractérisent  les  hommes  et  les 
époques,  sont  les  bienvenus;  comme  aussi  les  observations  philo- 
sophiques, et  même  morales,  qui  se  présentent  naliirellemenl  :  on 
trouvera  tout  cela  dans  le  Livre  de  M.  Fazzari. 

L'utilité,  la  nécessité  de  pareils  livres  pour  renseignement  secon- 
daire est  évidente.  Peut-être  conviendrait-il  d'insister  davantage 
sur  certains  points,  quitte  à  en  sacrifier  d'autres  (non  sans  regrets). 
Les  points  de  contact  entre  le  développement  de  la  Science  occi- 
dentale et  les  Egyptiens,  les  Babvioniens,  les  Indiens,  sont  très 
limités  :  il  en  est  qu'on  doit  absolument  mentionner,  cela  est  clair, 
mais  qui  ne  sont  que  âes  phénomènes  s[)éciaux.  On  ne  perdrait 
pas  grand'chosc  en  ne  parlant  point  des  Romains.  Toutes  ces 
suppressions,  dont  <pielques-unes  seraient  [)énibles,  n'empêche- 
raient pas  de  donner  au  lecteur  le  sentiment  du  développement  de 
la  Science.  On  pourrait  alors  insister  un  |)eu  plus  sur  les  é[)oques 
où  ce  développement  a  été  1res  intense,  et  sur  l'état  de  la  Science 
ilans  ces  épo(|ucs.  Les  2.")  pages  que  M.  Fazzari  a  consacrées  à  la 
l^criode  dorée  de  la  Géométrie  grecque  sont  bien  courtes!  L'au- 
Icur  a  été  obligé  de  mentionner  seulement  des  sujets  sur  lesquels, 
sans  doute,  il  aurait  aimé  à  s'étendre.  .L  T. 


PUEMlÈlUi   PAUTIK. 


BURKHARDT  (H.)-  —  Voulksungkn  lkbeu  niu:  KlkmkntI':  dku  Dikpkhkn- 

TIAL-    UND    InTEGRALRECIINUNG    UNI)    IIIRK    AnWENDUNG    ZLR    BesCIIREIHI  NG 

VON  Naturersciieinungen.  I  vol.  iii-8",  xi-23'2  pages,  38  figures.  Leipzig, 
Tcubncr,  1907. 

Si  l'on  ne  connaissait  ni  le  talent  de  géomùlre  de  M.  Biirkhardt 
ni  ce  talent  d'exposition  dont  il  a  fait  preuve  dans  ses  leçons  sur 
la  théorie  des  fonctions,  on  serait  sans  doute  tenté  de  s'écrier 
comme  il  le  fait  lui-môme,  au  début  de  sa  Préface  :  «  Encore  un 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral!  Etait-il  bien  néces-iaire?  -» 
Quand  on  a  parcouru  ce  Traité,  on  est  assuré  f|u'il  sera  au  moins 
fort  utile  et  qu'il  ne  ressemble  pas  aux  autres  Traités,  même  à 
ceux  qui  visent  à  peu  j)rrs  le  même  but.  Les  mêmes  besoins  se 
manifestent  dans  les  différents  pavs  et  l'on  est  amené  à  y  satisfaire 
à  peu  près  de  la  même  façon  :  dans  presque  toutes  les  Universités 
françaises  on  a  créé  des  cours  de  Mathématiques  spécialement 
destinés  aux  étudiants  qui  désirent  se  tourner  vers  les  sciences 
physiques.  Pour  des  raisons  d'économie  évidentes  (peut-être 
pourrait-on  en  donner  d'autres),  il  est  désirable  que  ces  cours 
soient  aussi  suivis  par  les  étudiants  en  Mathématiques  qui  com- 
mencent leui's  études.  A  la  vérité,  dans  notre  pays,  ce  besoin  est 
moindre,  à  cause  de  la  classe  de  Mathématitpies  spéciales  par 
laquelle  ont  passé  la  plupart  des  étudiants  en  Mathématiques;  il 
est  évident  dans  les  pays  où  cette  classe  n'existe  pas,  à  moins  que 
les  étudiants  ne  soient  assez  nombreux  pour  ([ii'il  v  ait  lieu  de 
constituer  des  enseignements  séj)arés. 

C'est  cette  d()id)le  catégorie  d'étudiants,  mathématiciens  qui 
commencent  et  futurs  plivsiciens  ou  chimistes,  que  M.  Biirkhardt 
a  eue  en  vue  :  on  le  sent  très  préoccupé  de  donner  à  ceux-ci  le 
nécessaire  et  seulement  le  nécessaire,  de  ne  rien  dire  à  ceux-là 
qui  fausse  leur  jugement  ou  qui  risque  d'émoiisser  leur  sens  cri- 
tique. Pour  ce  qui  est  des  physiciens,  cela  est  trop  clair,  il  ne 
|)eut  être  question  de  s'attarder  à  une  exposition  arithméli(pie  de 
1  Analyse  ;  mais,  celte  exposition,  il  fauilra  v  venu*  pour  les 
ujalhémaliciens  ;  il  faut  donc,  sinon  la  j>réparer,  au  moins  pré- 
senter les  choses  de  façon  à  ne  pas  la  gciier.  .M.  Burkhardl  rejette 
autant  (pie  possible  les  conce|)ts  (pii.  comme  cimix  de  limite,  sup- 


COMPTES  RKNOUS   \U  ANALYSES.  173 

posent  qu'on  ait  introduit  le  noniljre  irrationnel.  Ainsi,  pour 
définir  la  dérivée,  en  se  bornant,  bien  entendu,  au\  cas  où  cette 
définition  s'appliquera,  il  suppose  qu  on  puisse  mettre  le  rapjiort 

/(.r  -^  A.r)  — /(  .r  ) 

aT 

sous  une  forme  telle  que  la  substitution  de  o  à  \.r  ait  un  sens; 
c'est  le  résultat  de  cette  substitution  tpii,  par  définition,  est  la 
dérivée  f  {x). 

Cela  revient  à  dire,  au  fond,  qu'on  définit  la  dérivée  par  le 
moven  qui  sert  à  la  calculer.  Il  est  bien  évident  qu'une  telle  défi- 
nition est  rigoureuse;  pour  la  compléter,  il  suffit  de  remarquer 
que  la  valeur  du  précédent  rapport  est  aussi  voisine  qu'on  le  veut 
de  la  valeur  de  la  dérivée,  calcidée  comme  on  a  dit,  pourvu  (pie 
\x  soit,  en  valeur  absolue,  suffisamment  petit,  en  sorte  que  ce 
rapport,  pour  les  petites  valeurs  de  A.r,  fournit  une  valeur  appro- 
chée de  la  dérivée.  A-ii  fond,  la  difli(nillé  de  la  notion  de  limite 
concerne  le  cas  où  l'on  a  alVaire  à  un  nombre  qui  est  défini  comme 
limite,  non  autrement  ;  le  commençant  tpii  a  l'esprit  juste  se 
demande  alors  (piel  est  le  sens  du  mot  liDnte,  et  il  est  certain  que 
ce  sens  ne  peut  être  précisé  qu'a|)rès  rintrodiiclion  du  nombre 
irrationnel  ;  mais,  quand  on  a  la  limite  sous  la  main,  il  n'v  a 
aucune  dilficulté  à  montrer  que  la  dillérence  entre  celte  liinile 
et  la  variable  est  aussi  petite  (pi'on  le  veut. 

Je  ne  me  suis  permis  d'insi.Nler  sur  ce  sujet  (pie  pour  montrer 
quels  scrupules  M.  Burkliardt  apporte  dans  rex|)Osilion  de  ces 
matières  et  combien  il  j  a  réfléchi.  Je  trouve  pres(pi(;  (pie  ses 
scrupules  vont  trop  loin;  ainsi  que  je  viens  de  le  dire,  il  v  a  des 
cas  où,  même  au  point  de  vue  de  l'Analvse,  on  peut  parler  de 
limite  à  des  commençants,  de  manière  à  être  compris.  La  notion 
de  limite  est  alors  incomplète,  sans  doute;  mais,  parce  (pi'une 
notion  est  incomplète,  son  emploi  n'est  pas  illégitime  pour  cela. 
D  ailleurs,  sur  l'image  géométrique,  les  notions  de  limit(î  et  de 
continuité  se  traduisent  d'une  biçoii  sufli>ammciit  claire  pour  (pie 
les  erreurs  ne  soient  pas  à  craindre  :  ce  qu'il  faut  évidemment 
rejeter,  ce  sont  les  dévelo|)pements  abstraits  sur  ces  sujets.  Il  est 
inutile  de  dire  que  M.  Burkhardl  a  le  souci  de  la  clarté  et  de  la 
simplicité  autant  (pie  de  la  rigueur. 


I7Î  PUI<Mli:i{F   FAUTIF.. 

Ne  parlant  pas  de  limiles,  il  ne  |)arleia  évidemmcnl  |ias  de  la 
convergence  des  séries.  Bien  cnlcndii,  il  ne  fei'a  pas  une  théorie 
des  séries  en  elles-mêmes,  mais  il  parlera  du  développement  en 
série  de  cpielqnes  (onctions;  cela  est  indispensable,  dans  rensei- 
gnement le  plus  élémentaire.  La  série,  on  plutôt  l'enseniMe  de 
ses  premiers  termes,  constitue  alors  une  expression  a[)prûcliée  de 
la  fonction;  on  est  dans  le  cas  cpie  je  signalais  tout  à  l'heure,  celui 
où  l'on  a  la  limite  dans  la  main;  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  com- 
prendre, sur  des  exemples  simples,  comment  on  peut  remplacer 
une  fonction  compliquée  par  un  polvnome  qui  en  fournit  des 
valeurs  très  approchées,  |)oiir  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
cerlaines  limites;  je  crois  d'autant  j)lus  que  ^I.  Hiiikhardt  a  laison 
de  présenter  les  choses  ainsi  f|ue  cette  conception  de  la  série, 
essentielle  au  point  de  vue  théorique,  est  vraiment  celle  (pii 
importe  au  point  de  vue  pratique,  et  qu'elle  disparaît  parfois  de 
l'esprit  d'étudiants,  plus  avancés  que  ceux  auxquels  s'adresse 
M.  Burkhardt,  sous  l'encombrement  des  théorèmes  abstraits,  des 
règles  de  convergence,  des  ("ormes  du  reste  et  des  discussions 
minutieuses  de  ce  reste. 

Les  ap|)lications  sont  traitées  au  moins  avec  autant  de  soin  que  la 
théorie.  Les  lois  de  la  vitesse  avec  laquelle  s'accomplissent  cei- 
laines  réactions  chimiques  fournissent  une  très  bonne  illustration 
des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique  et  de  l'intégration 
des  fractions  rationnelles.  La  nécessité  de  fixer,  dans  le  moindre 
changement  de  variable,  la  signilication  ties  dérivées  partielles,  de 
bien  distinguer  les  variables  par  rapport  auxquelles  on  ju-end  les 
dérivées  et  celles  que  l'on  l'egaidc  comr)ie  constantes,  est  éclairée 
par  la  distinction  entre  les  chaleurs  s|)('ci(i(pics  sous  Noiume  con- 
stant et  sous  pression  constante. 

On  lira  avec  un  vif  intérêt  les  paragraphes  consacrés  à  I  inter- 
polation :  le  sujet  est  traité  eu  réduisant  an  niiniiniiin  les  théories 
générales  ;  s'il  s'agit,  par  exemple,  de  l'interpolation  par  la  mé- 
thode des  différences,  M.  Burkhardt  se  gardera  bien  de  parler  des 
(biinules  générales  que  comporte  cette  théorie;  sur  un  exemple 
numérique  cpii  n'est  ni  trop  compiicpié  ni  par  trop  simple,  il  mon- 
trera comment  ou  peut  (aire  les  calculs;  sur  cet  exemple,  le  lec- 
teur saisira  l'idée  essenlielle,  et  la  façon  de  pratiquer  quand  les 
valeurs  (le  la  variable  soiil  ffnii(li»lanl('s. 
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Sur  un  exemple  analogue,  M.  Burkliardt  explique  la  niélliode 
qu'a  donnée  Caucliy  pour  le  calcul  des  cocflicients  quand  le 
nombre  des  observations  dépasse  le  nombre  de  ces  coefficients, 
méthode  qui  est,  sans  doute,  moins  précise  que  la  inélliode  des 
moindres  carrés,  mais  qui  est  d'un  emploi  incom[)arablement  plus 
aisé.  C'est  dans  le  même  sens  pratique  qu'est  présentée  l'inlerpo- 
lalion  par  les  l'onctions  Irigonométriques.  Signalons  enfin  une 
Note,  à  la  (in  du  Volume,  oîi  la  détermination,  au  inoven  de  quali-e 
observations,  des  quati-e  constantes  A,  B,  À,  a  qui  entrent  dans 
une  formide  telle  (jue 

X  —  Ae->>'~  Be-fJ-' 

est  eiïecluée  d'une  manière  fort  élégante. 

Le  Livre  de  i\L  Huikbardt  rendra  les  meilleurs  services  à  une 
catégorie  d'étudiants  (|ui,  chaque  année,  devient  |)lus  nondireuse, 
en  raison  même  des  besoins  des  industries  scientilicpies.  Il  sera 
certainement  lu  avec  intérêt  par  ceux  qui  ont  la  charge  de  distri- 
buer l'enseignement  mathématique  à  ces  étudiants. 


MKLANCKS 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  M.  HADAMARD  RELATIF  AUX  DÉTERMINANTS; 

I'mî  m.   William  WIKTINGEU, 
l'riifi'ssciii'  a  I  riiiv('r-.iic  île  Vieniii'. 

Désignons  jiar  r//A  l'élément  complexe  iVnn  certain  détei'mi- 
nant  I),  et  par  r/,7,  la  (pianlilé  imaginaire  (-on jugiit-e  de  du,.  M.  Ila- 
damard  a  établi  (^  '  1  (pic  le  module  du  déterminant  D  est  toujours 
inférieur  ou  égal  à  la  racine  cariée  du  produit  des  sommes  des 
cariés  des  modules   des  lignes  ou  des  colonnes  du  déterminant, 


(')   liiillt'tin  c/e.s  Sci)>/irps  /ii(i//i)'/)ia/ii/ii('s.    ""  -i-iii-,   I.   WII.   i8c|i.  |i     '(O. 
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c'esl-à-diie  que  l'on  a,  en  désignanl  |)iir  D  le  déler.ninanl  des  r/,/s, 


DDi  J"Jl    2  «'/.'^'/. 


/=!      \/.=  I 


Si  les  éléments  ciih  sont  Ions  réels,  on  pctil  dir-e  (|iie  le  détermi- 
nant exprime  le  volume  diin  parallélépipède  dans  nn  espace  à 
n  dimensions,  et  le  llié-orème  sii^nilie  fpie,  parmi  les  paralléléj)i- 
pèdes  dont  les  arêtes  ont  des  longueurs  données,  c'est  le  parallé- 
lépipède rectangle  qui  a  le  volume  le  plus  grand.  Si  les  éléments  ciih 
sont  imaginaires,  l'interj)rétation  géométrique  du  théorème  se 
présente  moins  aisément. 

M.  Hadamard  a  obtenu  la  démonstration  de  son  ihéorème  par 
une  méthode  purement  arithmétique  en  emjilovant  le  procédé  de 
déjnonstration  bien  connu  (pii  consiste  à  passer  de  /i  à  /i  +  i .  La 
démonstration  suivante  est  plus  courte:  il  est  vrai  (pi  elle  emploie 
le  calcul  infinitésimal,  mais  elle  comporte  une  généralisation  du 
théorème  pour  les  matrices.  Comme  le  théorème  de  M.  Hadamard 
joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  de  l'équation  de  Fredholm, 
cette  démonstration  ne  paraîtra  peut-être  pas  dépourvue  d'intérêt. 

Il  suffira  évidemment  de  démontrer  le  théorème  en  admettant 
que  l'on  ait 


•Si  =  ^  aa-UiA  = 


(  t  =  I ,  '2.  . . . ,  «  )  ; 


car,  en  divisant  la  t'*"'"^  ligne  de  D  par  y'Si,  on  transforme  jirécisé- 
meut  D  en  un  déterminant  j)our  lequel  les  conditions  précédentes 
seront  remplies,  c'est-à-dire  pour  leipiel  les  sommes  5/  seront 
toutes  égales  à  T  uni  té. 

Ciierchons  donc  la  plus  grande  valeur  du  produit  DU  eu  tenant 
compte  des  conditions 

(l)  ^  «^,7.^',A  =   1  (/=I.V //). 

/;  - 1 

Comme,  en  vertu  de  ces  conditions,  les  parties  réelles  et  imagi- 
naires des  rt/A  demeurent  inférieures  en  valeur  absolue  à  l'unité, 
ouest  assiiii'  (pie  le  piodiiil  positif  D  I)  a  réellement  un  maximum  ; 
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el,  pour  le  Iroiiver,  il  suflii-a  évideirmient  (rappliquer  la  règle  lia- 
biliielle  de  Lagrange.  Il  n'est  même  pas  nécessaire  de  meltre  en 
évidence  les  |)arties  réelles  et  iiiiaginaires  des  «/^  etrt,/(;  el  l'on 
peut  conserver  ces  quantités  comme  variables  indépendantes, 
puisque  les  termes  imaginaires  disparaissent  aussi  bien  dans  le 
produit  D  D  (|ue  dans  les  équations  de  condition. 

Nous  avons  donc  à  former  la  difTérenlieile  totale  de  l'expression 

DD  —  \^  X/a,/, a,/,, 

en  considérant  les  1/  comme  constants. 

Si  l'on  désigne  par  A/^,  A/a  les  coefficients  respectifs  de  (7//t,«<A 
dans  D  et  U,  on  aura  donc 

2_,  (^(AÏJ  —  >w«/a)  daa  -^^  ( A^rJ  —  >^/a/A)  dâJl  =  o, 

ifc  ik 

ce  qui  donne,  en  égalant  à  zéio  les  coefficients  de  chacpie  difTéren- 
lieile, 

A,aD  =  X/a/A-. 
En  vertu  des  conditions  (i)  et  des  relations  identiques 

^Atkaa-  =  D, 


on  déduit  d'abord  des  relations  précédentes 
(?.)  DD  =  À,  =  A. 

Si  l'on  se  sert  en  outre  de  la  lelation  bien  connue 

(A,A)=D«-', 
il  vient  encore 


Dn-i Dn-\  —  X«; 

et,  par  suite,  en  tenant  coniple  de   la    relation   (2)  et  remarquant 
<]ue  A  ne  peut  être  nul, 

DD  =  I. 
/iull.  des  Sciences  nial/iém.,  a' série,   l.  \\\I.  (Juillcl  "907.)  i3 
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Ainsi,  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre  le  produit  po- 
sitif DD  est  l'unité,  ce  (|ui  démontre  le  théorème  de  .M.  Hada- 
mard. 

On  voit  de  plus  que  le  maximum  de  DD  ne  peut  être  atteint 
que  pour  les  déterminants  qui  satisfont  aux  conditions 

A,A  =  an,  D. 

Dans  le  cas  où  les  aih  sont  réels,  ces  conditions  caractérisent 
les  déterminants  orthogonaux  et,  dans  le  cas  où  les  éléments  aïk 
sont  imaginaires,  elles  expriment  que  la  forme  d'Hermite  à  imagi- 
naires conjuguées 


iz=n 


1 


X:  X 


i=  1 

se  transforme  en  elle-même  si  l'on  soumet  les  variables  Xi  à  la  sub- 
stitution (rt//,)  et  les  variables  Xi  à  la  substitution  conjuguée  (a/^). 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  s'applique  sans  modi- 
fication aux  matrices. 

Considérons  deux  matrices 

I  aa- 1      I  aa- 1 

imaginaires  conjuguées  formées  de  m  colonnes  (A"  =  i,  2,  . .  .,  m) 
el  de  n  lignes  (f'^i,  2,  ...,  /?)'">".  Ce  que  l'on  appelle  le  pro- 
duit des  deux  matrices  |  aïk  j  j  aïk  \  est  formé  d'une  somme  de  pro- 
duits de  déterminants  conjugués 

formés  en  prenant  n  colonnes  quelconques  dans  une  des  matrices 
et  les  colonnes  correspondantes  dans  l'autre,  et  cela  de  toutes  les 
manières  possibles.  Cela  posé,  on  a  l'inégalité 


\aa- 1  I  aa- 1  =  ^^  D/^  D^-  ^  JJ  /   ^  a,A  « 


1=1     \ A  =  1 


En  effet,  la  dilférentialion  de  l'expression 

2^  1^/,  I>/,  — 'X  ^/«iA«(-( 


nous 


don  11 


e  ICI 
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-«ri    (JD   -—       .    

■> D/j  —  À,a,7,  =  o, 

^mi  daa- 

(A) 
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et,  d'après  cela,  en  tenant  compte  de  l'équation 

7,   '^ikClilc  =  1, 


on  a 


X,  =  y  D/,D/,  =  ),. 


(h) 


D'autre  pari,  un   théorème  relatif  aux  matrices  nous  fournit  la 
relation 


'•^  dan 


D/ 


«al  =  /V  D/,D/A"     (j=i. 


n  ;  /. 


I,  2. 


m), 


et  de  là  il  résulte,  comme  précédemment, 

>  =  ,, 

ce  (pii  entraîne,  sans  aulie  développement,  la  démonstration  pour 
le  cas  où  les  ciik  ne  sont  soumis  à  aucune  condition. 

Dans  l'hypothèse  où  les  éléments  aïk  sont  réels,  la  proposition 
relative  aux  matrices  a,  comme  celle  de  M.  Hadamard,  l'interpré- 
tation géométrique  la  plus  simple.  Elle  exprime  que  le  volume  du 
parallélépipède  formé  avec  n  vecteurs  donnés  dans  un  espace  à 
m  dimensions,  m';>n^  est  le  plus  grand  possible  quand  ces  vec- 
teurs deviennent  per|)eiidiciilaires  les  uns  aux  autres. 
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T/te  Scientific  Papers  of  J.-Will\ud  Girbs,  Pli.  D..  L.  L.  D.,  foniieilv 
Profossor  of  mathcmatical  Pliysics  in  Yale  University.  i  vol.  f;r.  in-8" 
avec  portrait.  Longmans,  Grcca  and  G",  London,  New-York  et  Bombay, 

l()0<j. 

On  a  bien  souvent  opposé  la  forme  impersonnelle  de  la  décou- 
veile  scienlifiqne  au  caractère  personnel  de  l'œnvre  d'art.  Peut-on 
entendre  la  Sonate  à  Kreutzer,  peut-on  lire  la  Nuit  de  Décembre 
sans  éprouver  le  désir  puissant,  impérieux  de  sympathiser  avec 
Tauteur,  de  partager  les  passions  qui  vibrent  en  ses  accords 
ou  chantent  en  ses  vers?  Et  pour  partager  ces  passions,  ne  faut-il 
pas  les  connaître?  Pour  les  connaitre,  les  analyser,  ne  faut-il  pas 
remonter  à  leurs  sources,  savoir  quels  événements  leur  ont  donné 
naissance,  quelles  épreuves  les  ont  rendues  si  violentes,  si  dou- 
loureuses et  leur  ont  arraclié  ces  accents  (jui  nous  font  tressaillir? 
Ainsi  l'admiration  pour  l'œuvre  d'art  engendre  en  nous  une  très 
vive  et  très  légitime  curiosité  de  toutes  les  vicissitudes  qui  ont 
agité  la  vie  de  l'artiste. 

Au  contraire,  la  beauté  d'une  théorie  d'Algèbre  ou  de  Physique 
malhématique  nous  semble-t-elle  plus  parfaite,  notre  esprit  en 
prcnd-il  une  conscience  plus  péiiétr;ir)le  lorsque  nous  lisons  les 
dramatiques  aventures  qui  ont  bouleversé  la  courte  vie  d'un  Galois 
ou  la  gracieuse  idylle  qui  a  environné  de  poésie  la  jeunesse  d'un 
Ampère? 

11  ne  faudrait  pas,  cependant,  attribuer  une  rigueur  trop  in- 
llexible  à  cette  opposition  entre  l'Art  et  la  Science.  Wy  a-t-il  pas  des 
œuvres  d'art  qui  ont  l'impcrsonnalité  impassible  d'un  théorème? 
Parmi  les  sentiments  qui  s'éveillent  en  nous  lorsque  nous  contem- 
plons les  lignes  harmonieuses  du  Parlhénon  ou  de  la  Vénus  de 
Milo,  est-il  possible  de  découvrir  le  moindre  désir  de  j)arlager  les 
joies  ou  les  douleurs  de  rarchitecte  ou   du  sculpteur?  Et,  d'autre 

Bull,  des  Sciences  mallicm .,  t' série,  t.  \\\I.  (Anùi  h^h-.)  l'i 
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part,  si  la  vérilc  d'une  proposition  scientifique,  si  la  beauté  d'une 
théorie  nous  charment  par  quehpie  cliose  d'absolu,  que  ne  sauraient 
accroître  ni  la  connaissance  la  j)lus  détaillée  de  la  vie  de  l'auteur, 
ni  la  pénétration  la  plus  sympathique  de  ses  sentiments,  la  forme 
que  celte  proposition  a  revêtue,  l'ordre  dans  lequel  cette  théorie 
s'est  développée  n'ont-ils  pas  bien  souvent  leur  origine  et  leur 
ex|)lication  dans  les  tendances,  dans  les  habitudes  dont  est  fait  le 
caractère  personnel  du  mathématicien  ou  du  physicien? 

Que  l'œuvre  scientifique  la  plus  abstraite  et  la  plus  algébrique 
puisse  refléter  cependant,  comme  un  miroir  fidèle,  le  tenij^ciamenl 
de  l'auteur,  c'est  une  idée  qui,  sans  cesse,  s'est  présentée  à  nous, 
tandis  que  nous  parcourions  les  deux  volumes  où  l'on  a  eu  la  très 
heureuse  pensée  de  réunir  les  Mémoires  de  Josiah-Willard  Gibbs; 
nous  voudrions  communiquer  au  lecteur  quehjucs-uncs  des  ré- 
flexions qui  se  sont,  en  notre  esprit,  groupées  autour  de  cette 
idée. 

T. 

En  i658,  Robert  Gibbs  fpiittait  rAnglelerre  cl  venait  s'établir 
à  Boston  ;  il  était  le  quatrième  fils  de  sir  Henry  Gibbs,  de  Honinglon 
(War\vickshire)  ;  il  apportait  sans  doute,  dans  sa  nouvelle  patrie, 
ce  culte  du  passé,  cet  amour  de  la  stabilité  qui,  chez  les  Anglo- 
Saxons,  se  concilient  avec  l'audace  aventureuse  du  colon  ;  en  ellel, 
tout  ce  fpie  nous  savons  de  l'histoire  de  ses  descendants  nous 
montre  en  eux  des  hommes  respectueux  de  la  continuité,  désireux 
de  vivre  où  leurs  pères  ont  vécu,  d'une  vie  toute  semblable  à  celle 
qu'ils  leur  ont  vu  mener. 

l'^n  17I7,  lin  pelit-fiis  de  Robert  Gil)bs,  llenrv.  épouse  la  fille 
de  Josiah  \V  illard,  secrétaire  de  la  province  de  Massachusetts;  et, 
(lès  lors,  les  jirénoms  de  Josiah-A\  illard  deviennent  fréquents 
parmi  les  descendants  d  Henry  Gibbs. 

Get  attachentent  aux  |)iénoms  déjà  portés  par  les  ancêtres  ne 
révèle  pas  seul  l'esprit  traditionnel  de  la  famille;  nous  relevons 
des  marques  de  cet  esprit  dans  le  goût  pour  la  culture  intellectuelle 
qui  s'y  transmet  de  père  en  lils  et  que  la  même  Université  vient 
consacrera  cha(pic  gént'ralion  ;  le  président  Samuel-^^  illard  Gibbs 
est    i^radiic  du   Harvard   Golloge;   son  fils,  Josiah-Willard,   Test 
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t'-;.Iemenl,el  il  en  est  de  même  du  lils,  .In  pclil-fils  cl  de  rarrière- 
pelit-fils  de  Josiah-Willard. 

Decetle  lignée  ininterrompue  de  cinq  gradués  deHarvardCoileoe 
naît  un  nouveau  Josiali-Willard  Gibbs,  et  ce  dernier  sera  Je  père  du 
pJ.js.c.en.  Ce  Josiali  Willard  Gibbs  rompt  avec  l'usage  qui  s'était 
elaljli  chez  ses  ancèires,  car  c'est  au  Yale  Collège  de  New-Haven 
dans  l'Elal  de  Connecticut,  qu'il  vient  prendre  ses  grades  univer- 
sitaires; désormais,  sa  vie  et  celle  de  son  fils  vont  êlre  indissolu- 
blement liées  à  ce  collège. 

Josiah-Willard  Gibbs,  en  elTet,  enseigne  pendant  Irenle-sept  ans 
(i8M  a  i80i)  la  l.tlératm-e  sacrée  à  la  Yale  DIvinitj  Sehool 
Professeur  d'une  rare  modestie,  travailleur  d'une  méticuleuse 
conscience,  il  épouse  Marj-Anna  Van  Cleve,  de  Princeton 
(i\ew-Jer,ej'),  qui,  parmi  ses  ascendants,  compte  deux  gradués  du 
^ale  Collège;  de  ce  mariage  naissent  d'abord  trois  filles  puis  le 
M  lévner  i839,  "n  fils  qui  reçoit,  lui  aussi,  les  prénoms 'de 
Josiah-Wdlard. 

En  .854,  Gibbs  commence  an  Yale  Collège  des  éludes  où  nous 
le  vojons  briller  tout  particulièrement  en  Latin  et  en  Malhéma 
lK|i.cs;  ilest  gradué  en  ,858;  pendant  cinq  ans,  il  continue  à  Neu- 
llaven  des  études  qui  le  conduisent  au  doctorat  en  Philosophie- 
.i  ost  alors  allaché  comme  tuior  au  Yale  Collège,  pour  une  durée 
de  trois  ans;  de  ces  trois  années,  les  deux  premières  sont  consa- 
crcos  a  l'enseignement  du  Latin  et  la  troisième  à  l'exposition  de  la 
1  liilosophie  naturelle  (Phjsique). 

Son  tulorat  achevé,  Gibbs,  en  compagnie  de  ses  sœurs,  entre- 
prend un  vojage  en  Europe.  Il  passe  l'hiver  de  i8(J(j-,86-  [  l>aris- 
.1  se  rend  ensuite  à  Berlin,  où  il  entend  les  leçons  de  Physic.ue  de 
Magnus;  en  .8ri8,  il  est  à  Heidelbcrg  dont,  à  ce  moment,  rLni- 
vers.te  compte  Ilelmhollz  et  Kirchhoirau  nombre  de  ses  profes- 
seurs; enfin,  en  juin  1869,  il  rentre  à  New-Haven.  L'année  sui- 
v.;mle,  ,1  est  nommé  professeur  de  Phvsique  mathémali(,uc  au 
«aie  Collège. 

I^a  vie  de  Josiah-Willard  Gibbs  est  désormais  Wxée-  elle  va 
s  écouler  paisible  en  des  jours  tous  pareils;  celte  chaire  de  Phy- 
s'qne  mathématique,  Gibbs  Toccupera  jusqu'à  sa  mort;  cette  ville 
de  Ncw-Havcn,  ,1  ne  la  quittera  plus,  sinon  pour  goûter  chaque 
•"""-.  ^".  momeni  des  vacances,  la  grande  paix  des  montagnes. 


I» 
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A  son  rclourcriMirupe.  il  rUÙ\  rcnlrc  en  la  mnison  que  son  père 
avait  fait  construire  peu  d'années  après  la  naissance  de  son  fils;  en 
cette  maison,  à  qnclcp.es  pas  de  Técole  où  il  a  fait  ses  premières 
études,  à  fp.elques  pas  du  collège  dont  il  a  été  élève  et  tntor,  ou 
il  donne  maintenant  ses  savantes  leçons,  il  va  passer  les  trente- 
trois  années  qui  lui  restent  à  vivre. 

Gibbs  ne  s'était  pas  marié,  mais  nne  de  ses  sœurs,  avec  sa 
famille,  occupai,  en  même  temps  que  lui  la  maison  paternelle. 
Une  violente  attaque  de  fièvre  scarlatine,  subie  dans  son  enfance, 
lui  avait  laissé  une  constitution  assez  frêle  ;  mais  une  m.nul.euse 
attention  aux  soins  que  réclamait  sa  santé,  une  existence  d'une 
extrême  régularité  éloignèrent  de  lui  toute  maladie  capable  d  in- 
terrompre sérieusement  le  cours  de  son  travail;  une  indispo- 
sition de  quelques  jours  seulement  précéda  sa  mort,  survenue  le 

^\Tinut!e^usemenl,  Gibbs  écartait  de  lui  tout  ce  qui  aurait  pu  créer 
la  moindre  agitation  en  sa  paisible  existence;  il  avait  fu,  les  rela- 
tions du  monde  ;  en  celte  petite  ville  de  New-Haven,  peu  de  per- 
sonnes le  connaissaient,  hormis  ses  collègues  ou  ses  élevés  de 
rUniversilé;  ceux-là  seuls  étaient  admis  à  jouir  de  sa  conversation, 
d'une  afiabilité  extrême,  où  le  grand  physicien  se  montrait  tour  a 
tour  génial  ou  naïf,  sans  qu'aucune  impatience,  aucune  irritation, 
vînt  jamais  passionner  son  discours. 

Le  calme  absolu   de  la  demeure  où   s'écoulaient  ses  jours,  du 

milieu  au  sein  duquel  il  vivait,  n'était  que  Fimage  du  calme  qu  il 

avait  réalisé  en    lui-même.  La  seule  passion   qui  soit  capable  de 

dérober  au  penseur  la  pleine  possession  de  son  génie,  1  ambition, 

n'avait  aucun   accès   dans  l'ame  de   Gibbs.  Tous  ceux   qu,  1  ont 

approché  sont  unanimes  à  célébrer  sa  parfaite  modestie,  parla.te 

par  le  degré  extrême  qu'elle  atteignait,  parfaite  aussi  par  1  entière 

sincérité,  par  l'absence  de  toute  alVectation  qui  transpararss.-rrl  e« 

elle.  Les  plus  hautes,  les  plus  lla.teuses  disiiiu-.ious  des  académies 

n'amenaient  même  pas  un  tressaillement  de  vanité  à  la  surface  de 

celte   âme   unie   et   limpide   comme    un    beau    lac.    u   II   reahsa.l 

presque,  nous  dit  son   biographe  (').   Tidéal  de  l'homme  desin.e- 

ressé,  du  genlli'iunn  chrétien.  "  

,.,„„;„„us  K.us  les  dOlails  ,u-o..  vient  .k-  lire,  a  de  publuc  pnr  M.  H.-V.  Hum 
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En  celle  Amérique  du  xix''  siècle,  qui  nous  apparaît  brùlnnle 
dune  fiévreuse  activilé,  dévorée  parla  soif  de  l'or,  n'esl-ce  pas  un 
spectacle  bien  surprenant,  mais  bien  digne  d'admiration,  que  celte 
vie  de  Gibbs,  vie  toujours  égale  à  elle-même,  pure  de  tout  ce  qui 
trouble  la  paix  intellectuelle  et  morale,  consacrée  tout  entière  à  la 
méditation  du  vrai,  plus  calme  que  la  vie  même  de  Kant  en  sa 
petite  ville  de  Kœnigsberg?  A  ce  spectacle,  notre  pensée,  remon- 
tant le  cours  des  âges,  se  reporte  au  xiii*^  siècle;  tandis  que  l'air 
retentit  du  fracas  des  armures  heurtées,  des  cris  de  guerre,  des 
clameurs  des  massacres,  un  moine  méditatif,  dans  le  religieux 
silence  d'une  cellule  gothique,  développe  en  syllogismes  d'une 
rigueur  minutieusement  éprouvée  une  tlièse  très  abstraite  et  très 
haute  de  Philosophie  première. 


II. 

Pour  définir  le  caractère  de  Gibbs,  son  biogra|the  le  qualifie 
ainsi  :  of  a  retîring  disposition.  J^a  concentration,  telle  paraît 
être,  en  elTet,  la  marque  essentielle  de  sa  physionomie  intellec- 
tuelle et  morale. 

Tout  ce  qui  est  besoin  de  rayonner,  désir  de  sortir  du  lieu  que 
l'on  occupe,  lui  est  inconnu;  il  ne  quille  jamais  sa  ville  natale, 
il  demeure  jusqu'à  sa  mort  en  la  maison  paternelle;  étudiant  ou 
professeur,  il  reste  toujours  attaché  à  la  même  Université;  il  res- 
treint extrêmement  le  cercle  de  ses  amis,  il  ne  souhaite  pas  que 
la  renommée  fasse  connaître  au  loin  son  nom  et  sa  réputation 
scientifique;  sa  vie  morale,  comme  sa  vie  physique,  est  exemple 
de  toute  tendance  à  se  répandre  au  debors;  bien  plutôt,  elle  s'ef- 
force de  se  condenser,  toujours  plus  étroitement,  autour  i\\\\\ 
centre  où  elle  puisse  trouver  le  re[)Os  absolu  dans  une  parlailc 
unité. 

La  même  loi  domine  sa  vie  inlcllectuelle. 

Cette  fièvre  qui  fait  bouillir  et  fermenter  l'idée  nouvelle  dans 
le  cerveau  de  l'inventeur,  qui  la  rend  impatiente  de  se  répandre  et 
de  se  communiquer,  qui  la  lance,  encore   trouble  et  mal  épurée, 

slcad  dans    V American  Journal   of  Science   et  rcprotluile  en   lèle  du   premier 
N'iluniu  des  Scienti/ic  Pctpem  of  J.-\Vill.viu)  Giisns. 
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dans  Je  lorrent  de  la  discussion,  qui  piécipile  ses  flols  lumul- 
lueux  et  irrités  à  l'assaut  des  contradictions;  ce  tourbillon  où 
roulent  pêle-mêle  les  vues  géniales  et  les  lourdes  méprises,  les 
divinations  heureuses  et  les  repentirs  pénibles,  les  ambitions 
triomphantes  et  les  espoirs  déçus,  toute  cette  aj^itation  et  tout  ce 
désordre  sont  étranj^ers  au  calme  parfait  qui  règne  en  l'esprit  de 
Gibbs.  Kn  SCS  paisibles  méditations,  l'idée  se  développe,  se  per- 
fectionne, atteint  sa  maturité  sans  c|ue  rien  la  presse  de  quitter  les 
secrètes  profondeurs  du  génie  au  sein  dn(|ucl  elle  est  née. 

Comme  il  n'éprouve  aucune  hâte  à  produire  sa  découverte, 
Gibbs  ne  s'impatiente  pas  contre  les  causes  qui  en  peuvent  re- 
larder l'achèvement;  la  préparation  minutieuse  de  ses  leçons,  les 
conseils  qu'un  étudiant  vient  lui  demander,  les  mille  petits  devoirs 
(prenliaîne  sa  charge  de  professeur  ne  soufTrent  jamais  de  la 
recherche  qu'il  poursuit. 

Celle  recherche,  il  la  poursuit  dans  le  complet  isolement  de 
loute  inlluence  extérieure.  Bon  nombre  d'inventeurs  aiment  à 
livrera  leurs  interlocuteurs  le  secret  des  pensées  qui  s'élaborent 
en  eux;  la  conversation  d'autrui  leur  est  un  précieux  slimulanl; 
la  critique,  si  humble  soit-elle,  leur  semble  toujours  prohlable. 
Gibbs  n'a  nul  besoin  de  ces  secours;  il  ne  les  désire  pas;  jamais 
il  ne  parle  du  travail  qu'il  poursuit;  jamais  il  ne  livre  aucun  essai, 
aucun  résultat  provisoire.  Une  foule  de  professeurs  aiment  à 
exposer  devant  leurs  élèves  une  œuvre  encore  inachevée;  celle 
sorte  de  publication  orale  est,  pour  leur  futur  livre,  une  sorte  de 
première  édition,  cpi'ils  corrigeront,  retoucheront  et  refondront 
avant  de  livrer  leur  écrit  à  l'imprimeur;  Gibbs  ne  prend  jamais 
pour  sujet  de  ses  cours  le  Mémoire  ou  le  Traité  qu'il  compte  pii- 
blier  plus  tard;  ou,  du  moins,  s'il  fuil  une  exception  à  celte  règle, 
s'il  professe  ses  Principes  de  Méccinir/ue  stadstifjuc  nombre 
d'années  avant  de  les  publier,  c'est  <pie  ToHivre  élail  déjà  achevée 
et  qu'il  n'y  devait  plus  apporter  (juede  légères  relouches. 

Les  élèves  de  Gibbs  ne  |)ouvaient  doiu\  en  écoulant  ses  coiu's, 
apprendre  comment  une  découverte  s'ébauche,  par  (pielle  suite  de 
reprises,  de  modifications,  de  reconstructions,  clic  se  transligure 
j^eu  à  peu  jusqu'au  moment  où  elle  atteint  sa  forme  déllnitive; 
mais,  s'ils  ne  l'ccevaient  point  de  leur  mailre  cet  enseignement 
par  rc\cnq)le,  qui  esl  en  (piehpie  sorte  ra|)pronlissage  (\{:  l'homme 
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de  science,  ils  pouvaient  du  moins,  en  ses  leçons  comme  en  sa 
vie,  contempler  le  culte  sévère  que  l'on  doit  à  la  vérité. 

Des  fruits  produits  par  ses  niédilations,  Gibbs  n'en  voulait 
livrer  aucun  à  la  publicité  qui  ne  lui  semblât  achevé  et  irrépro- 
chable; et  le  jugement  qu'il  portail  sur  son  œuvre  avant  de  la 
laisser  inqîrimer,  il  le  portait  avec  la  critique  pénétrante  et  sévère 
que  l'on  réserve  ordinairement  à  l'œuvre  d'aulrui. 

11  ne  voulait  donner  aucun  écrit  qui  ne  lût  absolument  original 
et  personnel. 

La  tiiéorie  des  vecteurs,  par  exemple,  a  fait,  pendant  de  longues 
années,  l'objet  de  ses  recherches;  il  lui  avait  donné  une  forme 
nouvelle,  issue  à  la  fois  de  VAusdehnungsle/ire  de  Grassmann  et 
de  la  théorie  des  quaternions  d'Hamilton  ;  l'usage  continuel  de  cette 
forme  dans  son  enseignement  lui  en  avait  fait  reconnaître  la  très 
grande  utilité.  Les  élèves  qui  avaient  éprouvé  par  eux-mêmes  les 
avantages  de  cette  méthode  ne  purent  jamais  décider  leur  maîlre 
à  publier  les  leçons  en  lesquelles  il  l'exposait;  ce  n'est  pas,  cepen- 
dant, qu'elles  n'eussent  atteint  une  forme  achevée  et  définitive; 
mais  plusieurs  d'entre  elles  reproduisaient,  au  moins  dans  leurs 
grandes  lignes,  l'œuvre  des  prédécesseurs  de  Gibbs,  et  celui-ci 
ne  pouvait  se  résoudre  à  donner  sous  son  nom  un  livre  où  sa 
pro|)re  part  lui  semblait  trop  mince;  c'est  seulement  en  1901,  à 
l'occasion  du  second  centenaire  du  Yale  Collège,  que  Gibbs 
voulut  bien  autoriser  un  de  ses  disciples,  le  D''  E.-B.  Wilson,  à 
publier  son  traité  d'Analyse  vectorielle  (' ). 

Peu  soucieux  de  publier  ses  idées,  désireux  de  ne  les  point  pu- 
blier avant  leur  complet  achèvement,  Gibbs  ne  mit  aucune  hàle  à 
débuter  comme  auteur  scientifique;  il  avait  34  ans  lorsque  parut 
son  premier  Mémoire,  consacré  à  l'emploi  des  méthodes  gra- 
phiques en  la  Tliermodvnamicpie  des  lluides.  Ses  écrits,  lort 
courts  pour  la  plupart,  se  succédèrent  à  d'assez  longs  intervalles; 
cliacuu  d'eux,  avant  d'être  mis  au  jour,  avait  acquis  lentement  sa 
complète  maturité.  L'œuvre  entière  du  grand  physicien  se  trouve 


(')  Veclor  Analysis,  a  lext  hook.  for  llic  use  of  stiidents  of  Matiiemutics  and 
l'hysics,  foiinded  iipon  tlie  lectures  of  J.-\Viilard  Gibbs,  by  V..-\\.  Wilson.  Yale 
biceiUcunial  Publications.  C.  Scribncr's  sons,  1901.  —  Une  analyse  de  cet  Ou- 
vrage a  paru  ici  iiicnie  {Bulletin  des  Sciences  malhémaliques,  2"  série,  t.  XXVI, 
iiiinéc  it)oi,  V  Partie,  p.  ji-So). 
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ainsi  d'un  volume  fort  réduit;  mais  la  pensée  y  est  condensée  à 
un  degré  extraordinaire. 

Lorsqu'il  s'était  déterminé  à  faire  imprimer  les  résultats  de 
l'une  de  ses  études,  Gibbs  ne  cherchait  nullement  à  leur  assurer 
une  diffusion  rapide  et  étendue;  les  grands  recueils  scientifiques, 
grâce  auxquels  une  pensée  est  bientôt  communiquée  à  tous  ceux 
qui  sont  capables  d'en  faire  bon  usage,  n'eurent  pas  à  transmettre 
les  découvertes  du  professeur  de  Yale  Collège;  ces  découvertes, 
il  les  confia  presque  toujours  à  des  recueils  américains  d'utjc 
moindre  vogue,  comme  s'il  eût  éprouvé  quelque  regret  de  leur 
avoir  donné  libre  vol;  ses  premiers  Mémoires  de  Thermodyna- 
mique et,  en  particulier,  son  grand  travail  Sur  léquilibre  dei 
siibsLances  hétérogènes  ^dYuvenlààns  les  Transactions,  h\en  peu 
répandues,  que  publiait,  depuis  [)eu,  à  Neu-Haven,  l'Académie  des 
Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut. 

Il  semble  parfois  qu'en  publiant  ses  travaux,  Gibbs  eût  été 
possédé  du  désir  de  les  voir  passer  inaperçues;  s'il  en  fut  ainsi,  il 
fui  bien  souvent  servi  à  souhait;  bien  souvent,  ses  idées  demeu- 
rèrent ignorées  de  ceux-là  mêmes  qui  auraient  eu  le  plus  grand 
intérêt  à  les  connaître. 

Le  Mémoire  à  jamais  célèbre  que  le  savant  américain  a  intitidé 
On  llic  cqiiilibriuni  of  Iicterogeneoiis  substances  avait  été  im- 
primé, en  1876  et  en  1878,  dans  le  troisième  Volume  des  Trans- 
actions de  l'Académie  de  Connecticut.  En  1882,  H.  von  Helm- 
hollz  inaugurait,  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Berlin,  la  suite  de  ses  recherches  Zur  Therniody- 
naniik  chcniischer  Vorgànge;  en  sa  première  pièce,  le  grand 
physicien  allemand  exposait  bon  nombre  de  propositions  qui  se 
trouvaient  déjà  formulées  dans  l'écrit  de  Gibbs;  mais,  ignorant 
cet  écrit,  il  avait  dû  inventer  à  nouveau  ce  que  le  professeur  du 
Yale  Collège  avait  trouvé  avant  lui;  il  s'empressa  d'ailleurs  de 
reconnaître  ('),  lorstpi'il  en  eut  élé  averti,  la  priorité  de  l'aulcur 
de  V EcjULlibriuni  of  Itetcrogeneous  substances. 

La  mésaver)turc  de  Helmhoitz  fut  celle  de  bon  nombre  d'autres 

(')  11.  VON  Helmiiui.tz,  Zur  TliertnocIriianiiL  rhcinisrlicr  ]  orL:(iiit^c;  III, 
J''u/i,'eruii_i(cn  die  galvanisclie  Potaristition  OclicJ/'end  {^ilzuii:;:st><.iic/itc  der 
Aluidcinic  dcr  Wisscnscliaflcn  zu  Ucrli/i,  3i  mai  iS83.  —  1Ii:lmiioltz,  UVi- 
scnsc/iaftlichc  Abliandlungcn,  lid.  tll,  S.  <j'|). 
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physiciens;  inconnus  en  Europe,  ou  connus  seulement  par  les  ré- 
sumés fort  incomplets  qu'en  avaient  donnés  les  recueils  bibliogra- 
pliicpies,  les  écrits  tliermodjnamicpies  de  Gibbs  n'eurent  pas  sur 
le  développement  de  la  Mécanique  chimique  toute  Finiluence 
qu'ils  auraient  dû  exercer.  Lorsque  ces  écrits  lurent  plus  connus, 
j)ar  l'édition  allemande  que  M.  W.  Ostwald  en  donna  (')  en  iBga, 
par  la  traduction  française  de  certains  Cha|)itres  particulièrement 
importants  fpie  M.  Henry  Le  Chatelier  publia  (-)  en  1899,  force 
fut  de  reconnaître  que  bon  nondjre  de  vérités  dont  on  avait  cé- 
lébré l'invention  récente  se  trouvaient  déjà  établies  dans  des 
pages  imprimées  à  New-Haven  depuis  plusieurs  années. 

Bien  que  ses  droits  à  la  priorité  d'une  découverte  eussent  été 
maintes  fois  méconnus,  Gibbs  n'élevait  ordinairement  aucune 
réclamation  ;  il  semblait  qu'il  ne  regardât  plus  comme  sienne  la 
pensée  qu'il  avait  livrée  à  la  publicité  et  qu  il  se  désintéressât  de 
son  sort. 

Une  seule  fois,  il  sortit  de  cette  excessive  réserve.  U Associa- 
tion britannique  avait  créé  dans  son  sein  un  Comité  destiné  à  pro- 
mouvoir l'élude  de  l'éleclroljse.  Ce  Comité  avait  repris  la  dis- 
cussion d'un  problème  dont  Edmond  Beccjuerel,  A\  illiam  Thomson 
et  Ilelmholtz  avaient  autrefois  proposé  une  solution  incomplète; 
ce  |)roblème  consiste  à  déterminer  la  relation  qui  existe  entre  la 
chaleur  que  peut  dégager  une  réaction  chimique  et  la  force  élec- 
Iromotrice  de  la  pile  voltaïque  au  sein  de  laquelle  celte  réaction 
se  produit.  A  Sir  Oliver  Lodge^,  secrétaire  de  V Electrolysis 
Conimittce,  Gibbs  écrivit  deux  courtes  lettres  (')  où  il  ra[)pelait 
(pic  la  solution  complète  de  ce  problème  se  trouvait  dans  les  der- 
nières pages  de  son  écrit  Sur  V équilibre  des  substances  hétéro- 
gènes,  où  il  montrait  en  outre  comment  cette  solution  permellait 
d'obtenir  la  remarcpiable  foiinulc  plus  récemment  donnée  par 
Ilelmholtz.  Encore  ces  deux  lettres   ne  ressemblaient-elles  aucu- 


(' )  J.-Wii.LAHD  GiiîBS,  ThcrmodyiHiDiische  Studien,  lierausgcgebcii  tlurch 
\\  .  Ostwald  uncl  G.  Trevor,  Leipzig,   if^ya. 

(-)  J.-W'iLLAUD  Gibbs,  Équilibre  des  syslènies  chimiques.  Iracluil  par  Henry 
Le  Cliatelicr,  Paris,  1899. 

(••)  J.-WiLLAHi)  Gibbs,  Two  letlers  Lo  tlie  Secretary  of  tite  Electrolysis 
Comrnillee  of  tlie  Britisk  Association  for  tlie  Advanceinent  of  Science,  Ja- 
luiary  8,  18S7  aiid   noveinbcr  21,    1887.  {The  Scientific  Papers  0/ J.-^^'ILLAItD 

GlBB^S,  Vol.    I,    p.   'loG-'il-i). 
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neinent  à  la  rcchimalion  d'un  invenlcMir  qui  revendique  ce  qu'on 
oublie  injustement  de  lui  altril)uer:  elles  étaient  bien  plutôt 
l'obligeant  avertissement  de  celui  qui  a  déjà  trouvé  la  vérité;  et  qui 
veut  épargner  un  labeur  inutile  à  ceux  ([ui  clierclient  encore. 


III. 

La  pensée  scientifique  de  Gibbs,  si  |)eu  soucieuse  de  se  répandre, 
mérite  bien,  elle  aussi,  la  qualification  rpie  M.  H. -A.  Bumstead 
applique  à  l'homme  lui-même;  elle  est  of  a  retlring  disposition; 
elle  tend  sans  cesse  à  se  condenser,  à  se  concentrer. 

Cette  tendance  à  la  condensation  se  marque,  tout  d'abord,  dans 
Textréme  concision  du  style  par  lequel  s'exprime  cette  pensée, 
dans  l'extrême  brièveté  des  écrits  où  elle  se  trouve  renfermée 
plulùt  (ju'exposée. 

S'il  est  une  langue  d'une  admirable  concision,  c'est  assurément 
la  langue  algébrique  ;  il  n'est  pas  besoin  de  dire  que  cette  langue, 
capable  de  concentrer  tant  de  pensées  en  des  formules  si  courtes, 
est  la  langue  préférée  de  Gibbs. 

En  1 886,  il  est  vice-président  de  VAssociation  américaine  pour 
V avancement  des  Sciences;  son  adresse  à  la  section  de  Mathéma- 
tiques et  d'Astronomie  est  consacrée  à  T Algèbre  ('),  et  voici  eu 
quels  ternies  il  caractérise  celte  discipline  :  «  On  a  dit  que  l'esprit 
humain  n'avait  jamais  imaginé  une  machine  qui  fût,  au  même 
degré  que  l'Algèbre,  capable  de  lui  épargner  le  travail.  Si  cela  est 
vrai,  il  est  naturel,  il  est  convenable  cju'un  âge  comme  le  notre, 
que  caractérise  le  développement  d'un  machinisme  destiné  à  épar- 
gner le  travail  humain,  se  dislingue  aussi  par  le  développement, 
sans  cxenqjle  jus(pi'alors,  de  la  plus  délicate  et  de  la  plus  admirable 
des  machines.  » 

(  jibbs  est  donc  essentiellement  algébriste. 

11  l'est  alors  même  qu'on  pourrait  s'allemlre  à  le  trouver  géo- 
mètre. Dans  les  deux  Mémoires  où  il  étudie  les  divers  diagrammes 
propres  à  représenter  les  propriétés  thermodynamiques  des  iluidcs 

(')  J.-\ViLLARD  GiBns,  On  inulliple  Ali^ebra  {Proccediitf^s  of  tlie  American 
Association  for  tlw  Adcanccnicnt  of  Science,  l.  X\\  ,  iSSo.  p.  ;î(i  (il>.  —  J /ic 
Sciciiti/ic  J'(i/>crs  of  ,l.-\\  ii.i.aiU)  (iiiins,  vol.  11,  p.  ;ii). 
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et  de  leurs  Iransfornialions,  les  dénionslralions  geomélri(|ucs  ne 
jouent  à  peu  près  aucun  rôle;  c'est  par  des  considérations  dAnalyse 
algébrique  que  sont  établies  la  plupart  des  propriétés  de  ces  dia- 
grammes. 

La  concision,  la  condensation  do  rAlgcbre  soufirent  elles-mêmes 
des  degrés. 

Les  antiques  formes  algorithmiques  employées  jiar  les  mathé- 
maticiens du  xYii"^  et  du  xvm'-"  siècle  semblent  singulièrement 
développées  et  prolixes  au|)rès  des  calculs  symboliques  qui  ont 
été  inventés  et  perfecliounés  au  xix*^  siècle.  En  l'ancienne  Algèbre, 
chacune  des  0|)érations  simples  est  représentée  par  nn  signe  parti- 
culier, en  sorte  que  le  nombre  de  ces  signes  est  petit;  lorsqu'une 
grandeur  doit  subir  nue  série  compliquée  d'opérations  simples, 
les  signes  relatifs  à  ces  opérations  viennent  tous  s'écrire  les  uns  à 
la  suite  des  autres;  les  formules  qui  résultent  de  cette  méthode 
peuvent  être  lues  sans  grand  elfort  de  mémoire,  mais  elles  sont 
parfois  fort  longues.  Les  Algèbres  nouvelles  figurent  par  nn  svm- 
bole  unique  un  groupe  déjà  fort  com|)lexe  d'opérations;  elles 
évitent  ainsi  les  interminables  écritures  de  rancienne  Analyse;  en 
revanche,  leurs  signes  nombreux,  dont  les  combinaisons  se  font 
suivant  des  règles  compliquées  et  difficiles,  ne  se  laissent  point  lire 
couramment  à  qui  n'a,  pour  le  maniement  des  caractères  symbo- 
liques, qu'une  aptitude  médiocre. 

Kntre  l'Algèbre  cartésienne,  aux  formules  développées,  aux 
calculs  étendus  et  faciles  à  saisir,  et  l'Algèbre  concentrée  de 
VAusdeluningsleJirc  et  des  cjuaternions,  la  préférence  de  Gibbs 
ne  saurait  être  douteuse.  Les  tendances  dominantes  de  son 
esprit  devaient  le  porter  à  user  d'un  langage,  peu  propre,  il  est 
vrai,  à  assurer  la  diffusion  d'une  pensée,  mais  capable  de  con- 
denser un  calcul  difficile  en  queh|ues  signes  d'une  merveilleuse 
concision. 

(jibbs  semble,  en  elTct,  avoir  cultivé  l'Algèbre  vectorielle  avec 
un  véritable  amour.  Chaque  aunée,  il  la  traitait  en  ses  leçons, 
retouchant  sans  cesse  l'exposé  qu'il  en  donnait  et  l'amenant  enfin 
à  cette  |)erfection  que  la  publication  faite  j)ar  AL  \\  ilson  nous 
permet  d'apprécier. 

Il  fallait  (pie  cet  amour  fût  bien  vif  pour  ([ue  le  professeur  de 
New-Haven  ail  consenti  à  soutenir  une  longue  polémicpie  en  faveur 


iç)î  PREMIÈHIi:  PAUTIE. 

de  la  mélliodc  f|u'il  croyait  la  plus  propre  à  1  cxposilion  de  l'AnaK  se 
des  vecteurs  ;  au  cours  de  cette  polémique  qui  se  poursuivit  de  1891 
à  1893  daus  les  colonnes  du  journal  anglais  NaLiire,  Gibbs  ne  se 
départit  pas  un  instant  de  la  sereine  impartialité  qui  sied  si  bien  à 
une  discussion  scientilique  ;  ses  adversaires  cependant,  partisans 
intransigeants  de  la  méthode  des  quaternions,  ne  gardaient  pas 
toujours  les  mêmes  ménagements;  il  suffit,  pour  s'en  convaincre, 
de  lire  la  phrase  par  laquelle  Tait  avait  provoqué  l'algébriste  amé- 
ricain :  «  On  doit  ranger  le  professeur  Gibbs  au  nombre  de  ceux 
qui  ont  retardé  le  progrès  du  quaternion,  et  cela  par  suite  de  son 
Mémoire  sur  la  Vector  Ancdysis,  sorte  de  monstre  hermaphrodite, 
[troduitdes  notations  d'Hamilton  et  de  celles  de  Grassmann.  » 

La  faveur  que  Gibbs  attacbait  à  l'Analyse  vectorielle  n'était  pas 
due  seulement  à  l'extrême  brièveté  que  l'emploi  de  cette  Algèbre 
donne  aux  formules  de  la  Physique  mathématique;  il  y  recon- 
naissait un  autre  pouvoir  de  condensation,  d'une  nature  plus 
élevée;  et  c'est  ce  pouvoir  qu'il  admirait  surtout  en  elle,  car  il  y 
trouvait  le  moyen  de  satisfaire  aux  aspirations  les  plus  profondes 
de  son  génie  scientifique;  rx\nalyse  vectorielle,  en  effet,  réunit  en 
un  très  petit  nombre  de  principes  une  multitude  de  théorèmes  que 
l'Algèbre  ordinaire  est  tenue  de  considérer  isolément  les  uns  des 
autres.  «  Je  ne  désire  pas  tant,  disait  le  professeur  de  New-Haven 
en  terminant  son  adresse  sur  l'^]/o-èZ^/-e //Aw/Z^/?/t'  ('),  appeler  votre 
attention  sur  la  diversité  des  applications  de  l'Algèbre  multiple 
(pie  sur  la  simplicité  et  l'unité  de  ses  principes.  Celui  qui  étudie 
l'Algèbre  multiple  se  trouve  tout  à  coup  délivré  des  restrictions 
variées  auxquelles  il  était  accoutumé.  Pour  beaucoup,  sans  doute, 
une  telle  liberté  semble  une  invitation  à  la  licence.  Nous  sommes 
ici  en  un  champ  sans  borne,  où  le  caprice  peut  se  donner  libre 
cours.  11  n'est  pas  étonnant  qu'on  suive  avec  une  attention  quelque 
|)eu  méfiante  le  résultat  d'une  telle  expérience.  Mais,  plus  nous 
avançons  en  ce  domaine,  plus  il  nous  apparaît  avec  évidence  ([u'il 
est,  lui  aussi,  un  royaume  soumis  à  des  lois.  Plus  nous  éludii)ns  ce 
sujet,  et  mieux  nous  reconnaissons  cpie  tout  ce  cpii  s'y  trouve 
d'utile  et  (Tadmirable  se  lelic  à  \\\\  pclil  nombre  de  principes 
(■enlr;uix.  ^> 

(')   Tlic  i>cic/it{/ic  l'ajicrs  0/ J. -\\  iLi..vr>i»  Guuis,  \,<\.  Il,  p.  117. 
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Par  une  conccntralion  progressive,  réduire  la  iniilllplicilé  à  une 
unité  toujours  plus  parfaite,  telle  est  assurément  la  démarche  habi- 
tuelle et  préférée  de  Tesprit  de  Gibbs. 


IV. 

Lorsque  la  Thermodynamique  veut  appb'quer  ses  principes  aux 
changements  délat  physique  que  les  corps  peuvent  subir,  aux 
réactions  chimiques  auxquelles  ils  peuvent  donner  lien,  parmi  les 
propriétés,  en  nombre  immense,  que  possèdent  ces  diverses  sub- 
stances, elle  choisit  quelques  grandeurs,  très  abstraites  et  très 
générales  :  la  densité,  la  pression,  la  température,  la  concentration, 
la  quantité  de  chaleur;  ces  grandeurs  sont  les  seules  qu'elle  con- 
sidère en  ses  raisonnements,  les  seules  qu'elle  fasse  figurer  en  ses 
formules;  des  autres  propriétés,  plus  particulières,  qui  caracté- 
risent chaque  substance,  qui  lui  donnent  sa  physionomie  indivi- 
duelle, elle  ne  tient  et  ne  peut  tenir  aucun  compte. 

Ces  grandeurs,  qui  sont  l'unique  objet  des  spéculations  de  la 
Thermodynamique,  le  chimiste  les  rencontre,  lui  aussi,  et  à  chaque 
instant,  au  cours  de  ses  recherches;  mais  elles  n'y  sont  pas  isolées 
des  propriétés  innombrables  que  la  Mécanique  tient  pour  inexis- 
tantes; elles  s'y  trouvent  à  l'état  concret,  en  des  cor[)s  parlieuliers, 
où  elles  s'accompagnent  de  tout  un  cortège  d'altribuls  et  de 
qualités  sensibles. 

Lors  donc  que  le  chimiste,  habiuié  à  manipidcr  des  corps,  à 
observer  des  faits,  et  non  pas  à  combiner  des  symboles  algébriques, 
est  mis  en  présence  d'une  formule  produite  par  la  Thermodvna- 
mique,  il  ne  reconnaît  point  aisément,  en  ces  lettres  qui  composent 
la  formule,  les  propriétés  des  corps  qu'il  voit  chaque  jour  réagir 
dans  les  vases  de  verre  de  son  laboratoire;  il  ne  les  reconnaît  pas, 
parce  qu'elles  ont  dépouillé  les  caractères  concrets,  particuliers, 
visihles  et  tangibles  dont,  ordinairement,  il  les  voit  revêtues;  il  ne 
les  reconnaît  pas  parce  qu'elles  ont  pris  la  forme  abstraite  et  géné- 
rale d'idées  pures,  la  forme  symbolique  de  grandeurs  uialhéma- 
liques. 

Si  l'on  veut  que  le  chimiste  les  reconnaisse,  si  l'on  veut  (pic  la 
formule    thermodvnamiquc   lui   devienne   saisissable,    si    Ton   \cul 
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(\u\\  en  puisse  faire  l'applicalion  aux  réaclions  cpi'il  étudie,  il  faut 
obliger  ces  grandeurs  à  reprendre,  pour  un  moment,  Télat  concret 
et  particulier  à  partir  duquel  elles  ont  été  al)strailes  et  généra- 
lisées; il  faut  faire  sortir  de  la  formule  quelques-uns  des  cas  sin- 
guliers, en  nombre  infini,  qu'implique  son  universalité;  il  faut  en 
donner  des  exemples. 

De  même  que  l'intelligence  de  Gibbs  n'éprouve  aucun  désir  de 
produire  au  dehors  les  pensées  diverses  qu'elle  a  concentrées  en 
elle,  de  même  les  formules  algébriques  du  professeur  de  INew- 
Haven  gardent,  en  toute  pureté,  leur  caractère  abstrait  et  gé- 
néral; il  semble  qu'elles  répugnent  à  mettre  en  acte  les  cas  par- 
ticuliers qui  existent  virtuellement  en  elles.  Qu'on  parcoure  ce 
Mémoire  Sur  V équilibre  des  substances  hétérogènes  où  se 
trouvent,  en  leur  entière  généralité,  les  lois  thermodynamiques  de 
la  Statique  chimique;  on  n'y  rencontrera  pas  une  application,  pas 
nn  exemple,  qui  rende  à  tous  ces  théorèmes  la  figure  sous  laquelle 
l'expérimenlatenr  pouriait  reconnaître  des  vérités  capables  d'é- 
clairer et  de  guider  son  labeur.  Au  lecteur  non  prévenu,  cet  écrit 
paraît  traiter  d'Analyse  mathématique  et  non  point  de  Physique  et 
de  Chimie.  Lorsqu'un  scribe,  au  Moyen  Age,  rencontrait  en  un 
manuscrit  un  assemblage  de  caractères  dont  il  n'avait  pas  la  clef, 
il  mettait,  en  sa  naïve  copie  :  Grœcum  est,  non  legltur.  Lorsqu'il 
aperçoit,  au  livre  de  Gibbs,  celte  foule  de  symboles  abstraits  dont 
aucune  traduction  ne  lui  est  donnée  en  la  langue  qu'il  a  accoutumé 
de  parler,  le  chimiste  est  tenté  de  dire  :  Algebraïcuni  est,  non 
legitur. 

Heureusement  pour  l'œuvre  de  Gibbs,  il  sesl  rencontré  des  chi- 
mistes mathématiciens,  et  qui  savaient  lire  l'Algèbre  :  grâce  à  eux, 
les  formules  du  professeur  de  INew-Haven  ont  été  traduites  et  leur 
sens  concret  s'est  manifesté  aux  yeux  des  expérimentateurs. 

Le  Mémoire  Sur  l'équilibre  des  substances  liétérogènes  ren- 
ferme u\\  Cha|)itre,  assez  court,  qui  est  intitulé  :  On  coexistent 
phases  of  matter  (Sur  les  phases  coexistantes  d' une  matière). 
J^e  chimiste  qui  feuillette  ce  Mémoire  va-l-il  arrêter  son  attention 
à  un  Ici  Glia|)itre?  Qu'est-ce  donc  qui  pourrait  Iv  in\iler?  lu,  s'il 
lui  arrivait  de  le  lire,  qu'y  verrait-il  «pii  lui  semblât  susceptible 
d'aider  à  ses  recherches?  Il  n'y  apercevrait  (pie  quelques  égalités 
algébri(pies  assez  coin|)liqu('cs,    .pi(l([n('>    (U'icrmiiiants    dont    les 
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termes  sont  des  cnlropies,  des  volumes,  des  conccnlralions;  les 
propositions  auxquelles  équivalent  ces  égalités  ne  sont  même  pas 
formulées;  d'ailleurs,  ])armi  les  mots  qui  figurent  dans  les  raison- 
nements et  qui  devraient  servir  à  formuler  ces  propositions,  se  ren- 
contre tout  d'abord  ce  terme  àe phase  qui  a  ici  un  sens  absolument 
nouveau  et  inusité;  il  est  défini,  il  est  vrai,  au  début  du  Gliapitre, 
mais  d'une  manièi-e  entièrement  abstraite  et  générale,  et  sans 
qu'aucun  exemple  vienne  éclaircir  cette  définition.  A  coup  sûr,  le 
chimiste  passera  insouciant  devant  ce  Chapitre,  sans  songer  qu'il 
s'y  trouve  des  renseignements  précieux  pour  la  Science  (ni'il 
cultive;  il  passera  semblable  au  voyageur  qui,  d'un  pied  négli- 
gent, heurterait  un  caillou,  sans  songer  qu'une  pépite  d'or  se 
cache  au  centre  de  cette  pierre  grise  et  vulgaire. 

Le  Chapitre  de  Gibbs  Sur  les ])liases  coexistantes  de  la  matière 
était  déjà  imprimé  depuis  près  de  dix  ans  au  moment  où  un 
chimiste  hollandais,  H.-A\  .  Bakhuis  Roozeboom,  aborda  l'étude  des 
équilibres  chimiques  cpu  se  produisent  lorstpie  l'eau  et  l'acide 
bromhjdrique  sont  en  présence.  Ces  équilibres  sont  fort  com- 
|)liqués,  car  les  deux  corps  composants  peuvent  fournir  des 
mélanges  gazeux,  des  mélanges  liquides,  des  solides  tels  <pie  la 
glace  ou  l'hydrate  bromhjdrique  cristallisé.  Avec  une  rare  sagacité, 
Bakhuis  Roozboom  avait  déjà  débrouillé  en  très  grande  partie  les 
lois  qui  régissent  les  divers  états  d'é(jullibre  entre  ces  cor|)s,  lors- 
qu  un  physicien  illustre,  également  habitué  aux  études  expérimen- 
tales et  au  maniement  des  formules  algébriques,  M.  J.-D.  van  der 
Waals,  lui  signala  (')  le  travail  de  Gibbs  et  appela  son  attention 
sur  les  propositions  qui  s'v  trouvaient  contenues. 

M.  van  der  ^^  aals  et  Bakhuis  Roozeboom  venaient,  du  sein  des 
formules  algébriques  de  Gibbs,  d'exhumer  la  rè<^le  des  phases. 
Aussitôt,  avec  une  extrême  activité,  Roozeboom  s'occiq)ail  de 
montrer,  en  de  nombreux  Mémoires,  quel  ordre  cette  règle  mettait 
en  la  Statique  chimirpie,  pailiculièrement  en  ses  recherches  et  en 
celles  de  M.  J.-H.  \  an't  Hofi";  il  en  donnait  de  nouvelles  et  remar- 
quables applications;  autour  de  lui,  les  jeunes  chimisles  de  l'Uni- 
V(jrsil(''  de  Leyde,  les  Stoilcnbckei",  les  S('iiicineni;d\.<'rs,  ttinnis  du 

(')  II. -W.  IJakiiuis  I^oozeboom,  5a/'  les  condilioiis  d'équilibre  de  deux  corps 
dans  les  (rois  états  solide,  liquide  et  gazeux,  d'après  M.  van  der  Waals 
{Ilceueil  des  Travaux  chimiques  des  Pays-Bas.  t.  \'.  iSSfi,  p.  33j). 
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fil  condiiclciir  que  leur  foiirnisstiil  la  règle  des  pliascs,  s'avenlu- 
raicnL  dans  les  labjrinllies  les  plus  compliqués  de  la  Slalique 
chimique;  plus  tard,  la  même  audace  s'emparait  des  élèves  du 
laboratoire  d'Amsterdam,  après  que  Roozboom  j  eut  remplacé 
Van't  HofT;  et  celui-ci,  de  son  côté,  faisait  triompher  la  règle  des 
pliases  à  Berlin,  avec  ses  admirables  travaux  sur  les  dépôts  salins  de 
Stassfurt;  en  moins  de  vingt  années,  les  idées  que  contenaient  les 
formules  du  professeur  de  New-Haven  avaient  prodigieusement 
accru  et  transformé  ce  que  les  chimistes  avaient  connu  jusque-là 
des  alliages  et  des  mélanges  isomorphes;  par  suite,  elles  avaient 
révolutionné  les  théories  de  la  Métallurgie  et  de  la  Minéralogie, 

M.  Le  Cliatelier  a  pu  dire  avec  justice  que  Gibbs,  en  créant  la 
loi  des  phases,  avait  rendu  à  la  Chimie  un  service  comparable  à 
celui  que  lui  avait  rendu  Lavoisier  lorsqu'il  avait  formulé  la  loi  de 
conservation  du  poids;  mais  notre  légitime  admiration  pour  le 
matliématicien  de  Ne^^-Haven,  qui  avait  enveloppé  une  précieuse 
pépite  sous  la  rude  écorce  de  ses  formules  algébriques,  ne  doit 
pas  nuire  à  notre  gratitude  envers  les  deux  chimistes  hollandais 
qui  ont  brisé  la  gangue  et  fait  éclater  à  tous  les  veux  les  reflets  du 
pur  métal. 

M.  van  der  Waals  avait  fait  preuve  d'une  remarquable  perspi- 
cacité en  discernant  la  règle  des  phases  parini  les  formules  algé- 
briques où  Gibbs  l'avait  en  quelque  sorte  cachée.  Cette  même 
perspicacité  servit  heureusement,  en  d'autres  circonstances,  le 
savant  physicien  hollandais;  lorsqu'il  entreprit  d'étudier  les  lois 
qui  président  à  la  liquéfaction  d'un  mélange  de  deux  gaz,  c'est  au 
célèbre  Mémoire  du  professeur  de  New-Haven  (  '  )  qu'il  emprunta  la 
notion  d'état  critique  d'un  tel  mélange  ;  c'est  une  des  fonctions  défi- 
nies en  ce  Mémoire,  la  fonction  -i,  qu'il  représenta  par  une  sur- 
face dont  l'étude  n'a  cessé,  depuis  ce  temps,  de  solliciter  les  elTorts 
des  physiciens  de  [^ejde  cl  d'Amsterdam. 

iNIais,  si  IM.  van  der  Waals  fut  assez  clairvoyant  pour  découvrir 
quelques-unes  des  idées  qui  se  trouvaient  en  gornie  dans  les  équa- 
tions de  Gibbs,  s'il  eut  l'habileté  de  leur  faire  protluii-e  les  décou- 
vertes expérimentales  qu'elles  renfermaient  en  elles,  combien  de 
graines  semblables  sont  demeurées  stériles  parce  cpi'aucun  phvsi- 

(')    Tliv  Scii'/i/i/ic   /'iipcrs  c/"  ,1  .-\\  ii.i.  aiU)  (iiiuts,  vol.   I.  p.   i  îij-i  ).'|. 
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cion,  aucun  cliiniisle,  ne  les  a  aj)erçiies  sous  l'enveloppe  algébrique 
fpii  les  dissimulait!  La  fécondité  dont  elles  étaient  douées  a  été 
leconnue  Irop  tard,  lorsfpie  les  découvertes  qu'elles  impliquaient 
s'étaient  depuis  longtemps  dévelopjiées  sans  leur  rien  emprunter. 

Ainsi,  en  i88[,  à  l'aide  de  Icxpéricncc  et  de  quchpics  raison- 
nements, M.  Konovalow  découvrait  les  lois  fondamenlalcs  de  ce 
qu'on  devait  nommer  plus  lard  Vctat  indijfércnl  d'un  système 
bivariant;  or,  dès  187G,  Gibbs  avait  énoncé  ces  lois,  en  trois 
lignes  (  '  ),  dans  son  Mémoire  Sur  Vcquilibre  des  substances  hété- 
rogènes. 

En  i885,  M.  J.-H.  Vaut'  IlofT  montrait  le  rùlc  imporlanl  que  la 
considération  des  parois  semi-perméables  et  de  la  pression  osmo- 
tirpie  devait  jouer  dans  l'étude  des  dissolutions:  il  établissait,  en 
outre,  de  saisissantes  analogies  entre  les  lois  relatives  aux  solutions 
très  diluées  et  les  lois  qui  régissent  les  gax  parfaits;  or,  à  son 
insu,  il  n'avait  fait  que  retrouver  des  résultats  découverts  et 
publiés  (-)  dès  18-6  par  le  professeur  du  Yale  Collège. 

Nous  pourrions  multiplier  les  exemples  semblables  à  ceux  que 
nous  venons  de  citer;  sans  lasser  le  lecteur  par  cette  longue  dis- 
cussion relative  à  des  questions  de  ])riorité,  nous  pouvons, 
crovons-nous,  formuler  celle  double  conclusion  :  La  plus  grande 
partie  de  la  Statique  chimique  actuelle  se  trouvait  déjà  dans  les 
équations  que  Gibbs  a\ail  établies  en  ses  divers  IMémoires  de 
Thermodynamique;  cependant,  cette  Statique  chimique  a  été 
presque  entièrement  découverte  hors  de  l'influence  du  savant 
américain  ;  les  chercheurs  (jui  l'ont  retrouvée  n'avaient  pas  reconnu 
la  portée  do  l'œuvre  conq)osée  par  le  savant  algébriste  de  New- 
Haven. 

Si  Gibbs  a  laissé  à  son  anivrc  celte  forme  algébrique,  si  m^sté- 
ncusc  pour  le  chimiste,  si  peu  capable  de  lui  transmettre  les  idées 
(piclle  recèle,  c'est,  dira-t-on  peut-être,  par  gaucherie  de  mathé- 
maticien pur,  ignorant  de  la  science  d'observation,  inhabile  ù 
trouver  dans  la  foule  des  lois  expérimentales  celles  qui  pourraient 
illustrer  ses  équations.  Le  croire  serait  se  tromper  et  Gibbs  a  pris 
soin,  en  quelque  sorte,  de  nous  prémunir  contre  cette  erreur.  Il  a 

(')   The  Scœnlijic  Pajicrs  r»/' j.-W  illaiîd  Guîbs,  vol.  I,  p.  (]<). 

(-)   The  Scientijie  Papcrs  of  J  .-\\  ill.viu)  Gibcs.  vol.  I,  p.  8).   i.'^j,  ifi'i. 

Bull,  des  Sciences  malheni..  -y  sOrie,  l.  \X\I.  (Aoiil  190;.)  l'i 
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prouve  que,  s'il  liti  |)laisait  de  comparer  qucifju'une  de  ses  formules 
aux  données  de  l'expérience,  il  savait  fort  bien  instiluer  celle 
comparaison  et  la  pousser  jusqu'à  son  conq)let  achèvement. 

Sa  Statique  chimique  donne  une  formule  algéhrique  propre  à 
représenler  les  variations  de  la  densité  d'un  pol^'mère  gazeux  qui 
se  résout  en  un  isomère  moins  condensé;  désireux  de  soumettre 
celle  formule  au  contrôle  des  faits,  Gihbsa  réuni  toutes  les  déter- 
minations auxquelles  les  densités  de  vapeur  variables  avaient 
donné  lieu  de  son  temps,  elil  les  a  minutieusemenl  comparées  aux 
résultais  numériques  tirés  de  sa  formule  ('). 

Si  donc  Glbbs  a  laissé  ses  découvertes  de  Mécanique  chimique 
sous  une  forme  abstraite  et  purement  algébrique,  ce  n'est  pas 
qu'il  fût  inhabile  à  les  présenter  en  un  langage  plus  concret  et 
plus  accessible  aux  expérimentateurs  ;  c'est  que  son  cspril,  lorsqu'il 
avait  condensé  une  vérité  en  la  concision  d'une  formule  très  géné- 
rale, répugnait  à  dérouler  la  suite  infinie  des  cas  particuliers 
(pi'enveloppait  cette  proposition  universelle;  comme  son  caractère 
moral,  son  intelligence  était  of  a  reluing  disposition. 


V. 

Gibbs  aimait  à  contempler  la  vérité,  non  pas  dans  la  multipli- 
cité variable  et  changeante  des  pro|)ositions  particulières,  mais 
dans  l'unité  fixe  et  immuable  de  la  proposition  générale;  sa  penséene 
cherchait  pas  à  s'étendre  dans  le  développement  de  plus  en  ))lus 
ample  des  conséquences,  mais  à  se  concentrer  dans  le  resserrement 
de  plus  en  plus  dense  des  principes;  celle  tendance  qui  carac- 
térise la  démarche  babil uelle  de  son  génie,  nous  venons  de  la 
reconnaître  dans  la  mélhode  (pi'il  a  suivie  pour  exposer  les  résul- 
tais de  ses  théories;  nous  allons  la  retrouver,  non  moins  nette  et 
accentuée,  dans  lu  forme  (pi'il  a  donnée  aux  hy[)olhèses  dont  ces 
mêmes  théories  sont  issues. 

Quelle  est,  pour  le  pur  logicien,  la  structure  idéale  de  la  théorie 

physique  ? 

Au    point    de    départ,    quelques    propositions,    revélues    d'une 


(')   Tlic  Scientijic  J'a/nrs  ,./ J.- Wu.i.Aiii.  Cinits,  vol.  1,  p.   x-^-i^^i    cl  .■i;j-4o3. 


COiMPTES   HENDUS  ET  ANALYSES.  199 

forme  malliémaliqiie,  très  peu  nombreuses  et  1res  générales,  aussi 
générales  que  possible  afin  qu'elles  soient  aussi  peu  nombreuses 
que  possible;  ce  sont  les  hypothcses. 

Eu  ces  bjpothèses,  la  ibéorie  tout  entière  est  contenue  et  comme 
ramassée;  par  une  cb'duction  d'une  rigoureuse  régularité,  le 
mathématicien  va  extraire  des  hypothèses  la  foule  des  vérités  par- 
ticulières qu'elles  impliquent,  et  les  dérouler  en  une  suite  parfai- 
tement ordonnée  qui  sera  la  théorie. 

L'expérimentateur  s'emparera  alors  de  ces  conséquences  parti- 
culières; il  les  comparera  aux  lois  que  l'observation  lui  a  révélées, 
car  ces  lois  doivent  trouver  une  représentation  satisfaisante  dans 
les  résultats  de  la  théorie  pour  que  celle-ci  soit  déclarée  valable. 
Le  physicien  qui  se  propose  de  présenter  une  théorie  à  ses  audi- 
teurs ou  à  ses  lecteurs  va-t-il  modeler  exactement  son  exposition 
sur  ce  que  la  Logique  lui  enseigne  touchant  la  structure  de  cette 
ihéorie?  \  a-t-il,  de  prime  abord,  poser  l'ensemble  de  ses  hypo- 
thèses sous  leur  forme  la  j^lus  générale  et  sous  leur  nombre  mini- 
mum? Il  risquerait,  à  le  faire,  de  heurter  les  préventions  intellec- 
luelles  les  plus  légitimes  de  ceux  auxquels  il  s'adresse,  de  rendre 
ses  suppositions  inacceptables  et  de  laisser  sa  théorie  incom- 
prise. 

Les  hvpothèses  sur  lesquelles  repose  une  théorie  phvsique  n'ont 
rien  d'analogue,  en  effet,  aux  axiomes  de  la  Géométrie.  Ceux-ci 
sont  des  propositions  d'une  certitude  immédiate;  sitôt  qu'ils  lui 
sont  présentés,  l'esprit  leur  donne  son  adhésion;  transporter  aux 
corollaires  les  plus  éloignés  cette  certitude  évidente  des  principes, 
c'est,  en  chacune  des  bianehes  de  la  Science  malhémalicpie,  robjel 
(le  la  déduction. 

loul  aulrement  en  est-il  en  une  lliéorie  ph\sique.  La  source  de 
toute  certitude  et  de  toute  vérité  ne  se  trouve  pas  à  l'origine  de  la 
déduction,  elle  ne  coule  pas  des  hypothèses  premières;  elle  se 
trouve  à  l'autre  extrémité,  elle  dérive  tout  entière  de  l'accord 
entre  les  conséquences  ultimes  de  la  théorie  et  les  lois  expérimen- 
tales. Les  hypothèses  ne  se  présentent  donc  pas  conune  des  juge- 
ments qui,  d'emblée,  satisfont  l'esprit;  la  déduction  matliémalique 
n  a  pas  pour  but  de  nous  faire  adhérer  aux  corollairc.'s  éloignés  en 
canalisant  jusqu'à  eux  l'évidente  certitude  des  j»rcmiers  |)rinci|)es. 
Ici,  la  vérité  ne  descend   |)as  des  prémisses  du  laisoruiemenl  aux. 
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conclusions;  elle  réside  iiniqucmcnt  là  où  nboulil  la  théorie,  là 
où  cllevicnl  se  confronlcr  avec  l'expérience;  de  celle  confronta- 
tion, les  hypothèses  d'où  la  théorie  est  issue  tirent  toute  leur 
valeur,  en  sorte  que  cette  valeur  remonte,  en  sens  contraire  de  la 
déduction  nialhénialique,  des  conclusions  aux  prémisses.  Celle 
valeur,  d'ailleurs,  n'est  pas  une  valeur  de  vérité,  elle  ne  s'apprécie 
pas  en  degrés  de  certitude;  elle  est  d'autant  plus  grande  qu'un 
nombre  plus  considérable  de  lois  expérimentales  se  laissent 
représenter  par  les  corollaires  déduits  des  hypothèses;  elle  est 
d'autant  plus  grande  que  l'ensemble  de  ces  corollaires  forme  un 
tableau  où  les  lois  expérimentales  sont  représentées  plus  fidèlement 
cl  dans  un  ordre  plus  parfait;  les  suppositions  qui  sont  à  la  base 
d'une  théorie  valent  donc  comme  formules  économiques  où  un 
nombre  immense  de  vérités  d'observation  se  trouvent  concen- 
trées; elles  valent  comme  principes  de  classification;  elles  ne  valent 
nullement  comme  vérités. 

11  est  clair,  dès  lors,  que  la  valeur  des  hypothèses  que  le  physi- 
cien pose  à  la  base  d'une  théorie  ne  saurait  être  appréciée  jus- 
tement tant  que  la  théorie  n'a  pas  reçu  son  complet  achèvement 
Cl  que  l'ensemble  de  ses  conséquences  n'a  pas  été  soumis  au  con- 
trôle des  faits.  Logiquement,  celui  qui  entend  exposer  une  théorie 
physique  devrait  s'abstenir  de  la  moindre  critique,  de  la 
moindre  discussion,  de  la  moindre  question  au  sujet  des  pre- 
mières propositions  qui  lui  sont  formulées  jusqu'au  moment  où 
les  derniers  corollaires  de  ces  propositions  auront  été  démontrés 
par  le  mathématicien  et  jugés  par  l'expérimentateur:  alors,  mais 
alors  seulement,  il  pourra  décider  en  connaissance  de  cause  s.  les 
hvpolhèscs  posées  tout  d'abord  doivent  être  acceptées  ou  rejelées. 
"Mais  qui  donc  aurait  un  assez  grand  respect  de  la  Logique  pour 
se  contraindre  à  une  telle  réserve?  Cerles,  celui  qui  aborde  l'élude 
d'une  théorie  phvsique  consenlira  bien  à  reconnaître  que  l'on  ne 
saurait  évaluer  une  hypothèse  à  son  plus  juste  prix  avant  d'avou- 
développé  toutes  les  conséquences  .prelle  implique;  mais,  avant 
d'entreprendre  la  lente  et  pénible  déduclion  qui  doit  dérouler 
devant  ses  yeux  la  chaîne  de  ces  conséipiences,  il  réclamera 
(piehpie  assurance  contre  les  risques  d'un  vain  labeur. 

On    ne   pnil    èlrc   ccrlain   cprune   roule   mène  au  lieu  que  l'on 
.l.si.T  all.i.ubr  tanl  .pK<  l'en  n";.  passuivi  celle  roule  jus.p.'au  boni; 
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loiilcfois,  avant  tic  s'y  engager,  on  en  relève  rorienlalioii,  on 
recueille  loules  les  inclicalions  qui  laissent  deviner  l'endroit  où  elle 
aboutit;  on  se  met  en  garde  du  mieux  f[ue  l'on  peut  contre  la 
clianee  d'avoir  à  rebrousser  un  long  eheniin  inutilement  parcouru. 

En  dépit  donc  des  droits  que  la  J^ogicpie  lui  confère,  l'auteur 
d'une  théorie  se  voit  obligé  de  donner,  dès  le  début,  certaines 
justifications,  certaines  présomptions  en  faveur  des  hypothèses 
qu'il  propose.  Ces  justifications,  ces  présomptions  n'ont  rien, 
d'ailleurs,  d'une  dénionstration  apodiclique  ;  partant,  aucune 
règle  absolue  ne  fixe  la  méthode  selon  lacpielle  elles  doivent  pro- 
céder. Tantôt,  le  créateur  de  la  théorie  s'eflTorcera  de  montrer  que 
les  enseignements  confus  de  la  connaissance  commune  suggèrent, 
en  quelque  sorte,  les  suppositions  qu'il  formule  et  trouvent  en 
elles  une  forme  plus  précise  et  plus  satisfaisante  pour  l'esprit. 
Tantôt,  des  propositions  qu'il  vient  de  postuler,  il  se  hâtera  de 
tirer  quelques  conséquences,  |)articulièrement  aisées  et  immé- 
tliates,  et  il  s'empressera  de  montrer  que  ces  conséquences  s'ac- 
cordent avec  les  lois  expérimentales.  Tantôt  enfin,  et  cette  voie 
sera  presque  toujours  la  plus  sûre,  il  retracera  la  suite  historicjue 
des  essais  et  des  tâtonnements  qui  ont  amené  à  formider  les 
hvpothèscs  sur  lesquelles  il  va  poser  ses  constructions.  Mais,  tout 
en  pratiquant  cet  art  d'introduire  les  principes  en  lesquels  se 
condense  son  œuvre  théorique,  de  les  rendre  aisément  accep- 
tables à  son  auditeur  ou  à  son  lecteur,  il  n'oubliera  pas  que  toutes 
ces  démarches  ont  pour  objet  d'anticiper  sur  le  cours  régulier  de 
la  doctrine  [)hysi(|ue  et  de  satisfaire  une  illogique  impatience. 

Gdjbs  ne  connaît  pas  cette  impatience  illogique 5  il  ne  l'é-proiive 
jias  en  lui-même,  il  ne  la  soupçonne  pas  chez  les  autres;  il  ne  fait 
rien  pour  l'éviler  et  la  calmer.  Nul  n'a  plus  exactement  conformé 
1  exposé  d'une  théorie  aux  règles  données  par  la  seule  Logique. 

Lors(pie  le  professeur  de  Nevv-Havcn  développe  une  théoiie 
pliysi(pic,  les  hypothèses  sur  Icscpielles  il  fonde  cette  théorie  sont 
toujours  amenées  au  plus  haut  degré  de  généralité  en  même  temps 
que  le  Jiombrc  en  est  réduit  au  minimum.  Parfois,  une  restriction 
un  peu  plus  grande  imposée  à  ces  hypothèses  permettrait  à  l'ima- 
gination de  secourir  la  raison  qui  s'edorce  de  les  saisir;  parfois, 
mi  énoncé  plus  particulier,  accompagnant  l'énoncé  général,  lui 
servirait  d'exemple  et  en  ferait  mieux  comprendre  le  sens;  Gibbs 
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ne  consent  jamais  à  poser  de  telles  restrictions;  il  ne  condescend 
jamais  à  donner  de  tels  exemples. 

Considérons,  par  exemple,  sa  théorie  de  la  double  réfraction. 
Les  phjslciens  qui,  avant  lui,  ont  développé  de  semblables  théo- 
ries se  sont  attachés  à  donner  une  forme  déterminée  à  leurs  sup- 
positions sur  la  matière,  sur  l'éllier,  sur  les  relations  mutuelles 
de  ces  deux  substances;  ou  bien  encore,  lorsqu'ils  voulaient  éviter 
de  trop  préciser  la  structure  de  ces  deux  corps,  ils  ont  pris  soin, 
comme  lord  Kelvin,  de  composer  des  modèles  qui  pussent  servir 
d'exemples  à  leurs  hypothèses  générales.  Le  professeur  du  Yale 
Collège  prend  le  contre-pied  de  celte  méthode;  il  élimine  de  ses 
postulats  tout  ce  qui  les  déterminerait  outre  mesure,  tout  ce  qui 
les  préciserait  aux  dépens  de  leur  extension;  il  les  réduit  à  ce 
qu'ils  doivent  renfermer  d'absolument  essentiel;  la  matière  a  une 
structure  finement  grenue;  les  dimensions  et  les  distances  mu- 
tuelles des  grains  sont  négligeables  [)ar  rapport  à  la  longueur 
d'onde  de  la  lumière;  voilà  tout  ce  qu'il  admet  (')  au  début  de 
ses  spéculations  sur  la  double  réfraction  et  la  dispersion. 

Ce  même  désir  de  donner  aux  hypothèses  la  forme  la  plus  géné- 
rale, la  moins  déterminée  qu'il  soit  possible  d'imaginer  se  retrouve 
dans  l'écrit  (-)  où  Gibbs  s'est  efforcé  de  rapprocher  les  lois  de 
la  Thermodynamique  des  lois  de  la  Mécanique. 

Ces  hypothèses  si  générales  sur  lesquelles  Gibbs  fonde  ses 
théories  ne  sont  pas  toujours  eiilièrcmenl  nouvelles  ;  parfois, 
la  Science  n'est  arrivée  à  les  formuler  qu'à  la  suite  de  longues  lié- 
silations,  de  tâtonnements  pénibles,  de  discussions  épineuses; 
rien  de  plus  propre  alors  à  nous  faire  apprécier  la  valeur,  la  portée, 
le  sens  de  ces  hypothèses  que  l'histoire  résumée  des  vicissitudes 
par  lesquelles  elles  ont  passé  avant  d'acquérir  leur  forme  acluellc. 
A  cette  histoire,  Gibbs  ne  fait  même  pas  une  allusion. 

Ouvrons,  par  exemple,  le  célèbre  Mémoire  iSur  L  cquilibic 
des  substances  hétérogènes,  et  voyons  en  cpicls  Icrmcs  débute  le 
premier  Chapitre  (  *)  : 

(')   The  ^cu'iilijU-  l'apers  of  i.A\  \\.\.\\\v)  ('■mus,  \i«l.  Il,  p.  i8.'|-i85. 

(-)  J.-W  ii.LAiiu  GiBBs,  Elcincntary  Princiides  in  slulislical  Mecliunics  deve- 
loped  willi  cspeciaf  re/eicnce  to  llie  ratioiial  foundation  of  Tlicrmody- 
nanucs,  Nrw-Vork  cl  Londres,  190:».  p.  5-(). 

(')  l'Ile  Svicnlijic  l'apers  0/ J.->>  ili.aud  (iinBS,  \i>l.  I,  p.  5<i. 
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«  Le  criléiitiin  de  l'équilibre  d'un  svslème  isolé  de  toute  iii- 
Ouence  extérieure  peut  s'ex|)rinier  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes  suivantes,  qui  sont  équivalentes  : 

»  I.  Pour  l'équilibre  d'un  système  isolé,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  dans  toutes  les  variations  possibles  de  l'état  du  sys- 
tème, qui  n'allèrent  pas  son  énergie,  la  variation  de  l'entropie  soit 
nulle  ou  négative... 

»  II.  I^oiir  l'équilibre  d'un  système  isolé,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  dans  tous  les  cliangemenis  possibles  de  l'état  du 
système,  qui  ne  font, pas  varier  son  entropie,  la  variation  de  son 
énergie  soit  nulle  ou  positive,    » 

Voilà  les  deux  pro[)Osilions  essentielles  dont  toute  la  Statique 
chimique  de  Gibbs  se  tire  par  une  déduction  rigoureuse;  toutes 
les  formules  que  le  Mémoire  va  développer  y  sont  impliquées 
d'avance.  Ces  deux  propositions,  d'où  tout  le  reste  découle,  nous 
sont  présentées  sans  aucun  commenlaire,  sans  aucun  exenq)le, 
sans  aucune  introduction  historique.  C'est,  dira-t-on,  qu'elles 
sont  admises  de  tous  les  phvsiciens.  que  nul  n'en  conteste  le  bien 
fondé,  qu'elles  sont  d'usage  courant.  Point  du  tout.  Jamais,  jus- 
qu'alors, elles  n'ont  été  expressément  formulées  en  aucun  écrit  de 
Thermodynamique.  Elles  se  peuvent  déduire  de  certains  prin- 
cipes posés  par  W.  Thomson  et  par  Clausius;  mais  ces  principes 
eux-mêmes  font  usage  de  notions  encore  imprécises  et  mal  dé- 
finies, ils  se  relient  à  des  hvpothèses  que  plusieurs  révoquent  en 
doute.  Derrière  ces  deux  énoncés  si  brefs  par  lesquels  débute  le 
On  the  equilibiium  of  heterogeneous  substances,  il  y  a  la  loi  de 
Carnol,  il  y  a  la  notion  de  modification  réversible  et  celle  d'en- 
tropie, il  y  a  l'audacieuse  affirmation  de  Clausius  touchant  les 
transformations  non  réversibles;  et  rien  de  tout  cela  n'est  encore 
entré  dans  la  Science  faite  et  communément  acceptée,  et  rien  de 
tout  cela  ne  bénéficiera  du  consentement  universel  des  bous 
esprits  avant  de  longues  années  et  de  midtiples  efforts!  Qui  donc 
soupçonnerait  l'existence  de  tous  ces  motifs  d'hésitation  et  de 
doute  en  contemplant  la  sereine  assurance  avec  laquelle  le  pro- 
fesseur de  Now-Haven  écrit  les  deux  formules  qui  renferment 
toute  son  œuvre  ihermodynamifjuc? 

En  la  grande  généralité  d'une  hvpolhèsc,  certaines  aflinnalions 
peuvent    être    impliquées    cpii   sont   particulièrement   étranges  et 
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|)aradoxales.  Sans  doiile,  on  aj^ira  priideinnicnl  en  les  signalant 
au  lecteur  au  moment  même  (juc  l'on  formule  la  |)roposilion  fjui 
les  contient.  Sinon,  le  jour  viendra  où,  en  développant  les  consé- 
quences de  cette  proposition,  il  se  heurtera,  non  averti,  à  ces 
affirmalions  scabreuses,  et  sa  raison  ne  jjourra  maufjuer  d'êlrc 
violemment  choquée  d'un  tel  scandale. 

La  théorie  que  Gibbs  a  donnée  (')  de  la  transformation  par  la- 
cpielle  un  iluide  passe  de  l'état  liquide  à  l'état  de  vapeur  est  sus- 
ceptible de  fournir,  d'une  manière  très  complète,  les  propriétés 
du  |)oinl  critique  (-);  cette  importante  théorie  repose  tout  entière 
sur  cette  sujjposition  :  Le  point  qui  a  pour  coordonnées  le  volume, 
l'énergie  et  l'entropie  de  l'unité  de  masse  d'un  iluide  décrit  une 
surface  analjlicjue  dépourvue  de  tout  point  singulier. 

Or,  en  cette  jiroposition,  se  trouve  inijihcpiée  une  curieuse  et 
étrange  alfirmalion  ;  une  nappe  de  la  surface  dont  elle  postule 
rexislence  correspond  à  des  états  que  le  fluide  ne  prend  pas  et  ne 
peut  pas  prendre,  en  sorte  que  celte  nappe,  algébriquement  dé- 
finie, ne  représente  absolument  rien  au  jioint  de  vue  de  la  Phy- 
sique. La  considération  de  cette  nappe  donne  une  forme  précise 
au  principe  de  continuité  entre  l'état  liquide  et  l'état  gazeux  que 
Jiimes  Thomson  avait  entrevu. 

L'existence  de  cette  nappe  mérite  d'être  expressément  signalée 
au  lecteur.  A  (pjclles  conséquences  inadmissibles,  en  ellet,  ne  par- 
\iendrail-il  pas  s'il  j)renait  les  propriétés  géométriques  de  cette 
partie  de  la  surlace  tlijcnnodynamicpie  |)our  représentation  des 
propriétés  physiques  d'un  Iluide  réel!  11  penserait  voir  ce  iluide 
se  dilater  à  température  constante  lorsqu'il  ferait  croître  la  pres- 
sion. Cet  averlissemeiil  si  nécessaire,  Cnbbs  ne  le  vlonnera  pas, 
cejjcndanl,  en  formulant  llnpothèse  (pii  porte  ses  déductions;  à 
peine,  au  cours  de  ces  mêmes  déductions,  le  lecteur  très  attentif 
pourra-l-il  enlrovoir  cjuchpie  vague  allusion  (■')  à  cette  partie  si 
étrange  de  la  théorie. 

Lorsqu'une  hypothèse  a  pris  sa  forme  la  plus  générale,  lorsque 
tous  les  cas  particuliers  (jui  en  avaient  été  isolément  découverls, 

(')   The  Scicnlijic  J'apcis  o/ J.-\\  illahu  Giuus.  \o1.  I,  p.  jj  cl  sui\aiilcs. 
(-)  Paul  Sauiiel,  On  t/ie  critical  slate  of  a  one-componeiit  sysUin  (Journal 
«/ l>kysical  Cheniislry,  \o\.  M,  ii)i>j,  p.  \-}\). 

(  ')  Tlic  Svicntijic  Pajtcrs  of  J.-\Villauu  Uhîbs.  \">1.  I,  p.  .'(">. 
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loules  les  propositions  spéciales  (|u'une  déterminalion  plus  élroilc 
en  peut  déduire,  ont  été  composés  en  un  énoncé  unique,  il  l'épu- 
gnerait  souverainement  à  l'esprit  de  Gibbs  de  briser  cette  combi- 
naison; tous  les  cfTorts  de  son  génie  tendent  à  faire  converger  la 
multiplicité  des  vérités  particulières  vers  l'unité  d'un  principe 
central;  il  ne  saurait  lui  plaire  que  la  généralité  de  ce  |)rincipe 
s'éparpillât  de  nouveau  en  propositions  fragmentaires,  et  cela 
dans  le  seul  but  de  satisfaire  aux  exigences  illogicpies  de  lecteurs 
impatients  et  d'assurer  à  ses  théories  une  diffusion  (|u'il  ne 
souhaite  point. 

C'est  chose  à  peine  croyable  que  le  soin  avec  lequel  Gibbs 
garde  à  chaque  h_ypothèse  physique  sa  forme  la  plus  générale  et  la 
moins  développée;  de  ce  soin,  ses  éludes  de  Mécanique  statistique 
nous  offrent  un  bien  curieux  exemple  ('). 

Dans  un  certain  espace  sont  répartis  des  corps  en  nombre 
immense,  variables  de  forme  et  de  position.  Tous  ces  corps,  qui 
sont  les  cléments  du  système  étudié,  sont  de  même  nature;  ils 
j)Ouri aient  être  ramenés  à  un  stade  où  ils  seraient  tous  identiques; 
mais,  au  moment  où  nous  les  étudions,  ils  diffèrent  les  uns  des 
autres  par  leur  état,  car  ils  sont  diversement  placés,  orientés  et 
déformés,  et  par  leur  mouvement,  car  ils  ne  sont  pas  tous  animés 
des  mêmes  vitesses.  A  la  nature  de  ces  corps  on  laisse  une  large 
indétermination.  Ce  |)euvent  être  de  simples  points  matériels;  la 
position  de  chacun  d'eux  dépend  seulement  alors  de  trois  coordon- 
nées. Ce  [)euvent  être  des  atomes  rigides;  pour  connaître  la  posi- 
tion d'un  tel  atome,  il  faut  connaître  les  valeurs  de  six  variables. 
Ce  peuvent  être  des  molécules,  des  assemblages  d'atomes  plus  ou 
moins  nombreux,  plus  ou  moins  divers,  capables  de  se  déplacer 
les  uns  par  rapport  aux  autres;  pour  déterminer  la  figure  et  la 
position  d'un  tel  assemblage,  il  faut  se  donner  un  nombre  de 
variables  plus  ou  moins  grand,  mais  supérieur  à  six.  Une  seule 
condition  est  requise  des  éléments  ([ui  forment  le  système  matériel 
étudié  :  c'est  qu'un  tel  élément  soit  entièrement  connu  de  figure 
et  de  position  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  d'un  nombre  plus  ou 
moins  grand,  mais  limité,  de  variabb'S  indé[)endanles. 


(')  J.-WiLLAUD   Gibbs,  LIcmcnUu}  jniiuiplus  in  iCatistical  MlcIkiiius.  Ncw- 
\iiik  cl  Lmiilics,  190J. 


2o6  PHEiMlÈRE  l'A  Mil  E. 

Ces  clénicnls  sont  soumis  à  des  forces.  I^es  forces  qui  agissent 
sur  un  élément  dépendent  exclusivement  des  variables  qui  déter- 
minent cet  élément;  telles  seraient  des  forces  émanées  de  corps 
extérieurs  invariables.  Une  telle  hypothèse  exclut  évidemment  la 
supposition  d'actions  réciproques  entre  les  éléments.  De  plus,  on 
suppose  que  les  divers  éléments  ne  se  choquent  pas  les  uns  les 
autres. 

Supposons  établi  Véquilihre  slalislique  du  svstème.  Une  foule 
d'étals  distincts,  de  mouvements  distincts  y  sont  simultanément 
réalisés;  à  chaque  instant,  chacun  des  éléments  quitte  son  état  et 
son  mouvement;  mais  un  autre  élément  prend  sensiblement,  au 
même  instant,  l'élat  et  le  mouvement  que  celui-là  vient  de 
perdre. 

Comment  tous  ces  états  et  tous  ces  mouvements  se  répartissent- 
ils  entre  les  corps  innond)r;iljlcs  (pii  forment  le  svstème?  Combien 
y  a-l-il,  à  un  instant  donné,  de  corps  dont  l'état  soit  compris  entre 
deux  limiles  données,  dont  le  mouvement  soit  également  compris 
entre  deux  limiles  données?  Tel  est  le  premier  problème  que  le 
géomètre  ait  à  se  |)Oser;  ce  problème,  Gibbs  le  résout  avec  une 
entière  généralité. 

Ce  problème  fait  intervenir  un  certain  coefficient  que  Gibbs 
nomme  coefficient  de  pi'obabilité  e\.  qu'il  désigne  par  la  lettre  P. 
Une  seule  condition  est  inqiosée  à  ce  coeflicient  :  il  doit  être  une 
(onction  des  coordonnées  et  des  vitesses  des  divers  éléments,  et 
cette  fonction  doit  garder  la  même  valeur  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  du  système. 

Une  telle  condition  laisse  largement  indéterminée  la  forme  du 
coeflicient  P;  on  y  satisferait  assurément  ('),  et  ce  n'est  peut-être 
pas  la  seule  manière  d'y  satisfaire,  en  égalant  P  à  une  fonction 
quelcoufpie  de  l'énergie  e.  En  cette  délerminalioi»  ch'-jà  particu- 
lière, Gibbs  choisit  une.  seconde  délerminalion  infiniment  plus 
spéciale;  il  considère  les  systèmes  pour  le>([ucls  1*  est  donné  jtar 
l'égalité 


o-i 


(I)  P  =  e  W  , 

où  (")  est  une  constante  |>ositive  el  où  -l  est  une  autre  constante,  ri 

(')    J.-WlLLAlU)    GlDliS.    op.  cit.,  p.   J'-JJ. 
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ce  sonl  ces  systèmes  canoniques  qu'il  prend  pour  objet  de  son 
analyse. 

Aux  systèmes  canoniques  il  découvre  de  remarquables  pro- 
priétés mécaniques  qui  offrent  avec  les  lois  de  la  Thermodyna- 
mique d'intéressantes  analogies. 

Notre  intention  n'est  pas  de  suivre  ici  la  théorie  des  systèmes 
canoniques,  mais  de  nous  arrêter  un  instant  au  point  de  départ  de 
cette  théorie. 

Les  systèmes  canoniques  sont  définis  par  une  propriété  algé- 
brique :  leur  coefficient  de  probabilité  est  de  la  forme  donnée  par 
l'équation  (i).  Mais  ils  n'ont  reçu  juscpi'ici  aucune  définition  mé- 
canique. Comment  doivent  être  agencés  les  corps  qui  composent 
un  élément  du  système,  à  quelles  sortes  de  forces  ces  corps  doivent- 
ils  être  soumis  pour  que  le  système  soit  un  système  canonique? 
Cette  question  n'a  reçu  aucune  réponse. 

Or  une  telle  réponse  parait  indispensable  si  l'on  ne  veut  |)as  que 
la  théoiie  des  s\  sternes  canoni(|ues  paraisse  un  pur  exercice  d'Al- 
gèbre, sans  intérêt  pour  le  physicien.  11  nous  importera  assez  peu, 
eu  cnél,  (|ue  ces  svstèmes  soient  soumis  à  des  lois  d'une  simplicité 
remarquable  si  nous  ignorons  l'art  de  les  construire.  L'analogie  de 
ces  lois  avec  les  lois  de  la  Thermodynamique  nous  donne  à  penser 
que  nous  devons  composer  la  nature  de  systèmes  semblables  aux 
systèmes  canoniques,  si  nous  voulons  essayer  de  l'expliquer  méca- 
niquement; mais  ce  renseignement  nous  semblera  singulièrement 
incomplet  si  l'on  ne  nous  dit  pas,  en  outre,  comment  est  constitué 
un  système  canonique.  Enfin,  et  ceci  est  plus  grave,  tant  (|u'on  ne 
nous  a  pas  décrit  la  construction  mécani(|ue  d'un  système  cano- 
nique, nous  sommes  en  droit  de  nous  demander  si  de  tels  systèmes 
exisleul,  si  l'on  peut  agencer  les  corps  au  sein  de  chaque  élément 
et  régler  les  forces  qui  sollicitent  ces  corps,  de  telle  manière  que 
l'égalité  (i)  s'appli(pie  à  l'ensemble  de  ces  éléments. 

Or  cette  définition  mécanique  des  systèmes  canoniques,  il  ne 
semble  pas  que  Gibbs  s'en  soit  soucié;  il  ne  j)araît  pas  qu'il  ait 
cherché  à  donner  un  exemple  ([ui  mît  hors  de  doute  l'existence  de 
tels  systèmes;  la  concision  et  la  sinqilicilé  de  la  définition  algé- 
bricpie  (pi'il  avait  posée  suffisaient  à  satisfaire  son  esprit,  ennemi 
de  tout  développement;  jamais,  peut-êtrC;,  la  relii  in  g  disposition 
(pii  oriertle  toutes  ses  déjnarches  intellectuelles  ne  s'était  plus  ncl- 
lenicMl  affirmée. 


■io8  phiî.mièijl:  l'Ainii:. 


VI. 

Les  Jijpolhèses  renferment,  repliée  sur  elle-même,  toute  la 
théorie  physique;  elles  ne  renferment  pas  toute  la  pensée  du  phy- 
sicien. En  son  esprit,  elles  se  relient  à  d'autres  jugements,  plus  ou 
moins  clairement  aperçus,  plus  ou  moins  explicilemenl  formulés; 
et  ce  sont  ces  jugements  cpii  suggèrenlau  physicien  d'adopter  telle 
supposition,  arbitraire  en  apparence,  qui  unissent  entre  eux  des 
principes  sans  lien  visible. 

Ces  ((  pensées  de  derrière  la  tête  »,  le  physicien  consent  rare- 
ment à  les  publier;  bien  des  raisons  le  poussent,  en  général,  à  les 
garder  secrètes. 

Elles  ne  sont  pas  susceptibles,  la  plupart  du  temps,  de  se  couler 
en  ces  formes  précises  et  claires  où  il  a  piis  l'habiludc  de  mouler 
ses  jjropositions  théoriques;  leurs  contours  demeurent  toujours 
plus  ou  moins  vagues  et  indécis;  elles  ne  se  laissent  pas  enseigner 
d  une  manière  dogmatique;  avec  cpielque  art  qu'on  les  expose,  on 
parvient  tout  au  plus  à  les  faii'e  soupçonner  et  deviner. 

Elles  n'ont  pas  l'évidence  immédiate  des  axiomes  de  la  Géo- 
métrie; elles  ne  se  démontrent  pas  comme  des  théorèmes;  elles  ne 
lournissent  pas,  comme  les  énoncés  formulés  par  le  théoricien,  des 
conséquences  qui  puissent  être  soumises  au  contrôle  de  l'expé- 
rience; leur  certitude  est  d'un  autre  ordre  (pie  la  certitude  des 
diverses  propositions  auxquelles  lepliysicien  est  habitué;  lorsqu'une 
longue  méditation  l'a  convaincu  de  leur  vérité,  il  mancpie  de 
moyens  irréfutables  pour  communiipier  à  aulrui  sa  conviction. 

Enfin,  ces  pensées  philosophiques  qui  dirigent  les  ellorts  du  ph\- 
sicien  dans  le  choix  et  l'élaboration  de  ses  théories  se  rattachent 
souvent  en  lui  à  d'autres  pensées  philosophicpies,  à  celles  (pii 
dominent  ses  croyances  morales,  (pii  organisent  sa  vie  intérieure; 
et  une  juste  répugnance,  une  légitime  pudeur,  le  poiient  à  dérober 
aux  yeux  étrangers  cet  intime  foyer  tli'  son  àine. 

Il  est  donc  rare  (pi'un  physicien  nous  laisse  pénétrer  juscpTà  ce 
sanctuaire  philosopliicpie  où,  dans  une  demi-obscurité,  siègent  les 
idées  mères  de  ses  théories,  lu  cependant,  tant  que  ses  confidences 
ne  nous  ont  pas  eutr'ouvert  ce  secret  asile,  nous  ne  comprenons 
pas  réellement  cl  |ilcineiiicnl  ses  doclniies  ;  lar,  sil  nous  e^t  pei  iiii> 
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de  les  conlompler  sous  leur  forme  aciievée,  nous  ne  pouvons  de- 
viner d'où  csl  issu  le  germe  qui  s'est  développé  en  elles. 

Ces  confidenees,  trop  rares  de  la  plupart  des  physiciens,  devons- 
nous  les  attendre  de  Gibbs?  Pouvons-nous  espérer  de  lui  qu'il 
nous  laisse  entrevoir  quelques-unes  des  pensées  philosophiques 
qui  ont  orienté  ses  recherches  physiques  et  mathématiques?  Assu- 
rément non.  Il  a  pu  nous  livrer  certaines  de  ses  doctrines 
scientifiques,  alors  qu'elles  avaient  atteint,  en  son  esprit,  au  plus 
Jiaul  degré  de  clarté  et  de  précision;  encore  ne  les  a-t-il  livrées 
qu'à  demi  et  comme  à  regret,  restreignant,  pour  ainsi  dire,  sa 
publication  par  la  concision  du  style,  par  Temploi  des  algorithmes 
s\mboliques,  |)ar  la  forme  jiurement  algébrique  sous  laquelle 
demeurent  voilées  ses  |)roposiLions  de  Physique,  par  le  caractère 
très  général  et  très  absli-ait  de  ses  hy|)othèses.  Comment  se  déci- 
derait-il à  nous  communiquer  des  pensées  indécises  et  flottantes, 
dont  la  publication  froisserait  toutes  les  susceptibilités  de  sa  mo- 
destie, contrarierait  toutes  les  tendances  à  la  concentration  qui 
sollicitent  son  génie? 

Nous  devons  donc  nous  résigner  à  ignorer  les  idées  philoso- 
phiques (pii,  sans  doute,  en  l'esprit  de  Gibbs,  présidaient  à  la 
genèse  des  théories  physiques. 

Cette  résignation  ne  sera  pas  toujours  excm|Ue  de  regret;  il 
est,  en  particulier,  un  important  débat  au  sujet  duquel  on  eût 
aimé  à  connaître  son  opinior).  Les  lois  de  la  Physique  peuvent-elles 
toutes  se  ramener,  en  dernière  analyse,  aux  lois  de  la  Mécanique 
rationnelle,  telles  que  Newton  etLagrange  les  ont  tracées?  L'espoir 
d'une  telle  réduction  doit-il  être  rejeté,  au  contraire,  comme  une 
illusion  chimérique,  à  tout  jamais  dissipée?  Doit-on  traiter  les 
diverses  branches  de  la  Physique  et,  en  particidicr,  la  Thermody- 
namique, comme  des  sciences  autonomes  qui  n'attendent  aucun 
secours  des  théorèmes  de  la  Dynamique? 

Les  premiers  travaux  de  (iibbs  semblaient  destinés  à  seconder 
ce  dernier  parti;  les  principes  de  la  Thermodynamique  y  étaient 
traités  comme  des  hypothèses  qui  ne  se  réclament  d'aucune  inler- 
prclallon  mécanique;  le  |)ro("esseur  du  \  aie  Collège  s'exprimait, 
en  toutes  circonstances,  exactement  comme  le  ferait  le  |)lus  rigou- 
reux des  énergétistes. 

Cependant,  ou  se  fùl  saii>  di)ulc  tionqu'  en  le  rangeant  parmi 
ceux  (pii  répulenl  à  tout    jamais    inqjossiblf   toute   rejjrc'sentatiDU 


•.)io  raiiMiÈHU  rAKTiiï. 

inéc;uii(jiio  des  plit'noinèncs  naturels.  Ses  reclierclics  de  Mécanique 
stalislique,  publiées  peu  de  temps  avant  sa  mort,  mais  poursuivies 
jiendant  uue  très  grande  partie  de  sa  vie,  témoignent  du  Irrs  vif 
intérêt  qu'il  portait  aux  essais  tentés  pour  asseoir  la  Physique  sur 
les  seuls  fondements  de  la  Dynamique. 

Trop  clairvoyant  pour  partager  l'enthousiasme  naïf  que  ces 
essais,  à  peine  ébauchés,  provoquent  chez  quelques-uns  de  nos 
contemporains,  nourrissait-il,  comme  Lord  Kelvin,  le  ferme  espoir 
de  voir  ces  tentatives  aboutir  quelque  jour  à  une  réussite?  Toute 
affirmation  à  cet  égard  serait  sans  doute  fort  hasardée.  Ecoulons 
avec  quelle  circonspection  s'exprime,  en  sa  préface,  l'auteur  des 
Principes  de  Mécanique  statistique: 

«  Cette  branche  de  la  Mécanique  doit  son  origine  au  désir 
d'expliquer  les  lois  de  la  Thermodynamique  au  moyen  des  seuls 
principes  de  la  Mécanique... 

»  Nous  éviterons  les  plus  grandes  difficultés  en  détournant 
noire  attention  de  la  consiruction  des  hvpothéses  relatives  à  la 
constilulion  des  corps  matériels,  et  en  poursuivant  simplement  les 
recherches  statistiques  comme  une  branche  de  Mécanicpie  ration- 
nelle. Dans  l'état  présent  de  la  Science,  il  ne  paraît  guère  possible 
de  constituer  une  théorie  dynamique  de  l'action  moléculaire  qui 
embrasse  à  la  fois  les  phénomènes  thermodynamiques,  la  radiation, 
et  les  manifestations  électricpies  qui  accompagnent  l'union  des 
atomes.  Or  il  est  évident  qu'aucune  ihéorie  ne  saurait  être  satis- 
faisante si  elle  ne  tient  compte  à  la  fois  de  tous  ces  phénomènes. 
Même  si  nous  bornons  notre  attention  aux  phénomènes  purement 
thermodynamiques,  nous  n'échappons  pas  à  toute  difficulté,  fut-ce 
dans  une  question  aussi  simple  que  l'énuméralion  des  degrés  de 
liberté  de  la  molécule  d'un  ga/  diatomicpie;  tandis,  en  eflet,  que  la 
théorie  assigne  (>  degrés  de  liberté  à  chacune  des  molécules  du  gaz, 
c  est  une  chose  bien  connue  que  nos  expéiienccs  sur  la  chaleur  spé- 
cifique ne  |)euvent  compter  j)lus  de  /\  degrés.  CiCrlainemcnt,  celui- 
là  bâtit  sur  des  fondations  fort  peu  sures,  (pii  |ir(;nil  pour  bases  de 
son  œuvre  des  hypothèses  relatives  à  la  constitution  de  la  matière. 

»  De  telles  diflicidtès  ont  rllravé  l'auteur;  elles  l'ont  tiissuadé 
de  consacrer  son  att(;nhon  à  l'explication  des  in\slèr('sde  la  nature; 
elles  l'oul  contraint  à  se  ((inlcnlcr  d'un  but  |iliis  modeste  ;  il  se 
bornera  à  démoiilrcr  (piehpics-um's  des  proposiiions  les  plus 
obscuics  de  la  parhe  slalislupic  de  la  Mécanupu'.   Les  résidlats  de 
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celle  reclierclie  n'onl  pas  à  craindre  de  se  liouver  erronés  par  suile 
de  leur  manque  d'accord  avec  les  phénomènes  naturels,  car  on  n'a 
nullement  supposé  que  eel  accord  dùl  avoir  lieu.  La  seule  erreur 
qui  puisse  être  ici  commise  consisterait  en  un  désaccord  entre  les 
prémisses  et  les  conclusions;  el  celle  erreur-là,  avec  de  l'attention, 
on  peut,  en  général,  espérer  de  l'éviter. 

»  ...  Finalement,  nous  examinons  la  modification  qu'il  nous  est 
nécessaire  d'apporter  aux  résultats  précédents  si  nous  voulons 
considérer  des  systèmes  composés  d'un  grand  nombre  de  parti- 
cules entièrement  similaires...  Cette  supposition  aurait  dû  être 
introduite  tout  d'abord,  si  nous  avions  eu  simplement  pour  objet 
d'exprimer  les  lois  de  la  nature.  Toutefois,  il  semble  désirable  que 
les  lois  purement  thermodynamiques  soient  très  nettement  séparées 
de  ces  modifications  spéciales,  qui  sont  plutôt  l'objet  de  la  théorie 
des  propriétés  de  la  matière.  » 

Celui  qui  écrivait  ces  lignes  escomptait-il,  |)Our  un  avenir  plus 
ou  moins  éloigné,  le  triomphal  avènement  d'une  Physique  déduite 
des  seules  lois  de  la  Dynamique?  Pensail-il,  au  contiaire,  que  les 
j)hvsiciens  agiraient  sagement  en  abandonnant  tout  essai  d'expli- 
cation mécanique  et  en  s'elTorçant  seulement  de  représenter  par 
des  théories  mathématiques  les  lois  que  l'expérience  leur  révèle? 
Les  quelques  réflexions  écha|ipées  à  son  extrême  réserve  ne  nous 
permettent  guère  de  le  deviner. 

Il  est  temps  de  clore  ces  remarques  sur  la  retiring  disposition 
qui  s'est  manifestée,  avec  une  extraordinaire  puissance,  non  seu- 
lement dans  la  vie  recluse  et  dans  le  caractère  modeste  du  profes- 
seur de  Ne\v-Haven,  mais  encore  dans  toutes  les  particularités  qui 
donnent  à  son  œuvre  une  physionomie  si  originale.  Nous  ne  sau- 
rions le  faire  sans  éprouver  un  certain  sentiment  de  tristesse, 
car  il  nous  est  impossible  de  ne  pas  répéter  ici,  en  guise  de  con- 
clusion, ces  paroles  de  M.  licnrv  J-.e  Chalelier  (')  :  «  La  portée 
des  travaux  du  professeur  Gibbs  n'a  pas  été  immédiatement  le- 
connue;  leur  influence  sur  les  progrès  de  la  Science  n'a  pas  été 
tout  d'abord  ce  qu'elle  aurait  dû  être.  » 

(')  J.-WiLLARD  GiDBS,  ÈquiUbie  des  systèmes  chimiques.  Tr;iduit  |uir  Hciiiy 
Le  Chalelier.  Paris,  1899.  Préface  du  Iraduclcur,  p.  vi. 
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JosT  (lî  ).  —  Untcrsuchungen  iiher  die  Pnrallaxen  von  29  Fixterncn. 
172  p.  (  VerôJD'entlicliunf^en  der  f;rosshcrzn^Jich.  Stermvarte  zii  IFeidcl- 
berg.  Ilerausgeg.  von  W.  \  alentiner.  .'!•  l'd.  )  ln-4".  Karlsnihc,  Braun'sclic 
Hofbuclidr.  20  ni. 

WiilTEilAD  (A.-N.). —  Tlie  axioins  of  descriptive  Geonictry.  In-S",  82  p. 
Cambridge  Univ.  Press.  2  sh.  6  cl. 

Lixnr.MANN  (F.).  —  IJeber  die  Be^'cgiing  dcr  Elektroneii.  i.  Tl.  Die 
translalorische  Bewegung.  (Sondcrdr.)  Avec  fig.  In-S".  IMiinclien,  Franz. 
3  m. 

BiiY.vx  (G. -IL).  —  Thermodynamics.  An  introductory  trcatisc  dcaling 
niainly  witli  Jirst  principlcs  and  their  direct  applications,  xiv-204  p. 
avec  fig.  Relie  7  m.  {D.-G.  Tcubner's  Samm/iing  von  Lehrbiichern  aiif 
deni  Gebiete  dcr  mathemat.  Wissenschaften  mit  Einschluss  ihrer 
A/nvcndungen.  N"  21.  Gr.  in-8'\  Lcip/.ig,  Teubncr.  ) 

KuRT  HiiniNG.  —  Das  loo-jàlirige  Jubilûuni  der  Damp/maschine  (1706- 
if)o()).  Fine  historisch-tcchniscli-wissenschaftl.  Bclrachtung.  iv-j8  p.  avec 
i3  fig.  {Abhandlungen  ziir  Gcscliichte  dcr  matlieniatischen  Wissen- 
scJiaften  mit  Einschluss  ihrer  Annendnngcn.  Begriindct  von  Mor. 
Cantor.  23.  Ilcftj.   Gr.  in-8".  Leipzig,  Teubner.  i  ni.  80  ])f. 

Annales  de  rObservatoire  astronomique,  magnétique  cl  météorolo- 
gique de  Toulouse.  T.  \  IL  In-4",  xx-JSi  p.  Paris,  Gaulllit■^-^  iilars.  3o  fr. 

Hakkii  (W.-M.).  —  A  Acy  to  algcbraic  Gcomctry.  In-S".  Londnn,  lîcll. 
7  sh.  G  d. 

Bt'RUAL'  (Cari.).  —  Tafeln  der  Funktioncn  Cosinus  u.  Sinus,  mit  dcn 
natiirl.  soivolil  reellcn  als  rein  imagindren  Zalilcn  als  Argument 
{Kreis-  u.  /lypcrbcl/unAtionen).  Gr.  in-8",  x\-()3  p.  Berlin.  G.  Heinier. 
Relié,  /l  ni. 

l>lxr.Li:ii  (Hugo).  —  Grundtinicn  cincr  Kritik  u.  cvakten  Théorie 
der  Wissenschaften,  insbesonderc  der  mathematischen.  Gr.  in-8",  v-7(>  p. 
IMiinclien,  Th.  Aekennaiiii.   1   m.  do  |il'. 
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LAISANT  (G. -A.)-  —  La  Mathk.matique  :  philosophie,  enseignement, 
2*  édition,  revue  et  corrigée,  i  vol.  in-8°,  vu--243  pages.  Paris,  Gauthier- 
V'illars,  1907. 

Nous  avons,  au  moment  de  la  publication  de  ce  Livre  en  1898, 
donné  à  nos  lecteurs  un  aperçu  et  une  critique  détaillée  de  l'excel- 
lent Ouvrage  de  notre  collaborateur  (');  le  succès  même  qu'il  a 
obtenu  rendait  une  seconde  édition  nécessaire  et  celte  édition  a 
été  entreprise  par  M.  Gauthier-\  illars.  L'auteur  s  est  borné  à 
quelques  corrections  de  pure  forme,  à  quelques  suppressions  insi- 
gnifiantes qui  rendront  plus  facile  la  lecture  du  Livide.  Les  progrès 
accomplis  dans  ces  derniers  temps  par  la  philosophie  mathématique 
amèneront,  nous  n'en  douions  pas,  à  M.  Laisant  des  lecteurs  de 
plus  en  plus  nombreux  et  confirmeront  avec  cette  seconde  édition 
le  succès  obtenu  par  la  première.  G.  J. 


MOUGIN  (E.).  —  I.  Log  N.  I. . .  loooo.  II.  Log  sin,  cos,  tang,  cote''. . .  loo''. 
III.  S. -T.  o'''...5'''.  IV.  sin,  cos,  tang,  coto''. . .  loo'''.  V.  Log  sin,  cos, 
lang,  coto°...9o°.  VI.  sin,  cos,  tang,  col  0°. .  .90°.  VII.  sin,  cos, 
tang,  coto°...9o°.  VIII.  S. -T.  o"...4".  VIII,  IX,  X.  In-i",  viii-56  pages. 
Prix  :  i'' ,  jo. 

Ce  titre  est  évidemment  peu  clair.  L'auteur,  qui  est  professeur 
au  lycée  de  Roanne,  a  condensé  dans  ce  petit  Volume  de  56  pages 
beaucoup  de  matières  :  r"  une  Table  des  logarilhmes  à  5  décimales 
des  10 000  premiers  nombres  ;  2°  une  Table  des  logarithmes  du 

(')  T.  WII,  p.  88. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  7.'  série,  l.  WXI.  (Septembre  1907.)  16 
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sious,  du  cosinus,  de  la  tangente  et  de  la  cotangente  de  o  grade  à 
loo  grades;  3°  une  Table  des  valeurs  de  ces  lignes  trigonomé- 
triques  dans  le  même  intervalle  et  avec  la  même  graduation;  4"  et 
5°  deux  Tables  analogues  où  au  lieu  de  grades  est  employée  la 
division  en  degrés;  6"  et  'j"  deux  Tables  destinées  à  permettre  le 
calcul  exact  des  logarithmes  des  lignes  trigonométriques  quand  on 

s'approche  des  limites  de  la  Table;   elles  font  connaître  log  ^^ 

et  log ^—  dans  les  intervalles  de  o"  à  4"  et  de  o  grade  à  5  grades. 

Enfin,  la  8*",  la  g'^  et  la  lo*^^  Partie  donnent  des  indications  néces- 
saires sur  l'usage  des  Tables  et  les  formules  les  plus  usuelles. 

Grâce  à  une  disposition  incontestablement  ingénieuse,  M.  Mou- 
gin  a  pu  se  dispenser  de  répéter  beaucoup  de  chiffres  et  a  pu 
faire  tenir  ses  Tables  dans  un  espace  reslieint.  Cet  avantage  est 
diminué  dans  la  pratique  par  la  nécessité  de  rapprocher,  pour 
obtenir  un  logarithme,  des  chiffres  qui  sont  éloignés  les  uns  des 
autres  et  qui  sont  les  uns  sur  une  ligne  horizontale,  les  deux 
premiers  étant  séparés  du  troisième,  les  autres  sur  une  ligne  ver- 
ticale. Il  y  a  là  une  source  d'erreur  et  de  fatigue  que  nous  ne 
pouvons  apprécier.  C'est  aux  calculateurs  de  profession  qu'il 
appartient  de  se  prononcer.  Nous  serions  très  heureux  que  leur 
appréciation  fût  favorable  à  la  nouvelle  disposition  adoptée  par 
M.  Mougin.  G.  T. 


BURRAU  (C).  —  Tafeln  der  Funktionen  Gosims  und  Sixls,  mit  den 
natùrlichen  sowohl  reellen  als  rein  imaginàren  Zahien  als  Argument 
(Kreis  und  Hyperbelfunctionen).  i  vol.  in-8";  63  pages.  Berlin,  Reimer, 
1907. 

Les  Tables  de  M.  Burrau  donnent,  avec  six  décimales,  les  valeurs 
(naturelles)  de  cos:r  et  de  sin^c  pour.r  variant  par  centièmes,  de  o 

à  1,60  (huit  pages),   les  valeurs  de  cosf>  et  de  -s'inix,  avec  six 

chiffres  significatifs  au  moins,  pour  x  variant  par  centièmes  de 
o  à  8  (trente-trois  pages);  les  valeurs  de  c-^,  avec  sept  chiffres 
significatifs  au  moins,  pour  x  variant  de  8  à  9,80  (trois  pages); 
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une  Table  de  multiplication  des  nombres  de  trois  chifFies  par 
I,  2,  3,  ...,  g. 

Ainsi  que  le  fait  remarquer  l'auteur,  l'emploi  de  la  machine  à 
calculer  conduit  à  se  servir  de  Tables  de  valeurs  naturelles;  elles 
sont  d'ailleurs  commodes  dans  bien  des  cas.  On  remarquera  dans 
celles-ci  que,  pour  le  sinus  et  le  cosinus,  l'argument  ne  varie  pas 
par  fractions  simples  de  grade  ou  de  degré,  mais  bien  par  cen- 
tièmes; il  n'est  guère  de  mathématicien  qui  n'ait  désiré  parfois 
avoir  une  telle  Table  à  sa  disposition.  Le  nombre  8  auquel  on 
limite  l'argument  pour  les  Tables  de  fonctions  hyperboliques  est 
tel  que  les  valeurs  de  shjr  et  de  ch^r  coïncident  dans  les  sept 
premiers  chiffres;  cela  arrive  même  à  partir  de  7,80.  L'auteur 
a  utilisé  les  vides  pour  pousser  un  peu  plus  loin  la  Table  des 
valeurs  de  e*". 

Dans  cette  Table,  le  point  dont  est  affectée,  à  l'occasion,  la 
dernière  décimale  indique,  non  pas  que  cette  dernière  décimale 
a  été  forcée,  mais  bien  que  la  suivante  serait  comprise  entre  0,^5 
et  0,-5.  En  d'autres  termes,  si  l'on  veut  écrire  un  chiffre  de  plus, 
(|ui  soit  un  o  ou  un  5,  on  sait  choisir.  Cette  façon  de  faire,  intro- 
duite par  M.  N.  Thiele,  semble  avantageuse. 

Les  valeurs  de  l'argument  sont  groupées  trois  par  trois,  celles 
qui  se  terminent  par  un  zéro  étant  mises  sur  une  ligne  spéciale  : 
cette  disposition  est  commode  pour  la  recherche.  Les  caractères 
sont  très  nets.  J.  T. 


HAUSER(W.).  —  Ueber  Reslltanten-  lnd  Discriminantenbildung  in  dek 
Théorie  der  elliptischex  Thetafinktionen.  Inaugural-Dissertation, 
66  pages  in-4°;  Borna-Leipzig,  Robert  Noske,  1907. 

M.  Hauser  désigne  sous  le  nom  dç  fonctions  thêta  du  /i"^""^  ordre 
et  d'indice  -,  ou  de  fonction  Xj."'  une  fonction  transcendante  qui 
vérifie  les  équations  fonctionnelles 
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en  supposant  posilif  le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  —  :  c'est  là, 

sauf  la  différence  des  notations,  les  équations  fonctionnelles  dont 
Hermite  a  tiré  un  si  grand  paili  pour  la  théorie  des  fonctions  thêta 
elliptiques  et  le  travail  de  M.  Hauser  est  une  nouvelle  application 
du  théorème  fondamental  d'Hermite,  en  vertu  duquel  toute  fonc- 
tion 2>_"  s'exprime  eu  fonction  linéaire  à  coefficients  constants 
de  n  quelconques  de  ces  fonctions,  pourvu  qu'elles  soient  linéai- 
rement indépendantes.  En  choisissant  n  de  ces  fonctions,  qu'on 
désignera  comme  fondamentales ,  chaque  fonction  .'^_"  sera  donc 
caractérisée  par  le  système  des /i  coefficients  constants  qui  figurent 
dans  son  expression  linéaire  au  moyen  des  fonctions  fondamen- 
tales. Dès  lors,  si  l'on  considère  deux  fonctions  Sr^."',  définies 
chacune  par  ces  n  coeffîcieuts ,  on  peut  se  demander  quelle 
relation  il  doit  y  avoir  entre  ces  coefficients  pour  que  les  deux 
fonctions  .Sri"'  aient  un  zéro  commun.  Le  premier  membre  de  cette 
relation  sera  \z  résultante  des  deux  fonctions  2?-"  ;  on  pourra  aussi 
se  proposer  de  chercher  la  valeur  de  la  racine  commune.  Le  discri- 
minant d'une  fonction  .37^"'  se  définira  d'une  façon  analogue. 

Or  il  arrive,  comme  l'a  montré  M.  Schlesinger  ('),  que  ces  pro- 
blèmes peuvent  être  abordés  par  un  procédé  analogue  à  celui  dont 
s'est  servi  Svlvester  pour  éliminer  l'inconnue  entre  deux  équations 
entières.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  'f  (m),  '}(")  les  deux  fonc- 
tions S?l'  considérées,  et  qu'on  les  multiplie  par  une  même  fonc- 
tion .^",,  on  formera  deux  nouvelles  fonctions,  d'ordre  a /i  et 
d'indice  t -h  t',  qui  auront  une  racine  commune  en  même  lemps 
que  '^(m),  'i/ (m);  ces  nouvelles  fonctions  s'exprimeront  linéaire- 
ment, chacune,  au  moyen  de  a /i  fonctions  fondamentales  -^^Vt? 
que  l'on  forme  ainsi  in  expressions  linéaires  qui  s'annulent  pour 
une  même  valeur  de  ii  :  en  éliminant  les  in  fonctions  fondamen- 
tales, on  obtiendra,  sons  forme  d'un  déterminanl  égalé  au  zéro, 
une  condition  nécessaire  pt)ur  lexislcnce  d'une  racine  commune. 
En  procédant  ainsi,  AL  Schlesinger  avait  obtenu  une  condition 
comprenant  des  facteurs  élrangers  ,  dont  l'étude  n'était  p;is 
d'ailleurs  sans  intérêt.  Grâce  à  un  choix  judicieux  des  fonctions 
fondamentales,  M.  Hauser  a  pu  parvenir  à  la  condition  nécessaire 


(')  L'eber  /iesullanten  und  Discriminante   ton  ^-Funklion  lioheren   Grades 
(Math.  Ann.yl.  XXXIII,  p.  4>i)- 
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et  suffisante.  Il  a  montré  aussi  comment   la  méthode  de  Bézout- 
Cayley  pouvait  être  adaptée  au  même  ordre  de  questions. 

Les  fonctions  fondamentales  dont  il  fait  usage  sont  définies  par 
les  formules 


a  oj.  —  awi  -r-  a 


Une  transformation  du  déterminant 


(a  =  o.  !....,«  —  i). 


Xo(i<o)  Xi(ao)         •••     X„_i(«o) 

Xo(ai)         Xi(mi)         ...     X„_i(?/,) 


\o("n-i)     X,  (?/„_,) 


X„-i(«„-i) 


en   un  produit  de   fonctions  S,   le  conduit  à  une  formule  qui  lui 
permet  d'obtenir  les  coefficients  /q.  . . . ,  /„_,  d'une  fonction 

2?'-"  =  /oXo(i<)  ^  /,Xi(a)  -^  ...  -h  /,-,_!  X„_i(«), 
dont  on  se  donne  les  zéros.  J.   T. 


MELANGES 


QUELQUES  NOUVELLES  REMARQUES  SUR  LA  TRANSFORMATION  DES 
FONCTIONS  ELLIPTIQUES  ET  SUR  LA  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES 
ABÉLIENNES; 

Par  m.  J.  DULBNIV. 


(•) 


1.    Considérons  Tinlégraie  elliptique 

d.T 


J  v/^ 


6  a,  a-- -H  4  ^:i-^' 


Posant 


\/x'*  ^  6 a.,  x-  -^  !i%iX  -^  oL'^  =  T-  -\-  \  -^  —  > 
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A,  [X  étant  des  coefficients  arbitraires,  nous  aurons   une  équation 
biquadratique 

(2)     [(  Gao  —  iX)  ^-  ^  4^3-^  -+-  (  ^i  —  ^'""  j]j'' —  ->.  [J.  ( ^- -T-  'K)y  —  i^''=  o. 

A  cette  équation,  on  peut  donner  la  forme 

fix.y)  =  [(6a2—  i\)y''-—'x\xy\x''- 


(3) 

(  +  4a3j^^ -t- [(«4 — ^^)j'-— 2X;jl_;k  —  ;jL"2J  =  0. 

I^a  discriminante  de  l'équation  (2)  sera 
et  la  discriminante  de  (3)  sera 

V=  -'-"^ly''  —\^'^'^-i—^'-) y'-—  v-y\  \iM  —  ^^-)y'-—->'>A^y  —  v-"\- 

Puisque  les  coefficients  A  et  u.  sont  arbitraires,  la  couibe 

f{^,y)  =  ù 

n'a  pas  de  points  multiples,   comme  aussi  les  discriminantes   \x 
et  \y  n'ont  pas  de  racines  égales. 
Nommons  les  racines  de  Téqualion 

A  c  =  o 
par 

\k        (X  =  .,2.  3,  4). 

Chacune  de  ces  racines  étant  substituée  dans  l'équation  (2)  au 
lieu  de  x  rend  f(x,y)  un  carré  parfait;  donc  nous  aurons  simul- 
tanément 

J{U-,y)  =  (^,       — ^    •     ='>      (A-  =  i,  2, 3, 4).  , 

L'équation 

\y   :=    O 

donne  pour  y  (|uati'e  valeurs  difïerenles 

r,/,         (A-  =  !,•>,  3,  4), 

c|ui  sont  de  telle  sorte  cjue  chacune  d'elles  étant  substituée  au  lieu 
dej'  dans  l'équation  (3)  rendy(^,  7^)  un  carré  parfait.  Donc  nous 
aurons  simultanément 

/(.r,,i,)  =  o,  i[i^^  =  o         (A- =  1,2,  3,  4). 


MÉLANGES.  219 

De  l'équation 

fi^-  y)  =  o, 
nous  obtenons 

,  àf  dx         df  dv 

dx  du         ày  du 

On  voit  de  l'équation  (i)  que 

d.r  1 — : : , — 

—  =  yjx*—  ba.x-—  \  y.^x  —  rt;=  }/\^ 

a  seulement  quatre  zéros  : 

^  =  U-       (X- =  I,  2,  3,  4). 
Ayant  cela  en  vue,  faisons  dans  l'équation  (4) 

ar  =  f A-         (A- =  I,  2,  3.  4). 
Alors  nous  aurons  évidemment 

dy  du 

Mais  de  ce  qui  est  dit  précédemment,  on  voit  que,  pour 
cr  =  U-        (A-  =  I.  2,  3,  '0, 
nous  aurons  simultanément 

Donc  les  droiles 

^  =  U-        (A- =  1,2,  3,4) 

seront  tangentes  à  la  courbe 

aux  points 

■*■  =  ;ai       y  —  V/,       (  A-  =  1 ,  2,  3,  4 ). 


Il  est  facile  à  prouver  que 


du 


parce   que,  en   cas   contraire,  la   courbe   donnée   aurait   un    point 
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double,  c'est-à-dire  que  nous  aurions 

o\,         -    '  OU 

Posant  dans  l'équation  (4) 

y  —  -r,k       (A- =  I,  2,  3,  4), 
nous  obtenons 

ôr\jt  du 

On  ne  peut  pas  supposer  que 

Ôfix,  T,t,)    _ 

dficc.r,/,)  _ 
=  o         (  X:  =  î ,  '2 ,  3 ,  4  ) . 


parce  que 

et  il  faut  conclure  que 

dy\k 
du 


La  dérivée  -j-  ne  devient  pas  zéro  dans  toutes  les  autres  valeurs 


du 

dy 
dejK.  Donc-^  a  seulement  quatre  zéros  : 


Donc 


y  =  -r^k        (A-  =  I,  2,  3,  4). 
du  ^ 


et 


dx    _  .    dy 


V^a 


V/Av 


où  A  est  une  constante. 


2.  Cette  transformation  des  intégrales  elliptiques  joue  un  rôle 
considérable  dans  la  théorie  des  intégrales  pseudo-elliptiques  (' ). 
A  l'aide  d'elle  on  peut  parvenir  très  facilement  à  la  formule  connue 
de  l'inversion  des  intégrales  elliptiques.  Posant 


V'a-*-!-  (\0L.>X'--r-  4  OI.3X  -^  T.:,  =  X-  -r  1i —  9,Z, 


(  '  )  Journal  de  Mathématiques,  4°  série,  t.  VI,  i8t)0. 
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nous  obtenons 

4(a2H-  -S  ja"--4-  4  «3^  (4-^'  —  4  ^2-  -I-  ^2  —  3C;)  =  o. 

On  voit  d'ici  que 

A;  =  4-='^  —  (3a|  +  a^jx;  —  (ajot^ —  a|  —  'x\  ), 
^2  =3  a? -+-«4,  ^3=  ajai— a|  — a§. 

3.  Montrons  maintenant  l'application  de  la  propriété  indiquée 
de  la  discriminante  de  l'équation  de  transformation  à  la  recherche 
des  conditions  de  la  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques 

'§{x)  dx 


P 


v/r7^) 


de  la  première  espèce,  où  R(^)  est  un  polynôme  d'un  degré  plus 
élevé  que  la  quatrième,  ^(x)  une  fonction  entière  avec  des  coefti- 
cients  indéterminés  qui  doivent  être  choisis  de  manière  que  l'inté- 
grale se  réduise  à  une  intégrale  elliptique  lorsqu'il  y  a  quelque 
relation  algébrique  entre  les  coeflîcients  du  polynôme  W{x). 
(^omme  premier  exemple,  prenous  l'intégrale 

(5)  r  (.r  +  Orf- 


J    \J X \x'*  —  4 « 


x^  -ir-  (  6 «r- H-  h)x''-  —  !\a^ x  ^  a*\ 

11  faut  choisir  t  de  telle  sorte  que  l'intégrale  se  réduise  à  une 
intégrale  elliptique.  Mettons 

x^-  ^  -j-x  -\-  s 

=y, 

X 

ou 

(6)  /(a-,  jK)  =  a:2-+-(a  -  j')a"+ ^  =o. 

Supposons  que  -j-  =  o  pour 

y  =  a        ({  =  1,2,3), 
g]  -T-  «2-;-  ^3  =  o. 

De  l'équation  (6),  nous  obtenons 

dx  dy 

(7)  (^"^^--^-'^^-^^T^^^"' 
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OÙ 


dx        ^ x[x'*  —  ^ax'^  —  (  6a-  H-  b }x'^ —  ^cûx  —  >t'*\ 
du  X  ^  t 

11  est  évident  que  -  —  :=  o  pour  :r  =  o  et  pour 

(8)  x'* —  4«^^-i-  (Ba^-t-  è  )a72 —  4^3^"  -1-  rt*  =  o. 

Nommons  les  racines  de  l'équation  (8)  par 

Faisant  dans  l'équation  (^) 

y  =  e,, 
nous  devons  obtenir  pour  x  deux  valeurs  satisfaisant  à  l'équation 

dx 

{■IX  -f-  a  —  e\)  -j-  =  o. 
du 

Posons  dans  cette  équation 

dx  

du         ' 
alors  nous  devons  avoir 

x--\-  (  'X  —  ei)x  -\-  p  =  (x  —  Xi){x  —  Xi). 

Faisant  dans  l'équation  ('j) 

y  =  e-2, 

nous  devons  obtenir  pour  x  deux  valeurs  satisfaisant  à  l'équation 

dx 

(  •;•.  a;  -t-  a  —  e,  )  -^—  =  o. 
'    du 

Posons  dans  celle  équation 

dx 

77^;="' 
alors  nous  devons  avoir 

x--h  {a  —  e-2)x  -^-  3  =  {x  —  x^)  {X  —  X3). 

Par  conséquent, 

[a^2-h(a—  ei)a^-*-3][a:2-H  (a  — É'2).r-H  3] 
=  37* —  ^ax^-h-  {6a^-i-  b)x^—  4«^^  -i-  «*, 


el 


MELANGES. 

2  a  -H  «3  =  —  4  a, 

2  p  -)-  a^ -I-  X  ^3  H-  ei  ^2  =  6  a'2  +  è , 

Dès  ces  équations,  on  trouve 

es  —  —  (4a  -h  2a), 

e,  =  2  a  -I-  a  +  \/ —  b  , 
^2  =  2  a  -I-  a  —  / —  b  . 

La  discriminante  de  l'équation  (6)  sera 
Nommant  les  racines  de  l'équation 
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P 


faisons  dans  l'équation  (j)y  :=7i,  ;  alors  nous  aurons 

ix  —  r,,  -I-  a  =  o 
et 

donc 

Résolvant  l'équation 
nous  obtenons 


=  o; 


du 


y  ^  %±ia. 

C'est-à-dire  [jour  e-i  nous  ri  cevons  deux  solutions 

1°  «3=  a  -)-  aa, 

2°  ^3=  a  —  2rt, 

et  comme 

63  =  —  4«  —  2a, 

[)our  Tjo  nous  obtenons  deux  solutions  : 

i 

T,2  = l«,  'f,l  =^    Ty(l 
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Faisons  maintenant 

y  =  "^<2  ; 

alors  dans  l'équation  (^'j)  sera 

•2T  -t-  a  —  rj2  =  o, 

^^^^'^ 

et  alors  il  est  indispensable  que 

dx 


00,  X   ^  GO. 

au 


Mais  de  l'équation  (5 


dx  _  \/t [x''  —  i\aT^-h  (^a--h  b  )x'^  —  ^a^ x  ^  a'*] 
du  ~  X  -i-  t 

On  voit  que 

dx 

^=" 
lorsque 

X  -{-  t  =^  o. 
Donc 

It  -h  a.  —  7)2  =o. 

Ainsi  pour  t  nous  obtenons  deux  solutions  : 

1°  t  =  a, 

2°  t=—a, 

et  deux  intégrales  réduites  : 

(x  -{-  a)  dx 


f 

J    \/x [x''  —  4 « •'' 


.r^-i-  (  ôa^-t-  b)x- —  ^a^x  -n  a''\ 
(x  —  a)  dx 


f 

J    \/x[x^ —  4« 


x^  -)-  (  6  a*  -^  6  )  .r  -  —  ^iT^  X  -I-  a'-'] 


4.   Considérons  l'intégrale 

(x  —  t)(x  —  s)  dx 


f  „. 

J    \/x{X'^  -^  p x-  -^  ij X  -I-  r)  {x'-*  -h  kx^  -\-  / X  -h  m  ) 

Ou  se  propose  de  délcniuiu'r  /  et  a"  avec  la  condition  que,  lorsque 
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enlre  les  coefficients 

p,  q^  /■,  A,  /,  m 

il  existe  de  certaines  relations  algébriques,  l'intégrale  u  se  réduit 
en  une  intégrale  elliptique.  En  se  servant  de  la  substitution  du 
troisième  degré  de  Jacobi 

^9)  [^^17 =-^' 

et  posant  que 

dv 
du 
lorsque 

7  =  61,^2,63         (ei-i- «2-+- 63=  o), 

nous  obtenons  : 

(a)  x'^-\-  {%  —  ei  ) a-2 -+-  (  ^3  -t-  2 ei £ )^  H-  Y  —  ei %-  —  x^^ px--^  qx  -\-  r, 

(b)  x^-\-  {oL  —  e-i)x'''-\-  {^  -\-  ■ïeiz)x  ^^(  —  e-2Z-  =  x^-\-  kx--\-  Ix^m, 

(c)  x'-^ -{-(%  —  e3)x-^^i<^  -h  ■).ezz)x  -\-^[  —  e3£-=  xi^x  —  X)"-, 

où  \  est  certainement  une  quantité  inconnue.  Dès  ces  équations 
nous  avons 

a  —  ei=  p,  '^-^leiz  —  q,         •;  —  eit~—r, 

%  —  e%=k,         P-i-aeoE  —  /,  '[  —  €<,€'-— m  ^ 

63  —  t. 

Y  —  63 3;-  =  o,         (a  —  es  j2  =  4  ,â  -r-  8 es £,  ^  =  — —  • 

Puis 

m{k-\-  -ip)  —  r{p  -I-  -lA-) 


î  (  //i  - 

-'■) 

P 

= 

m  (  / 

+ 

•>./)- 

r(  l  -¥-  -i 

'/) 

){ni  — 

-  >•) 

Y 

= 

m  -+- 

—  J 

f. 

9  - 
-  i^k- 

/ 

3 

-P) 

«2  = 

(A: 

—  p){' 

r  —  2//JJ 

' 

3(  m 

— '•) 

_  (k~p)(m  —  2r)  _  ik  —  p){r  —  'îin)  ^  ^  (k  —  p){r-hm} 

^'-         3(m  — /•;        '         ^'~  3(m-r)        '  '  3(m-r) 

Outre  cela  il  est  facile  à  voir  qu'entre  les  coefficients 

p,  q,  r;  k,  l,  m 
il  existe  une  relation 

(<jr  —  /)2=4("i  —  '•){k—p). 
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La  discriminante  de  léqualion  (9)  sera 

—  -2- ày=  [lict  —  yf—  g(oc  —  y)  (  ^p  -h  ^zy)  ^  ■2:('(  —  z^y)y- 
-^4[3(6  +  2e^)-(a-jV2]3. 

On  voit  facilement  que  Ay  est  un  polynôme  du  troisième  degré  ; 
nommons  les  racines  de  ce  polynôme  par 

TtU    Tjo,   r(3. 

En  donnant  à  l'équation  (9)  la  forme 

f(x,  y)  =  x^-i-  OLX--^  ^a:  -4-  Y  —  {x  —  ^)-y  =  o 

et  la  différentiant,  nous  obtenons 

df  dx        df  dy  _ 
^     '  dx  du        dy  du 

Des  recherches  ci-dessus,  on  voit  qu'en  posant 


nous  recevons 

du       "'  du 


dv  dx 

-TT.  =0,  -j-=  o. 


La  supposition 

y  =  ^3 

donne  pour  x  trois  valeurs  :  la  jn-emière  x  :=  o  qui  correspond  à 
l'équation 

dx  

du 

et  les  deux  autres  qui  donnent  simultanément 

f{x,y)  =  o,         — —  =0. 

Donc 

y  =  «3 
est  une  des  racines  de  la  discriminante  A,  :  posons 

Prenons  maintenant  dans  Téquation  (10)  successivement 
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on  voit  que 

dx 

Ml  .  .  dy       .  dx 

ais  avec  ces  valeurs  de  y  ni  ^>  ni  ^—  ne  se  convertissent  en 
'^  du  du 

zéro;  donc  il  faut  que 

dx 

du  ' 

ce  qui  peut  être  en  prenant 

X  =  t,         X  ^  s. 
Donc 

fix,r,.2)  =  {x-tf{x-l2), 
f(x,  r^a)  =  (x  —  sf{x  —  ^3). 

Ayant  en  vue  que  les  racines  de  l'équation 

Av=  o 
sont 

divisons  \y  par  r  —  63.  En  égalant  à  zéro  le  reste  A^^  de  celte  divi- 
sion, nous  recevrons  encore  une  nouvelle  condition  algébrique 

Ae3=0 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coefficients 

p,  g,  r  :  A,  /.  m. 

Le  quotient  de  la  division  sera  un  poljnome  du  second  degré, 
et  il  sera  facile  d'en  trouver  les  racines 

En  substituant  r,2,  r,3  à  la  place  ôe y  dans  Fi-cpialion 

f(x,y)  =  o, 
nous  calculerons  les  racines  doubles  des  équations 

/(x,r^.2)  =  o,  f{x,T,3)  =  0. 

Ces  racines  seront,  évidemment, 

X  =  t,         X  =  s, 
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et  le  problème  de  la  réduction  de  l'intégrale 

i X  —  t  )  {X  —  S)  dx 


f 


\/ X { x^ -T-  p x^ -i-  qx  -\-  r  )  {  x^-+-  kx'--^  Ix  ^  m) 


à   une  intégrale  elliptique  sera  résolu  à   l'aide  d'opérations  algé- 
briques définies. 

5.  Maintenant  nous  voulons  montrer  qu'en  cherchant  les  condi- 
tions de  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  ellip- 
tiques, il  n'est  pas  nécessaire  de  rapporter  la  réduction  à  telle  ou 
telle  forme  canonique  de  l'intégrale  elliptique.  Dans  chaque  cas 
particulier,  on  peut  toujours  déterminer  à  quelle  forme  d  inté- 
grales elliptiques  on  peut  réduire  1  intégrale  abélienne,  et  cela  de 
la  manière  la  plus  facile. 


Prenons  l'intégrale 


/: 


dx 


y  (x^ -+-  b y- {x- -h  3 gx  -i-  h ) 
et  trouvons  les  conditions  de  sa  réduction  à  l'intégrale  elliptique 


fl 


au  mojen  de  la  substitution  la  plus  simple  : 

OU 

(12)  x--^%x-\-'^  —  {x -^'()y  =  f{x^  y)  — o. 

De  l'équation  (1  2),  nous  avons 

ùf  dx       of  dy  _ 
dx  du        dy  du 

En  se  rappelant  que 

dv 

du 
pour 

y  =  e,,  e2,<î3, 

laisons  dans  l'équalion  (i3) 

7  =  ^1- 
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Alors  nous  devons  avoir  ou 


df(x,r) 


ô.r 


dx 

Pour  reconnaître  laquelle  de  ces  deux  suppositions  a  lieu,  remar- 
quons que  la  partie  principale  dans  le  développement  de  i^y  —  Cj) 
aura  la  forme 

l{u  —  vY, 

V  étant  une  constante.  Donc 


dx 


=  \{u  —  V  f- 

u    -r-   j- 

Portant 

x--\-(cc  —  ei)x-{-^  —  ^(ei  =  x--hb, 

et,  par  conséquent, 

a  — ei  =  o,  ^  —  yei  =  b. 


Faisant 


y  =  e-î,  es. 


nous  devons  avoir 

x'^-^(oi  —  ei)x-^  ^  — ye/ 


=  jjL/(«  — r/)3  +  ...  (f  =  a,  3). 


D'où  nous  obtenons 

(  a72-i-(a  — e,);r-4-(;3— Y^-')  =  (^  — ^<)"' 
I  x-^-h(':ii  —  e:i)x-i-{p  —  '(e:i)  =  (x  —  Xoy^, 

où  .r,,  X2  sont  les  racines  de  l'équalion 

x--\-  'igx  -4-  //  —  o. 

Outre  cela,  d'après  les  équations  (i4),  ^^  voit  que 

f{x.,e,)  =  o,         '-^^^^=0         (/  =  .,3); 
donc 


dx 
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sont  les  racines  de  la  discriminante  de  l'équalion  (i  :^ );  c'est-à-dire 
Co,  63  salisfont  à  l'équation 

y- ^  ( .\'(  —  ly. )  y  -^  x^-  —  4  ?  =  f^- 

L'expression  (i4)  donne 

x*  -{-  (/^riL  -h  ei)x^  -T-  (-i'^  -^  '[ei-h  cc--{-  ccci-T-  €263)0:- 

—  x^-+-  6ffx^-\-  (9,^--r-  ■2h)x^-+-  6ghx  -f-  h-. 
De  tontes  ces  équations,  nous  obtenons  : 

a  =  2^,         4y  — •2a  =  ei,         a^— 4  ^  =  e._,e3, 

ei  =  2^,         e,  =  — ^  +  ^/rj^.-i  __',/,,         e3==_^,_^7^2_4/,. 
Donc 


rfa? 


y/'(a7--i-  6j?-  —  /î)-(ar--i-  3^'- a"  -I-  h) 
.      dv 


0.   Prenons  rintégralc 


/ 


dx 


\/{x'^-\-  -iax  -h  ày^'i^x  -{-  c  )'- 


u, 


et  trouvons  les  conditions  de  la  réduction  de  cette  intégrale  à  une 
intégrale  elliptique  à  l'aide  d'une  substitution  de  Jacobi,  la  plus 
sini|)le  possible.  Donnons  à  l'intégrale  rétiuile  la  forme 


f. 


dv 


(e, 


o). 


Posant 

x--h  i%x  -h  p  =  - y^ 
et  reniarcpiant  que 
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Vi  étant  une  constante,  nous  devons  obtenir 

x--^  lOLT  -+-  B  —  -ei  =  x--h  lax  -h  b. 
4 

D'où 

I 


■X  —  a,         '^—  -ei=  b. 

4 


De  la  même  manière 


D'où 


Donc 


x--\-  "ioicc  -+-  '^  —  je.2  =  {x  -^  cy^. 

4 


0  '  -,  0 

y.  =  c  =^  a^         p  —  -  eo  =  c-  =  n-, 
4 

p  =  j  ei  =  '2(«- —  6). 


r d^ ^  r ^r 

J    l/{x-^-i--2.ax  +  byi{x-\-  ay^      J    Vil'—  H<^-—  ^Ï'I^ 
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Cantor.    IV.    Bd.    von    1759-1799.    2.    Lfg.    Leipzig,   Teubner.    5  m.  60  pf. 

MatlieniatiscJie  Vorlesungen  an  der  Unii'ersitât  Gôttingen.  Gr.  in-8". 
Leipzig,  Teubner.  (  I.  i.  F.  Klein,  Vortrâge  ïiber  den  mathematischen 
Unterricht  an  den  hôheren  Schulen.  Bearb.  v.  Rud.  Schimmacc.  i. 
Tl.  ix-236  p.  avec  8  fig.;  relié,  5  m.  —  If.  II.  Minkowskv,  Diophantische 
Approximationen.  Eine  Einfiilirung  in  die  Zahlentheorie.  VMi-236  p. 
avec  82  fig.  Relié  :  8  m.). 

Webeu  (  M.)  u.  .1.  W'ei.i.steix.  —  Encyclopddie  der  E l e me n ta r-M at hc- 
matik.  (In  3  Bdn.)  3.  Bd.  Arigewandte  Elementar-lVlatheniatik.  Bearb.  von 
11.  Weber,  J.  Wellslein  u.  R.-II.  Weber.  Gr.  in-8",  \iii-C.(i()  p.  avec  358  fig. 
Leipzig,  Teubner.  Relié  :  14  ni. 

Bkvan  (G. -H.).  —  Thermody nanties.  An  introductory  Treatise.  In-S". 
London,  iNutt.  7  sh. 
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coAii»Ti«.s  ui-:m)us  et  analystes. 


G.  VIVAXTI.  —  Elemknti  oella  tiuîoria  dkli.e    finziom   pomedriciie 
E  MODULAïu.   Collection  des  Manuels  Ifœpli.  Milan,  llœpli^  190G. 

Ce  petit  Livre  a  pour  but  de  préparer  le  lecteur  à  l'étude  des 
leçons  sur  V Icosaèdre  de  Klein  et  de  la  Tliéovie  des  fondions 
modulaires  elliptiques  de  Klein  et  Fricke.  Il  suppose  acquises  des 
notions  sur  les  fonctions  de  variables  complexes  et  les  surfaces  de 
Riemann,  les  fonctions  elliptiques  et  les  intégrales  abéliennes  d'une 
part  et  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  d'autre  j)art.  Au 
contraire,  il  reprend,  dès  le  début,  la  théorie  des  groupes  d'opéra- 
lions  et  des  substitutions  linéaires,  faisant  un  choix  très  heureux 
des  propriétés  qui  sont  essentielles  pour  l'objet  que  l'on  a  en  vue. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  deux  Parties  : 

Première  PARTIE.  —  Les  groupes  polyédriques  et  le  groupe 
modulaire  (p.  i-aG8). 

Deuxième  partie.  —  Les  fonctions  et  les  équations  polyé- 
driques et  modulaires  (p.  2ji-4o3). 

Il  est  disposé  d'une  façon  très  |)ratique,  avec  de  nombreux 
renvois  aux  numéros  précédents  et  un  index  alphabétique  des  prin- 
cipales définitions. 

Le  lecteur  pourra  v  prendre  une  idée  très  nette  des  groiq)es 
polyédriques  et  des  écpiations  correspondantes.  Pour  l'élude,  |)lus 
difdcile,  des  fonctions  modidaircs.  il  sera  i)ien  préparé  par  des 
explications  précises  sur  le  réseau  modulaire  et  par  des  exemples 
simples  de  fonctions  construites  avec  les  fonctions  t  de  \N  eicrstrass. 

phi:mii:ki:  I'aktie. 

Pour  déterminer  tous  les  groupes  (inis  de  substitutions  linéaires 
qui  sont  possibles,  on  montre  d'abord  qu'un  |)olc  (ou  point  (i\e) 
commun  à  v,  substitutions,  l'identité  comprise,  lail  partie  d  un  sys- 

Bull.  des  Sciences  inalhein..  2"  scric,  l.  \\\1.  (Oclolne  kj»;.)  18 
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tème  de  —  pôles  équivalents.   Il  en  résulte  qu'à   tout  groupe  fini 

correspond  nécessairemeat  un  système  de  valeurs  entières  et  posi- 
tives des  nombres  /i,  v,,  V2,  V3,  satisfaisant  à  la  relation 

L'existence  de  groupes  correspondant  aux  cinq  solutions  de  cette 
question  d'arithmétique  est  établie  en  étudiant  directement  les 
groupes  de  rotations  pour  les  poljèdres  réguliers,  tétraèdre, 
octaèdre,  icosaèdre  auxquels  on  adjoint  le  groupe  cyclique  et  le 
groupe  que  Klein  appelle  le  groupe  diédrique  (le  dièdre  se  compo- 
sant des  deux  faces  d'un  polygone  régulier  de  m  côtés). 

l^'iiitroduction  du  groupe  étendu  (amplialo,  erweiterte)  est  très 
nettement  justifiée  par  cette  proposition  :  si  un  groupe  G  de  sub- 
stitutions est  permutable  avec  une  réflexion  R,  et  si  P  désigne  en 
général  un  élément  de  G,  les  opérations  P,  PR  constituent  un 
groupe  G;  G  est  appelé  le  groupe  résultant  de  G  par  extension. 

On  calcule  l'expression  analytique  des  substitutions  correspon- 
dant aux  cinq  groupes  finis,  et  l'on  construit  les  réseaux  de 
triangles  qui  représentent  ces  groupes  sur  le  plan. 

Tout  le  reste  de  la  première  Partie  (p.  i43-iG8)  est  consacré  à 
des  considérations  générales  sur  les  réseaux  de  triangles  et  en 
particulier  au  réseau  qui  correspond  au  groupe  modulaire. 

Les  triangles  considérés  sont  limités  par  des  droites  ou  des  arcs 
de  cercle,  et  les  réseaux  peuvent  être  déduits  d'un  triangle  au 
moyen  de  symétries,  de  façon  à  ne  se  recouvrir  jamais  et  à  recou- 
vrir tout  le  plan;  on  ap|)elle  bilriangle  la  liguie  formée  de  deux 
triangles  symétriques,  en  se  limitant  au  cas  où  cette  tigure  a  une 
forme  triangulaire  (des  deux  moitiés  du  bitriangle,  l'une  est  cou- 
verte de  hachures,  l'autre  laissée  en  blanc).  On  démontre  qu'un 
réseau  de  triangles  est  l'image  d'un  groupe  de  substitutions 
linéaires  et  du  groupe  étendu  correspondanl  ;  on  délinit  le  ilomainc 
fondamental  d'un  sous-grotqie  invariant,  la  surface  fermée  qui 
s'en  déduit  en  rapprochant  les  bords  homologues  de  ce  domaine 
fondamental  et  l'on  délermiuc  le  genre  de  celle  surlace. 

Le  groupe  modulaire  V  est  délini  par  son  tlomaine  (bndamcnlal; 
mais,  avant  loul,    on    rclrouvc  la   dcliuilion  anlliméli([tic    de    ses 
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siibslituLions, 


a     p 


»  ^'^    Î^V    =    '  5 


a,  ^j,  -',  0  clésii;"nant  des  entiers. 

Une  classe  simple  de  sous-ijrotipes  de  F  s'obtient  à   l'aide  des 

congriiences 

'         ?  \        /   '     o  \ 

ps  1     (mofl.  «). 

Le  cas  de  //=  i  est  patiiciilirieinent  simple  et  iniporliiul;  il  est 
placé  en  avant  comme  modèle. 

Un  autre  principe,  explicpié  ici  pour  la  reclierclie  des  sous- 
j^TOupes  de  r,  est  le  lliéorème  d'existence  de  Klein,  se  rapportant 
à  un  réseau  de  'is  triangles  tracé  sur  une  surface  lermée.  Il  conduit 
à  considérer  dans  le  plan   un  réseau  régulier  de  triangles  dont  les 

angles  sont  -,  :," ,  -•  I^oiir  n  ^  a,  o,  4i  ^  on  letiouve   les    réseaux 

^  i     :>     Il  T      1      1 

des  polyèdres  réguliers.  Dans  le  cas  de  a  entier  quelconque,  on 
trouve  un  sous-groupe  ^ ^.ji)  de  T;  le  groupe  adjoint  Çf\^(n)  donne 
lieu  à  une  étude  intéressante  (piand  n  est  premier;  dans  ce  cas,  on 
cherche  les  sous-grou|)es  de  ^n.iji)  à  l'aide  des  imaginaires  intro- 
duites par  Galois  dans  la  théorie  des  nombres. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

Pour  chacun  des  groupes  polyédriques,  on  obtient  trois  lormcs 
invariantes  de  même  degré  en  j,  et  z-^^  en  considérant  le.>  sommets, 
les  centres  des  laces,  les  milieux  des  arêtes  du  polyèdre  sphéri(|ue 
correspondant;  ces  trois  lormcs  se  reproduisent  multipliées  par  \\\\ 
même  facteur,  cpunid  on  effectue  une  subslilulion  du  grcmpe;  elles 
satisfont  à  une  relation  linéaire  identi<{ue,  elles  [)ermeltent  d'expri- 
mer toutes  les  formes  invariantes. 

En  prenant  le    (piotient  de    deux   formes   invaiiantes  de    même 

degré  et  en  posant   z  =^  ^  -  ou  obtient  une  fonction   polyétlriipie 

de  :;  : 

Z  =  F  (  ;  ). 

C'est  le  problème  inverse  (pétant  donné  '/.  calcidcr  ;  ),  (pii  conduit 
à  un€  équation  polyédrique.  A  la  fonction  Z,  de   degré  zéro  en  -, 
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et  ro  (  —  =•:)>  on  peut  associer  une  fonction  du  deuxième  degré 

X  (^1,  z-2)  telle  que  ^i  et  z-,  sont  définis  simplement  quand  on  se 
donne  les  valeurs  de  Z  et  de  X  (z,,  z-^). 

Des  questions  analogues  se  posent  pour  le  groupe  modulaire. 
La  théorie  des  fonctions  elliptiques  fournit  une  fonction  J  qui  se 
reproduit  quand  on  passe  d'un  point  à  son  homologue  par  rapport 
au  réseau  modulaire  et  qui  prend  aux  sommets  de  ce  réseau  les 
valeurs  i,  o,  oo;  J  est  désignée  sous  le  nom  i\e  fonction  modu- 
laire principale;  les  fonctions  qui  ont  les  propriétés  correspon- 
dantes pour  un  sous-groupe  du  groupe  modulaire  F  sont  appelées 
fonctions  modulaires. 

Étant  donné  un  sous-groupe  F^  d'indice  fini  de  F,  il  existe  des 
fonctions  modulaires  relatives  à  ce  sous-groupe;  elles  sont  liées  à  J 
par  des  relations  algébriques. 

Après  avoir  expliqué  comment  on  peut  parvenir  à  ce  résultat 
fondamental,  on  construit  elfectivement  des  fonctions  modulaires 

dans  des  cas    simples,  en  particulier  la  fonction  /,  =  ^ ?  don- 

.  «1  —  «3 

nant  lieu  à  la  relation 
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En  égalanl  à  une  constante  une  fonction  modulaire  Z  z=zf{^z) 
on  obtient  une  équation  modulaire. 

Les  équations  |)ol)édri(pies  et  modulaires  peuvent  toutes  se 
résoudre  par  une  même  méthode  qui  se  fonde  sur  la  considération 
d'une  équation  diflerentielle  de  Schwarlz.  On  arrive  ainsi  à  expri- 
mer les  irrationnelles  polyédriques  et  modulaires  par  des  séries 
hjpergéométriques  en  Z;  on  peut  aussi  faire  ce  calcul  seulement 
pour  l'irrationnelle  modulaire  correspondant  à  J,  puis  exprimer 
en  fonction  de  celle-ci  l'irrationnelle  diédricpie  (pour  /«  =  3)  et 
les  irrationnelles  létraédrique,  octaédrique,  icosaédriqiie. 

Ces  méthodes  donnent  la  résolution  par  voie  transcendante  des 
('•qualions  considérées;  celte  résolution  est  étudiée  à  nouveau,  au 
point  de  vue  de  l'Algèbre. 

i^^n  laissant  d'abord  de  coté  l'équation  de  l'icosaèdre  on  obtient 
très  simplement  des  résolvantes  (non  équivalentes)  des  équations 
j)olvédri(pies,  par  la  considération  de  sous-groupes  invariants. 
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Pour   l'équalion   icosaédriqiie   dont  le   groupe  est  simple,   on 

construit  la  résolvante  du  cinquième  degré,  qui  correspond  aux. 

cinq  ternes  de  médianes  rectangulaires,  la  résolvante  principale 

de  la  forme 

Y3  -^  -y  a  Y2  -T-  5  [3  Y  -i-  Y  =  o, 

et  la  résolvante  du    sixième   degré   qui   correspond   aux   six  sous- 
groujies  diédriques  équivalents  d'ordre  10. 

On  explique  comment  la  conception  de  résolvante  peut  s'élendre 
à  l'équation  modulaire  et  Ton  calcule  deux  résolvantes  qui  coïn- 
cident avec  des  équations  obtenues  à  propos  de  l'icosaèdre. 

Enfin,  pour  terminer,  on  montre  le  paiti  qu'on  peut  tirer,  pour 
la  résolution  des  équations  algébriques,  des  résultats  établis  rela- 
tivement aux  équations  polvédriqucs.  Ainsi,  étant  donnée  une 
équation  du  cinquième  degré,  comme  on  réussit  à  construire 
l'équation  icosaédnc|ue  dont  l'équation  donnée  est  la  résolvante 
principale,  les  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré  se 
trouvent  exprimées  en  fonction  de  l'irrationnelle  icosaédrique. 

E.  Lacouu. 


R.  BAIRE.  —  Lkçons  slr  les  tiikories  générales  de  l'Analvse.  Tome  I. 
In-8  de  232  pages.  Paris,  Gauthier-Villars. 

Rassendjier  les  théories  fondamentales  de  l'Analyse  en  un  livre 
de  dimensions  restreintes,  mais  avec  la  rigueur  nécessaire  dans 
l'établissement  des  principes  :  c'est  ce  (|ue  ]\J.  Baire  s'est  proposé, 
et  ce  premier  Volume,  substantiel,  d'une  précision  élégante, 
montre  déjà  qu'il  y  a  heureusement  réussi. 

Ce  Volume  contient  trois  Cha|)itres  : 

I.  Nombres  irrationnels,  limites,  continuité  (p.  i-()2). 

II.  Dérivées  et  intégrales  des  fonctions  de  variables  réelles 
(p.  63-, 42). 

m.  Aies,  aires  planes,  volumes,  aires  des  surfaces  courbes. 
Intégrales  curvilignes,  intégrales  de  surface  (p.  \!\^^-•i^1). 

Les  premières  notions  sont  exposées  suivant  la  méthode 
employée  déjà  par  l'auteur  dans  l'Opuscide   Théorie  des  nombres 
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irrationnels,  des  Uniilcs  et  de  In  continuité  ;  de  plus,  iri,  l'ex- 
posé pureineiil  nnalvlifpie  de  ces  nol.ioiis  est  suivi  de  léliide  de  la 
mesure  des  grandeu?'s  concrèles.  Celle  revision  des  prenucrs  jinti- 
cipes  donne  au  lecteur  ioecasion  de  inellre  de  la  précision  et  de 
l'ordre  dans  ses  idées,  elle  fournit,  en  même  temps,  le  thème  dont 
le  souvenir  guidera  au  milieu  des  développements  plus  comjilicjués 
du  calcul  intégrai. 

J'insisterai  siirlout  sur  les  parties  relatives  aux  intégrales 
simples  ou  nmll  iples. 

Pour  définir  une  inlégrale  simple  |)rise  dans  un  inlervalle  fini, 
on  considère,  en  subdivisant  l'intervalle  et  en  prenant  pour 
chaque  inlervalle  partiel  la  borne  inférieure  et  la  borne  sjipérieure 
de  la  fonction,  deux  ensembles  A  et  B  tels  que  tout  nombre  de  A 
est  inférieur  à  tout  nombre  de  B.  Dans  le  cas  où  la  borne  supé- 
rieure de  A  est  égale  à  la  borne  inférieure  de  B,  leur  \aleur  com- 
mune est,  par  définition,  la  valeur  de  l'intégrale. 

Pour  définir  l'aire  d  une  domaine  D  qnelcontpie,  on  considère, 
d'une  part,  les  aires  de  tous  les  domaines  polvgonaux  contenus 
dans  D,  d'autre  part,  les  aires  de  tous  les  domaines  polygonaux 
contenant  D;  si  la  borne  supérieure  du  premier  ensemble  est 
égale  à  la  borne  inférieure  du  second,  leur  valeur  commune  est, 
par  définition,  l'aire  de  1).  On  déduit  de  là  l'évaluation  classique 
d'une  aire  à  l'aide  d'intégrales  simples. 

J^a  valeur  d'une  intégrale  double  est  définie  à  laide  de  deux 
ensembles  avant  une  borne  commune,  en  généralisant  le  |)rocédé 
qui  a  servi  pour  l'intégrale  sini|)le  (la  fonction  de  deux  vaiiables 
f{x,  y)  qui  intervient  ici  est  supposée  continue). 

Pour  l'évaluation  d'une  intégrale  double,  la  règle  classique  est 
la  suivante  :  on  regarde  y  comme  constant,  on  intègre  jiar  rapport 
à  X  entre  deux  limites  cpii  dépendent  de  i',  ce  qui  donne  une  fonc- 
tion dejK;  pi'i^  on  intègre  cette  i'onclion  (\g  y  entre  deux  limites 
fixes.  Cette  règle  est  évidente  si  la  fonction  /(  j:,  v)  reste  constante 
«piand  oc  varie,  j^  restant  constant.  M.  lîairo  ramène  le  cas  général 
à  ce  cas  parliculicr  en  introduisant  une  (onclion  auxiliaire 
o(j",y)  qui  coïncide  avec  la  fonction  donnée  /'(.r,j-)  pour  une 
valeur  donnée  x^  de  x,  mais  qui  garde  la  même  valeur  quand, 
y  restant  constant,  x  varie  de  .r,  à  .r/4-  ilxi. 

Celle   idée   d'inlerjiréler   les    calculs    mêmes    auxcjiiels   conduit 


COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES.  289 

l'applicalion  de   la  rt'gle  se  retrouve  à  ]>ro|3os  du  changement  de 
variables  dans  les  intégrales  doubles. 
Soient 

les    relations    qui    délînissenl   le    changement    de    variables   dans 
l'iolégrale  double 

/{:r,j')d.rc/y 


JJ- 


étendue  à  un  domaine  fermé  A.  Dans  le  cas  particulier  où  C3  et  •!/ 
sont  linéaires  en  u  et  r,  on  reconnaît  de  suite  (|u'à  un  triangle 
d'aire  t  pris  dans  le  plan  (u,  r)  correspond  dans  le  plan  (^,  j')  un 
triangle  d'aire  T  tel  que 

T  =  /j  D|, 

D  étant  le  déterminant  fonctionnel  ,^,   '•^::  la  règle  relative  au 

D(u,v)'  ^ 

changenient  de  variables  se  déduit  immédiatement  de  là. 

Dans  le  cas  général  [en  su))posant  pourtant  que  la  correspon- 
dance entre  les  plans  [u,  v)  et  (^,J')  satisfait  à  des  conditions  qui 
sont  précisées],  on  prend  comme  intermédiaire,  dans  le  voisinage 
du  point  (uq,Vq),  la  corres])ondance  définie  par  les  relations 
linéaires  en  m,  v 

,  â'S)  do 

;  ='f("o,  l'u)  -h(«  — "0)  -7-  H-(t'  — t'o)  ;r7» 
auo  oi'o 

T,  =  6(My,  r„)-+-(K  —  ifo)  ()^  "^(''~^'o)  ^' 

et  l'on  montre  à  l'aide  de  cet  intermédiaire  que,  à  un  carré  de 
côté  p  du  plan  (  ;/,  c)  ayant  un  sommet  en  (wo,  t'o),  correspond, 
dans  le  plan  (j7,jk),  uii  domaine  K  tel  que 

7)  tendant  vers  zéi-o  avec  0.  Il  n'v  a  plus  qu'à  faire  la  somme  des 
éléments  de  l'intégrale  relatifs  à  ces  domaines  partiels  11  et  à  passer 
à  la  limite  pour  obtenir  l'intégrale 


D(ir,  y) 


dv 


étendue  au  domaine  du  plan  {11^  i)  qui  correspond  au  domaine   V 
du  plan  (x,  )'). 
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Ce  qui  vient  d'êlre  dit  de  l'intégrale  double  s'étend,  avec  de 
légères  modifications,  à  l'intégrale  triple. 

Pour  définir  l'aire  d'une  surface  courbe,  les  difficidlés  sont 
plus  grandes  :  en  s'inspirant  des  plus  récents  travaux  faits  sur 
cette  question,  l'auteur  a  cherché  à  donner  à  l'intégrale  classique 
un  sens  géométrique  et  conforme  aux  idées  intuitives.  Voici 
quelques  indications  à  ce  sujet. 

Soient 

les  formules  qui  définissent  la  surface  S,  les  fonctions  /',  '^,  'l  satis- 
faisant à  des  conditions  définies  avec  précision;  à  un  domaine  Y 
du  plan  [u,  t)  correspond  une  surface  S,  portion  de  la  surface  2. 
Il  s'agit  de  donner  un  sens  à  la  notion  d'aire  de  la  surface  S. 

Pour  cela,  on  ellectue  dans  le  plan  [ii^  r)  un  carrelage  de 
côté  p;  soit  abcd  un  des  carrés,  les  sommets  a,  b,  c  ajanl  pour 
coordonnées 

("u,t'oJ,     («0-1-  ?,  «"0)1     ("0,  t'o-H  p): 

on  considère  la  correspondance  auxiliaire  définie  par  les  formules 

K   =  J  (  "0,  t'o  )  -f-  (  «  —  «0  )  -p-  -^  (  i'  —  t^o  )  i—f 

âo  ^  ùo 

■r,  =  ?  (  "0,  f(i  )^  (n  —  Ho)  -^  -H  (  i'  —  «'o)  — ^  > 

O'h  d'b 

Ç  =  <]>(,«o,  t'o)-i-("  —  "0)  T^  -M»'  — Co)  -7-^- 
ouq  d'o 

Au  carré  abcd  ces  formules  font  correspondre  un  |)arallélo- 
gramme  P  dont  l'aire  est  donnée  par  l'égalité 

l>  =  p2H(«o, ''0), 
en  posant 

i^{i',n]     Ll»(«,*)I     Lin«,t)J 

Au  même  carré  abcd  correspond,  sur  la  surface  S,  un  morceau 
de  surface  ABCD;  on  explique  comment  on  est  conduit  à  consi- 
dérer le  parallélogramme  P  comme  représentant  ce  morceau  de 
surface  ABCD  avec  une  approximalion  d'aulaul  plus  grande  ipic 
le  côté  du  cairelagc  est  plus  pelit. 
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La  somme  des  aires  des  parallélogrammes  P  correspondant  à 
tous  les  carrés  abcd  enlièrement  contenns  dans  le  domaine  F  a 
pour  limite,  fpiand  3  tend  vers  zéro,  l'intégrale  double 


=   Ç  fll(u.  i')f/udi\ 


C'est  ce  nombre  I  que  l'on  appelle  ai/-e  de  la  portion  de  sur- 
face S. 

Afin  de  préciser  le  sens  de  ce  nombre  I,  on  définit  une  sur- 
face S|,  approchée  de  S  à  s  près  (les  deux  surfaces  S  et  S,  étant 
supposées  se  correspondre  au  point  de  vue  de  la  géométrie  de 
situation,  la  distance  de  deux  points  correspondants  est  toujours 
plus  petite  que  s),  et  l'on  étend  le  sens  du  mot  surface  polygo- 
nale (la  surface  est  encore  formée  d'un  nombre  fini  de  portions  de 
plans,  mais  chacune  de  ces  portions  peut  être  limitée  par  des 
courbes  planes). 

Ces  définitions  introduites,  on  montre  que,  étant  donnée  la 
surface  S,  on  peut  construire  une  surface  polygonale  variable  S, 
formée  par  la  juxtaposition  de  surfaces  planes  dont  chacune  est 
l'image  de  plus  en  plus  approchée  d'un  morceau  de  S  ('),  et  telle 
que  l'aire  de  S,  a  pour  limite  le  nombre  I;  d'autre  part,  il  est 
impossible  de  trouver  une  surface  polygonale  variable  S|  remplis- 
sant les  conditions  ipii  viennent  d'être  définies  et  telle  que  l'aire 
de  S)  tende  vers  un  nombre  F  moindre  que  I.  Le  nombre  I  appa- 
raît ainsi  comme  ayant,  par  rapport  à  la  surface  S,  une  propriété 
intrinsèque,  indépendante  de  sa  représentation  paramétrique. 

On  voit,  par  ces  indications  lro|>  sommaires,  que  l'autetir  a 
mis,  dans  les  232  pages  de  son  premier  volume,  des  discussions 
approfondies  quand  la  difficulté  du  sujet  l'exigeait.  Pour  les  ques- 
tions plus  simples,  l'exposition,  souvent  originale,  est  très 
condensée;  les  explications  sont  réduites  au  nécessaire,  données 
de  suite  sous  une  forme  précise  et  mathématique;  les  raisonne- 
mcnls  sont  adaptés  et  ajustés  de  façon  à  réaliser  la  plus  grande 
économie,  sinon  d'efforts  de  la  part  du  lecteur,  du  moins  d'inter- 
médiaires dans  les  démonstrations  et  dans  rcnchaînement  des 
idées. 


(')  De  plus,  les  porlioiis  de  surface  plane  de  S,  sont  juxtaposées  cnlre  elles 
coiuine  le  soiil  les  morceaux  de  S. 
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La  deiixirme  et  dernirre  partie  do  ce  Cours  d'Analvse  rnin- 
prendra  la  lliéorie  des  fonctions  analytiques,  les  écpiations  dillé- 
reulielles,  les  applications  géomélriques  et  les  principes  essentiels 
de  la  théorie  des  fondions  elliptiques. 

E.    Lacour. 


HEIBERG  (J.-L.)  und  ZEUTHEX  (H.-G.)-  —  Eine  xele  Sciibift  des  An- 
ciirMEDES  (Snnderabdruck  ans  Blbliotheca  mathematica,  III.  Folge, 
VII.  Band,  p.  322-363  ).  Leipzig,  Teiibner,  1907. 

M.  Ilciberg  a  découvert,  à  Conslantinople,  dans  le  Metoclùoii 
du  cloître  du  Saint-Tombeau  de  Jérusalem,  un  manuscrit  dont 
l'écriture,  qui  date  du  xiii"  siècle,  recouvre  plusieurs  écrits  d'Ar- 
cliimède,  en  belles  minuscules  du  x^  siècle;  en  lavant,  sans  gratter, 
il  a  pu  lire  le  texte  dArcliimède. 

Le  nouveau  manuscrit  permettra  d'améliorer  sur  (pielcpies  points 
le  texte  de  quelques-uns  des  Ouvrages  d'Arcbimède  qui  sont  venus 
jusqu'à  nous  :  il  contient,  à  peu  près  com|)lètement,  le  texte  grec 
du  rispl  cycu;j.£vojv,  Ouvrage  qui  ne  nous  était  connu  que  par  sa 
traduction  latine,  et  le  début  d'un  Ouvrage  sur  le  ^TC'j.ây.iv.  dont 
M.  Su  1er  a  fait  connaître  un  fragment,  en  arabe.  Tout  cela  ne 
manquera  pas  d'intéresser  les  érudits;  mais  comment  ne  pas 
éprouver  quelque  émotion  devant  la  découverte,  dans  ce  même 
manuscrit,  d'un  fragment  considérable  d'un  Ouvrage  d'Arcbi- 
mède, dont  l'existence  seule  était  connue,  et  qui  est  capital  pour 
l'intelligence  complète  de  la  pensée  du  grand  géomètre? 

Cet  Ouvrage  a  pour  titre  :  ' \^y'.\).r^lz•JZ  -tpï  twv  [xr,7av'.y.(ov  ^uopr,- 
[xaTwv  T.ph:  "EpaT;7.'c7£v^v  içzozç.  Jl  a  été  commenté  par  Theodosios 
et  cité  plusieurs  fois  par  Héron.  De  l'un  des  deux  énoncés  que 
nous  a  conservés  Héron,  on  ne  trouve  ])as  trace;  mais  pour 
l'autre,  dont  il  sera  question  j)lus  loin,  cpii  concerne  le  volume 
d'un  onglet  cylindrique,  la  démonstration  peut  être  complètement 
reconstituée,  grâce  à  ce  qu'il  eu  subsiste  dans  le  fragment  décou- 
vert par  M.  Heiberg. 

Celui-ci  public,  dans  Vllennî's,  \c  texte  grec  avec  un  commen- 
taire pliilologi(juc  ;  il  en  donne  ur)c  traduction  complète  dans  la 
lUbliolhccd  indlhi'imiticd  :  elle  occupe  une  viuiitaine  de  pages. 
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La  beaiilé  de  ce  iVaf;mcnt  a  certainement  récompensé  M.  Heilieri; 
(les  loni^s  et  |)énibles  efTorls  que  la  lecture  a  dû  lui  causer  :  tous 
ceux  qui  l'éludierool  sauront  gré  à  M.  Heiberg  de  sa  perspicacité  et 
de  sa  peisévérance. 

Celle  traduction  est  suivie  d'un  très  important  commentaire  de 
IM.  Zeulhen,  à  peu  près  aussi  long  que  le  texte  d'Arcbimède.  Il 
ii'est  pas  besoin  de  ra|ipeler  ici  combien  M.  Zeulben  s'est  assimilé 
la  façon  de  penser  et  de  raisonner  des  anciens;  à  quel  point  il  est 
familier  avec  la  pensée  d'Arcbimède,  c'est  ce  que  sulfiraicnl  à 
montrer  les  indications  qu'il  donne  pour  la  restitution  des  passages 
(pii  manquent  dans  le  texte,  surtout  vers  la  fin,  indications  qui 
a|)portenl  une  pleine  certitude  :  nul  doute  qu'Arcbimède,  s'il  reve- 
nait au  monde,  se  reconnaîtrait  dans  les  indications  proposées  par 
JNJ.  Zeulben,  pourvu  que  M.  Heiberg  voulût  bien   les  lui   Iraduiie. 

J^'éminenl  bislorien  discute,  en  outre,  divers  problèmes  très 
intéressants  que  soulève  le  manuscrit  découvert  et  Iraduit  par 
M.  Heiberg  :  cpiels  renseignements  le  nouvel  écrit  nous  a|)porte-l-il 
|)our  riiisloire  générale  des  INJalbémalicpies?  Quelle  place  peut-on 
lui  attribuer  parmi  les  autres  Ouvrages  d'Arcbimède  qui  nous 
sont  parvenus?  Quel  est  le  rôle  d'Arcbimède  dans  la  conslilulion 
de  la  Statique?  Quelles  lumières  le  nouvel  écrit  apporte-t-il  sur  la 
f.içon  de  travailler  d'Arcbimède,  sur  ses  mélbodes,  essentiellement 
dislincles,  d'invention  et  de  démonslralion  ? 

Arcbimède  insiste  lui-même,  au  début,  sur  riinporlance  de  son 
Ouvrage  : 

«...  J'ai  Irouvé  bon  de  l'cx|ioser  et  de  consigner  dans  ce  Livre 
une  mélbode  particulière  qui  te  permettra  d'avoir  un  (il  conduc- 
teur pour  étudier  par  la  Mécanique  certaines  questions  matbéma- 
ticpies.  D'après  ma  conviclion,  elle  est  aussi  utile  pour  démontrer 
les  ibéorèmes;  maintes  cboses  (pii  m'étaient  d'abord  devenues  claires 
par  la  Mécanique  ont  été  ensuite  démontrées  |)ar  la  (léomélrie, 
parce  que  la  première  façon  de  traiter  les  cpieslions  ne  constitue 
pas  encore  une  démonslralion.  La  démonslralion  esL  rendue  plus 
iacile  quand,  grâce  à  celle  mélbode,  on  est  parvenu  à  une  intiii- 
lion  du  problème.  Démocrile,  qui  a  donné,  sans  démonslralion, 
l'expression  du  volume  du  cône  et  de  la  pjramide,  a  grandement 
conlribué  à  la  connaissance  des  ibéorèmes  sur  ces  volumes,  dont 
Eudoxe   a    trouvé,    le    picmicr,   la   démonslralion.   De   mOmC;    j'ai 
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trouvé  (par  une  semblable  intuilion)  le  lliéorème  que  je  vais  faire 
connaître,  et  je  me  sens  oblif^é  tle  faire  connaîlie  la  mélhode  :  d'une 
part,  parce  (\ue  j'en  ai  ])arlé  et  qu'on  ne  doit  pas  croire  (|ue  je  par- 
lais en  l'air;  d'autre  pari,  jiarce  que,  dans  ma  conviction,  elle  est 
très  utile  en  Mathématiques  et  que  les  chercheurs  contemporains 
ou  à  venir  pourront,  par  cette  méthode,  découvrir  de  nouveaux 
théorèmes  ...   )>. 

A  propos  de  la  phrase  relative  à  Démocrite  et  à  Eudoxe,  M .  Zeu- 
ihen  fait  observer  que,  dans  la  Préface  du  premier  Livre  sur  la 
sphère  et  le  cylindre,  Arcliimède  ne  nomme  pas  Démocrite, 
njais  parle  du  théorème  sur  le  volume  de  la  pyramide  ou  du  cône 
comme  s'il  avait  été  complètement  inconnu  avant  Eudoxe.  Celui-ci 
l'a  démontré  en  partant  du  lemme  célèbre,  qui  devrait  porter  son 
nom,  mais  qui  est  connu  sous  le  nom  de  Icnime  dWrchunède, 
en  raison,  sans  doute,  du  continuel  usage  qu'en  a  fait  ce  dernier. 
Ainsi,  à  cause  de  l'extrême  importance  (|u"il  attribuait  à  l'a  rigueur 
des  démonstrations,  Archimède  avait  pu  omettre  alors  le  nom 
de  Démocrite,  si  bien  fondée  qu  ait  été  l'intuition  de  ce  dernier. 
]3ans  le  présent  écrit,  au  contraire,  il  insiste  sur  le  rôle  de  Démo- 
crite, d'autant  que  lui-même  va  exposer  des  vues,  c|ue,  malgré 
leur  importance  pour  l'invention,  il  ne  confond  pas  avec  des  dé- 
monstrations, qui  lui  seraient  d'ailleurs  faciles. 

Dans  Fénumération  des  propositions  élémentaires  de  Statique 
qu'Archimède  place  en  tête  de  son  écrit,  figure  la  règle  pour  trouver 
le  centre  de  gravité  d'un  cône.  M.  ^euthen  fait  observer  que  la 
détermination  de  ce  centre  de  gravité,  qui  équivaut  à  révalualion 
de  l'intégrale  /  x'^dx^  ne  figure  dans  aucun  écrit  connu  d'Arclii- 

mède. 

Afin  de  faire  bien  comprendre  l'esprit  de  la  méthode  qu'Archi- 
mède applique  à  de  nombreux  exemples,  je  reproduis  deux  de  ces 
exemples,  en  employant  le  langage  et  les  notations  modernes;  le 
premier  est  bien  connu,  par  le  Traité  Sur  la  rjuadrature  de  la 
parabole  {^).  Je  l'ai  conservé  toutefois,  à  cause  de  sa  simplicité, 
de  deux  passages  caractéristiques  que  j'aurai  à  citer  et  des  obser- 
vations auxquelles   il   prêle. 

(')  Zi;ltiii.n,  Histoire  des  Mallwiiuiliijucs  dans  l'aiitii/uilv  et  le  moyen  âge 
(  Iruduclioi»  franraisc  de  M.  J.  Mascarl),  p.  1^7. 
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Considérons  un  Iriangle  OAB,  rcclangle  en  (J,  el  la  parabole 
donl  Téqnalion  est 

hx 

en  supposant  les  axes  dirigés  suivant  OA  et  OB  et  en  prenant 
OA=art,  0B  =  2/>.  Cette  parabole  est  tangente  en  A  à  l'hvpo- 
léniise  AB  et  passe  par  le  |)oint  O;  le  problème  consiste  à  trouver 
l'aire  S  du  segment  de  cette  parabole  contenu  à  l'intérieur  du 
triangle.  Or,  si  l'on  désigne  par  \  l'ordonnée  de  AB  qui  correspond 
à  l'abscisse  r,  on  voit  de  suite  que  celte  ordonnée  est  liée  à  l'or- 
dont)ée  de  la  parabole  par  la  relation 

lay  =  xY. 

Soit  C  le  milieu  du  côté  AB;  prolongeons  la  médiane  AC,  d'une 
longueur  égale  à  cette  médiane,  jusqu'en  G;  la  relation  précédente 
montre  que  C  est  le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  l'or- 
donnée 1,  d'une  part,  et,  de  l'autre,  par  l'ordonnée  y  de  la 
parabole  transportée,  parallèlement  à  elle-même,  de  manière  que 
son  milieu  soit  en  G  (');  «  puisque  le  triangle  OAB  se  com- 
pose des  ordonnées  de  la  droite  et  que  le  segment  de  parabole  se 
compose  des  ordonnées  de  celte  parabole  »,  il  résulte  de  là  que  le 
point  C  est  le  centre  de  gravité  du  système  formé  par  le  triangle, 
d'une  part,  et,  de  laiilre,  par  le  segment  de  parabole  transporté 
parallèlement  à  lui-même  de  manière  que  son  centre  de  gravité  soit 
en  G.  D'où  résulte  la  relation 

2«6x-Tr=Sxi«,         S  = 

.)  i 

«  Cela  est  devenu  clair  ....  Cela  n'est  pas  démontré  |)ar  ce  qui  a 
été  dit,  mais  on  voit  que  le  résultat  est  exact.  Ayant  vu  l'exacti- 
tude du  résultat,  sans  qu'il  fût  démontré,  j'ai  imaginé  une  démons- 
tration géométrique,  que  j'ai  déjà  publiée  et  que  je  rapporterai 
plus  loin.    » 

Le  passage  où  figurait  celte  démonstration,  qui  nous  est  connue 

(')  Arcliieiiède  s'exprime,  ici  el  dans  îles  chs  analugucs,  d'une  façon  légèrement 
dilVércnle  :  C  csL  regardé  omnie  ie  [loinl  d'appni  d'un  levier  dont  les  cxlié- 
niilés  siinl  le  point  G  el  le  point  où  se  lerniinc  l'ordonnée  ^. 
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d'ailleurs  par  le  Traité -S" ///•  ta  rjnacl/ala/'e  de  la  paraholo.  ne  s'esl 

pas  retrouvé  dans  le  (ïaj^nient  découvert  par  M.  Heiljerj,^. 

Considérons   maintenant  l'ellipsoïde   engendré   par  la   rotation, 

autour  de  l'axe  des  ^,  de  l'ellipse  dont  l'équation  est,  dans  le  plan 

des  xz^ 

^' 
:/•-=  —  (laz  —  5-), 

et  le  cône,  limité  à  son  sommet  et  à  sa  l)a>e  dans  le  plan  des  .rj', 
engendré  par  la  rotation,  autour  du  même  axe,  de  la  droite  dont 
l'équation  est,  toujours  dans  le  [)lan  des  xz, 

h 
l'identité 

r   ^^'  ^-  1 

-— ■  {%az  —  Z-)  ^  -  — ■  (2a  —  zy-     '.ia  —  4~t;-(2a  —  z) 
La-  Cl'-  J 

montre  que  le  jioint  A  de  l'axe  des  z  dont  la  cote  est  ia  est  le 
centre  de  gravité  du  svslcme  formé,  d'une  part,  par  la  section  hori- 
zontale, de  cote  z^  laite  dans  le  cylindre  droit,  avant  pour  axe 
l'axe  des  z,  et,  pour  base,  dans  le  plan  des  xy^  le  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  26,  et,  de  l'autre,  par  la  superposition  des  deux 
sections  horizontales  de  même  cote  pratiquées  respectivement  dans 
l'ellipsoïde  et  dans  le  cône,  puis  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes,  de  laçon  que  leurs  centres  viennent  au  point  B  de  l'axe 
des  z  dont  la  cote  est  l^a.  Puisque  u  l'ellipsoïde  et  le  cône  se  con>- 
posent  de  ces  sections  horizonlales,  ainsi  (pie  le  cylindre  »  limité 
à  ses  bases  dans  le  plan  des  xy  et  dans  le  |)lan  horizontal  de 
cote  2a,  il  suit  de  là  que  le  point  A  est  le  centre  de  gravité  du 
système  formé  par  le  cylindre,  d'une  part,  et,  de  l'autre,  par  la 
superposition  de  l'ellipsoïde  et  du  cône  auxquels  on  a  fait  subir 
une  translation  telle  que  leurs  centres  de  gravité  viennent  coïn- 
cider avec  le  ()ointl3;  de  là  résulte  l'égalité,  où  \  désigne  le  volume 
de  l'ellipsoïde, 


v      8-a/;î\  ^.     ,, 

V  -f-  — xa  =  ^T.  0- 


d'où 


V=  -!.  -b-a. 
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Le  précédent  raisonnement  est  d'abord  employé  par  Arcblmède 
pour  obtenir  le  volume  de  la  spbère,  et  le  paragiapbe  consacré  à 
ce  sujet  se  termine  par  la  phrase  suivante,  dont  ruitérèt  ne  peut 
échapper  au  lecteur. 

«  Du  théorème  que  la  sphère  est  quadru[)le  du  cône  dont  la 
base  est  un  grand  cercle  et  dont  la  hauteur  est  le  rayon  de  la  sphère, 
m'est  venue  la  pensée  que  la  surface  de  la  sphère  est  quadruple 
de  son  grand  cercle;  je  suis  parti  de  celle  vue  :  de  même  qu'un 
cercle  est  équivalent  au  triangle  dont  la  base  est  la  circonférence 
et  la  hauteur  le  ravon  du  cercle,  de  même,  une  sphère  est  équi- 
valente à  un  cône  dont  la  base  est  un  grand  cercle  de  cette  sphère 
et  dont  la  hauteur  est  égale  à  son  rayon.  » 

Ce  même  raisonnement  est  appli(pié  par  x\rchimè(Ie  à  Té  val  nation 
des  volumes  de  segments  d'elli|)soïdes,  de  paraboloïdes,  d'hjper- 
holoïdes  (à  deux  nappes)  de  révolution,  limités  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution.  Des  raisonnements  analogues, 
oîi  intervient  alors  la  règle  relative  au  centre  de  gravité  du  cône, 
le  conduisent  à  la  détermination  du  centre  de  gravité  de  pareils 
volumes. 

Les  dernières  pages  de  son  éciit,  celles  où  se  trouvent  le  plus 
grand  nombre  de  lacunes,  concernent  l'évaluation  du  volume  d'un 
onglet  cylindrique  :  un  cylindre  de  révolution  est  inscrit  dans  un 
prisme  à  base  carrée;  par  le  centre  de  la  base  inférieure  et  un  côté 
de  la  base  supérieure  on  fait  passer  un  plan  :  le  volume  limité  par 
ce  plan,  la  surface  du  cylindre  et  le  plan  de  la  base  inférieure  est 
le  sixième  du  volume  du  prisme. 

Archimède  edectue  d'abord  cette  évaluation  par  la  méthode 
mécanique  dont  on  vient  de  parlée.  Il  donne  ensuite  une  démons- 
tration géométri(|ue,  démonstration  dont  il  ne  subsiste  que  (|uel(pics 
membres  épars  ;  M.  Zeuthen  a  su  les  rejoindre  et  leur  rendre  la  vie. 
Archimède  emploie  une  parabole  auxiliaire;  la  quadrature  connue 
de  celte  parabole  permet  d'ellectuer  la  quadrature  dont  dépend  le 
problème.  Si  l'on  désigne  en  effet  par  2  a  le  côté  de  la  base  du  prisme 
et  par  b  sa  hauteur,  par  x  la  distance  au  centre  de  la  base  d'une 
section  (triangulaire)  prati(piée  dans  l'onglet  perpendiculairement 
aux  deux  plans  (pii  le  limitent,  Taire  de  cette  section  sera 

(«2  —  X-), 

■1  a 
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et  Ton  voit  cjiie  pour  ohlenir  le  voliinie  de  longlcl.  à  .savoir 


il  siiKit  de  calculer  raire  d'un  segment  de  la  parabole  doiill  équa- 
tion est 

■^  ~  "  ~  77' 

Enfin  la  démonstration  se  complète  par  la  méthode  dexliaustion» 
dont  Archimède,  dans  d'autres  écrits,  a  donné  de  nombreuses 
a[)plicalions.  De  cette  partie  de  la  démonstration  il  reste  très  peu 
de  chose,  mais  ce  qui  subsiste  suffit  encore  à  M.  Zeuthen  pour  la 
reconstruire. 

A  cette  détermination  de  l'onglet  cylindrique,  Archimède  trouve 
\\n  grand  intérêt,  en  raison  du  caractère  rationnel  du  résultat.  Les 
expressions  du  volume  de  la  s|)hère,  des  segments  sphéricpies,  ou 
des  autres  corps  de  révolution  qu'il  a  déterminées,  ramènent  ces 
volumes  à  des  cylindres,  limités  par  une  surCace  courbe,  tandis 
que  son  onglet,  qui  est  le  sixième  d'un  prisme,  est  équivalent  au 
volume  d'un  solide,  facile  à  construire,  limité  par  des  plans. 

Il  en  est  de  même  du  dernier  théorème,  énoncé  par  Archimède 
dans  la  Prclacc,  et  dont  la  démonstration  ne  s'est  pas  retrouvée  : 
ce  théorème  se  rapporte  au  volume  commun  à  deux  cylindres  de 
révolution  inscrits  dans  un  cube,  qui  est  les  deux  tiers  de  ce  cube. 
L'évaluation  de  ce  volume  résulte  immédiatement,  j)Our  nous,  de 
ce  que  les  sections  pratiquées  par  des  plans  parallèles  aux  axes 
des  deux  cylindres  sont  des  carrés.  Ces  mêmes  sections  inter- 
viennent, dans  la  restitulion  à  laquelle  parvient  .M.  Zeuthen, 
au  moyen  de  la  méthode  mécanique  d'Archimède,  et  où  il  utilise 
la  figure  dont  ce  dernier  s'est  servi  pour  l'évaluation  du  volume 
de  la  sphère  :  elles  intervenaient  sans  doute  aussi  dans  la 
démonstration  géométrique  qui,  vraisemblablement,  com[)létait  la 
démonstration  mécanique. 

Au  reste,  on  peut  remarquer  avec  M.  Juel  <pie  la  détermination 
de  ce  volume  résulte  aisément  de  celle  de  l'onglet  cylindrique, 
dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Ainsi,  pour  ce  qui  est  de  la  Slati(|ue,  Archimède  est  en  pleine 
possession  de  la  notion  de   moment   par  ra|)porl  à   un   plan  cl  du 
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lôle  de  celle  iiolion  dans  la  lli<'Oiit'  du  cenlre  de  f;tavilé.  A  ce 
moment,  d'ailleurs,  il  ne  donne  pas  de  nom  parlicidier.  Comme 
moven  de  reclieiudie  dans  les  questions  infinitésimales,  il  applique 
à  la  déterminalion  de  centres  de  gravité  ce  que  nous  appelons 
maintenant  Li  méthode  des  indivisibles.  Il  regarde  un  volume, 
par  exemple,  comme  se  composant  des  sections  pralif|uées  par  des 
pians  parallèles.  Par  d'ingénieuses  transformations  géométriques, 
il  montre  comment  on  peut  déduire  le  cenlre  de  giavité  de  la 
figure  qu'il  étudie  du  cenlre  de  gravité  d'une  autre  figure,  pour 
laquelle  ce  cenlre  est  connu.  Le  tliéorème  des  moments  lui  fournil 
enfin  une  équation,  d'où  il  déduit,  suivant  les  cas,  l'aire,  le  volume, 
le  centre  de  gravité  de  la  prenjière  figure.  Pour  nous,  la  recherche 
des  aires,  des  volumes,  des  centres  de  gravi  lé,  revient  à  effec- 
tuer certaines  quadratures  et  nous  apercevons  sans  efi'ort  l'identilé 
de  problèmes,  ayant  des  énoncés  très  difierenls,  qui  dépendent 
d'une  même  intégrale.  Grâce  à  son  prestigieux  talent  géométrique, 
Archimède  |)arvient  à  reconnaître  cette  identité.  Il  lire  parti  des 
aires,  des  volumes,  des  centres  de  gravité  qu'il  sait  déterminer, 
comme  nous  lirons  parti  d^une  intégrale  que  nous  savons  efifectuer. 
D'ailleurs  les  solutions  obtenues  par  la  Statique  et  la  méthode  des 
indivisibles  ne  sont  pas  démontrées.  Elles  ont  besoin  d'une  dé- 
monstration géométrique,  qui  se  fait  par  la  méthode  d'exhaustion. 

J.  T. 
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AI  KL  ANGES 


SUR  LES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  DE  RAFFT  ('); 
Pau  m.  E.  BOLMTZKY. 

1.  Dans  son  travail  Sur  certaines  ée/i/a fions  différentielles 
(l'ordre  supérieur,  analogies  à  V équation  de  Ciairaut  (') 
_M.  RadV  a  montré  que  l'équation  dinérenticlle 


'^'  '    il.r  '    ij.r- 


d"'On 
iKr'" 


■^„^y  —  .ry-^  J^y 


a  pour  inlégrale  générale  le  j)ohnome 

ix-^  -fX'--^...-\ — ;r'«— I-(C,,  L.,,  ...,  L,„). 

Les  équations  de  Radv  ont  la  propriété  analogue  à  celle  de 
Téqualion  de  Ciairaut  de  se  décomposer  après  dérivation  en  deux 
nouvelles  équations  dont  la  première,  dy^"''=  o,  donne  l'intégrale 
générale.  En  poursuivant  l'analogie  avec  ré(|uation  de  Ciairaut, 
nous  nous  proposons  de  montrer  que  les  solutions  communes  à  la 
seconde  de  ces  équations  et  à  l'équation  donnée  coïncident  avec 
les  solutions  singulières  et  que  l'ensemble  des  solutions  singulières 
(,'st  aussi  identique  à  l'ensemble  des  enveloppes  de  certaines  fa- 
milles de  solutions  (ournies  par  l'intégrale  générale  qui  ont  avec 
chaque  enveloppée  i\n  contact  d'ordie  ///  (  où  /n  est  Tordre  de 
ItMpiation  de  RalFy).  En  outre,  nous  examinons  j)lus  précisément 


(  '  !  Iliillclin  (/<■  ta  Socicie  inat/ic/iKitiqm'  ctc  J-'ra/ivc,  l.  \\\',  iSi)-.  ~-  .Nous 
ili'sii;nons  pnr  1rs  mois  une  équation  ite  J{(i//'\  .  une  é(iu;ili(in  ilt'  1;»  classe,  coiisi- 
«Icri-e  par  M.  ilallv  dans  ce  Iravail. 


MELANGES, 
les  équations  de  HalVv  dune  forme  spéciale 


9o=  F 


âa^/' 


Pour  plus  de  comiuodilé  du  calcul  nous  introduisons  les  dési- 
gnalioDS 


(0 


?A-  =(-1)'^  —^  =  r"' — --^f 


(  m  —  /<■)' 


(/.■  =  I,  2,  .  .  . ,  /»  ;  o!  =  i), 


don     cl-^oo  d'"9o 


S^j  =  •'[-ri>?2--v(-U""r'"l  =/<?!■  <Fo,. ..,?,„) 


dx      Ox-  '    Ox'i' 

et  nous  écrirons  Téquation  de  HafTv  dans  la  forme 

(a)  'fo— /i  ri-  'r-i-  •  •  •'  ?"<  '  =  '>• 

12.    Diflerentianl  Téqualion  (2)  cl  s'appuyant  sur  les  identités 

,,,  f/9/.-       (—j- )'"-/'  f/r''"' 

(  J  )  -7—  =  , j~rT   ^ —  (  A-  =  o,  I .  ■}. m  ), 

dx         {m  —  A)!      dx 


F 


m  !  (^oi    (  «i  —  I )  !         (^o,  (  m  —  2  ) 


On  voit  donc  que   chaque   solution  de  l'équation   (2)   satisfait 
à  l'une  des  équations 


(4) 
ou 

(5) 


(—  .r )'"         à/   (—  X  )'"  -1  df    (—  X  y 


à.f 


m\  dwj    i  m  —  I  )  !         c/oo  (  ni  —  •;•  )  1 


0-:^, 


La  première  de  ces  é(|uations  siqjpose  que  j'  est  un  polvnome  de 
degré  m. 

Pour  chaque  polynôme 

on  a.  d'après  la  formule  de  Tavlor, 


(fi) 


•  J'!'''  (  j;  —  X  )  =  y  '•  ( o I  =  Cl/,  k  1 


( .7-  |/"-/. 


=  j'*'--0' 


(    ///  -     /. 


r  J'^'"  =  ?/.■ 


(  /.■  ~  I  ,    '2.    ....    //*  I. 


rj-i  pin-:MiKiiE  PAirni:. 

Les  coofficienis  d'iin  |)(ilvnoino  <|iii  salisfjni  ;'i  l'('f[nalion  (  v.  )  sctiil 
(Jonc  liés  par  une  relation 

On  trouve  ainsi  l'inlégfale  gcMicrale  de  réqualion  (2) 

(7)     y  =  aiX^a.2X'^-:-...  —  a,„-i.r"'-^-~a,„.r'"-^-f\ai,'j.\a2,  ...,mla„,)  (  '  ). 

3.    Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  m  fonelions 

«1  (  t).     rto  I  /  I,      ....     a,„{  t  ) 

d'un  paramètre  variable  /,  afin  cpie  l'enveloppe  d'une  lamille  de 
courbes  intégrales 

(  y  =  r/,„(/)3^"'  +  «„,-  ,(/),r"'-i  +  ...-^«,(0 
I  8  j 

(  -T^/[«i(^'.  "^i  «2(0^  ••.,  tn\  a,n{t)\ 

ait  avec  chaque  enveloppée  un  contact  d'ordre  m. 

Désignons  le  second  membre  de  lécpialion  (8)  par  'i/(.c,  /).  Les 
équations  de  renvelop|)e  de  la  lamille  île  courbes  considérée 
sont  (8^  et 

(q)  -^  =  o. 

■"  i)f. 

I'2n  liraul  /  de  (  ij  )  en  fonction  de  r,  on  a  une  lV)rmule  connue 

,_  dy  _  d\\.ï\  ((x)\  _  <)'b 
dx  dx  Ox 

JJiirérenlions  cette  équation  successivement  ///  —  1  lois,  en 
tenant  compte  d<'s  expiations 

•^         ùx  ''  dx^  -^  Ox'" 

qui  expriment  les  conditions  du  contact  d'ordre  m  entre  l'enve- 
loppe et  lenveloiqîée  et  en  remarquant  <jue,  tlaprès  le  sens  même 
du    problème  des  enveloppes,    ([x)   n'est   j)as    une  constante.    Il 


(  '  )  Ce  sont  \c.  raisoniioiiiciil   et  le  rrstilliil   moines  do  M.  lîiill'v    A,iu<   une  foniic 
niuiiiliùc  confurmonicnl  aux  dosi^nalions  cliaii^t'-i-s. 


Ml- LANGES.  953 


viendi 


ô-^  'Il         d-  6     ôt 

ô-i-l 

ôx-     '    âx  Ot  ix 

^  ôxi 

d'--l          d^'l      ôt 

ô^-l 

ÔX-^           (IX-  l)t    ôx 

()X^ 

d'où 


y'"  —   '-  H '—    T-    =    -y  (.l'oil 


ÔX  ût 
ô^'b 


cl  iiiiLsi  de  siiile.  On  aura  clone 

01  <l  ,;:i.l/  ,)""l 


011 


ôxOl  Or- Ot  Ox"'^^ôt 


ô'b  ô'b  ô'l> 

à-^  ô- -^  ô'"-^-- 

Ot  Ot  Ot 


('"  — -=o-  -Jrî-^o 


àx^  '  '  (^j-'«    1 

En  supposant  que  a„i  se  réduit  à  une  eonslanle,  on  ne  trouve 
(|u"une  solution  apparente  du  [problème  ;  dans  cette  li\  potlièse  toutes 
les  enveloppées  et  l'enveloppe  coïncident  avec  une  courbe  fournie 
par  l'intéi;rale  ge'nérale  ('j).  En  elTet,  si  les  coefficients  a,„, 
«/«_(,  ••.,  «A+i  (/(■>> o)  ne  dépendent  pas  de  /,  l'équation  (9)  prend 
la  forme 

lit  dt  dt  dt 

d'où  l'on  dt'duil,  d'après  les  formules  (1  1), 

ôt         dcik 

7-  —   — r- A  !  —  O. 

0x1'^  dt 

Ainsi  a^  est  une  constante  el  l'on  trouve,  de  même,  cpie  les  autres 
coefficients  <7/,_i,  ...,  a^,  cif  sont  aussi  des  constantes.  En  cher- 
chant une  enveloppe  eflectivc,  on  doit  donc  admettre  que  a„t 
dépend  de  t.  Nous  considérerons  «,„  même  comme  un  paramètre 
variable,  en  posant  </,«=  t.  Posons,  pour  abréger, 

/.  !  cik  —  a/..     (  /  =  u,  3 /"  —  1 1.  m\  t  =  a,„ 

et  écrivons  l'équation  (9)  dans  la  loinie 

da,„^x  ,  dfii  ôf    da^ 

dt  dt  Ooi    dt 

,  ôf  du,  ,    df    (iam-\  ,    à/ 

f/a,    dt  0%,„       dt  iix,n 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  qui  a,  en  vertu  des  con- 
ditions (i  i),  toutes  les  racines  égales  en  x  peut  cire  identifié  avec 
un  polvnome  (.r  +  r)'",  où  f  est  une  fonction  de  t.  H  viendra 
doue 

-^  =  U;„  v"^-''-        (  /.•  =  I ,  -2.  . . . ,  //»  —  I  ). 


(r2) 


ilf        dj\   da^  ()f  d(ii 

lit  ~  lia ,  ~dr    '■  ■  ô^,  "fit     ■  ■  ■ 

— - —  j m  I  — — 

Oy.,..    ,       dt  (/a,,. 


//*  —  1)1 


C„,  désignant  le  nombre  de  combinaisons  de  m  éléments  à  /.-.  On  a, 
par  suite, 

(13)         t=^^-^''>"'=(-^-v/^0"'="' 

d'où 

^  \'    dl 

L'expression  iZ-j-    ne  doit  perdre  aucune  des  déterminations 
possibles;  on  déduit  donc  de  (i4) 

(ij)  (—  x)>" r  =  <^- 

dt 

Eliminant  r  çnli^;  rétpiatiuii 

da,„^i 
dt 

et  les  autres  équations  du  système  (ii  V  on  oblicnl 

/. 


(   dai, 

-'(■  / 

'  I 

da,„ 

1   l  ' 

\    dt 

""  * 

"''( 

v"' 

dt 

-) 

dcix 
dt 

-1-, 

4-  ///  : 

0<t„ 

(/.=!,  7. m  —  ■}.), 

1     UL  \  m        (Il 

(  lO) 

'■      '  '■  _i_  ila,,,^  1  \  '" 

//(        dt 

Les  intégrales  de  ce  système  d(^  ///  —  i  écpialions  dillV'rentielies 
ordinaires  nous  donnent  les  m  —  i  lonclions  cliorcliées  a,„^\, 
it/ii-2i  •••>  ^f^i  ^'s  /;  en  les  substituant  dans  lécpiation 

(17)      y  —  lx>"-\-  rt „,_i. ?•"'-'  ~. .  .-•-  rt|.r-f-/(  «,.  v>. !  «2,  •  •  -,  »'  '  /''• 

on  iuua  i.t  lamille  clicrcliéc   des   courbo    inlégr.ilo.    i'.limiiiaiil    / 
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entre  les  équations  (i^)  et  (i5),  on    trouve  l'enveloppe  qui   a   le 
contact  d'ordre  m  avec  chaque  courbe  intégrale  de  la  famille  (17). 

4.  Chacune  des  enveloppes  considérées  satisfait,  conformé- 
ment avec  la  théorie  générale  des  solutions  singulières,  à  l'équa- 
tion (2)  (  '  )  et,  de  plus,  à  l'éqnalion  (5).  On  a,  en  eflet,  d'après  les 
formules  (10),  pour  chaque  enveloppe  les  identités 

/(a,.  2!  «2i  •  •  -1  m\  t  )  =  '\{o,  t)  =  '!/(./■  —  .r,  /) 

d'h        X-  ô^-'h  (—X)'"  â'"y 


y  — 


àx        •).  \   Ox-  '  '  ml        Ox"^ 


,,  Vd'"h(x,  1)1 


dar*        '    Ox        •>.  !  âx-       "  '       (m  ^  /c )\  àx'" 

{ X  )"'-^' 

=   yiM  —  ^  y'/.-t-l.'  _f-  .  .  .  _i- y'  m)  =;  ,^i  ,  /^.  _  ,  _  ., m  ~\  '), 

"^  -^  un  —  k)'. 

0'"  )■ 

yOll'  —     ^    ^    p,  !    f^ 

•^  Ox'" 

d'où  l'on  déduit 

D'autre  nart,  on  a 


:2 9,»  (  _  r  0/  (—X I'"  -i      0/  (  —  X  i"'-2       _L  '^/  1  f^y  '" 

dx  ~  [f^'j,    (m  —  I)!         ù'^i  (///  —  •>.)!   ~^"'       0'^,„\     dx 


et,  par  suite, 

i)f    f— :rl"'-i  Of  (—X)'""-  t)f    _      df 

d-:;x    (m  —  \)\    "^  ^  (  m  —  •;!  )  !  '  '  '  *  '       ().j,„  ""  'dy^'"^  ' 

On  peut  donc  écriic  l  équation  (j  )  dans  une  fornie  abrégée 

^      ^  m\  dy'-'" 

Mais  on  a,   pour  chaque  enveloppe,  en   s"appu\aiil   sur  les  ior 
mules  (1.5)01  les  identités  précédentes. 

(  —  X  )'"         f/f(  (11.    t  !  Il- m'.  I  \ 

—    — '—^ =:  0 

ni  !  ({[  ni .  l  \ 

'  '  )    C/.    l'ioARK.    /ntitr  dWiinly.^r.   I.    Hl,   C.liiii).    III. 


■Ji  )h 

on 


l—  T)>"         <//ÏO|,  ;;., -:.„ 


m  I  dv^"' 

On  \()il  donc  ((iic  rérjualioii  (  V)  a  aussi  lien. 

o.  H<''ci|)roc|iHMiienl,  clia(|iic  intégrale  de  rt-qualion  (2)  qui 
salisiait,  en  onire,  à  réqualion  (5)  |)n'senle  une  envelojjpe  d'une 
certaine  (amille  des  solnlions  particulières  qui  a  avec  chaque  enve- 
loppée un  contact  d'ordre  m. 

V.n  eirel.  on  a,  d'après  les  foi'midcs  (1),  ridcnlilé 

y  =  'fo<o, .)■. y jî'//' j  -_:,  o,jCj7  —  ./■,  )-.  y. . . ..  y'"' ) 

<l.r  ■  ,,j  ■ 


.rcî,  -H 


■'-?* 


t/.r'" 


r'"  c 

— •^'     (M. 


Imi   posanl.  pour  ahréger, 

(7/..      (/.  —  I,  9,  .,.,/;;—  I  K 


7  "' 


/, 


1  é(| nation  (  ;)  )  prendra  la  lornie 

(19)      r  =  ^r"'^-  ,7,„_,.r"'-i  -:-.  .  .-f-  <7.j.r2_j_  ^^^  ,.  _y-,  ^^^  -il  «,,,..,  r«l  o. 

On  suppose,  de  plus,  (pie  la  lonclion  ^^  salislail  à  Técpialion  (5) 
ou  à  l'équalion  équivalente  (  iS").  On  aura  donc 


I  —  x}"<  — 


//(  :  f/fi 


c'est-à-dire 

(•10) 


(/,'<"•• 


o     i'), 


(7f(a,,  x  !  a-, m\  I  ) 

I  _  .,• ,". -1 \ -. ^  o. 

dt 


\L\\  écrivaiil  les  écpialions  f  .'l  )  dans  la  l'orint 
r/o/.     _      ,    ila,\ 


/n  !     df         {  m  —  /.■  I  ! 


(')  (/est  la  loidiiilc  inrine  iIdiU  M.  Hall'v  fait  iisai;r  pour  ilunncr  une  ris,\c 
abrOgco  du  calcul  do  riiUcj;raio  j;ciicfalc. 

(')  Il  est  admis  sans  dcinonslralion  que  r'"'  peut  varier  ou,  ce  qui  csl  la  luénie 
rbose,  que  la  fonclion  .>' qui  satisfait  siniullanénient  aux  équations  (2)  et  (3) 
nVst  pas  une  solution  fournie  par  l'inlégrale  générale.  Cette  proptisilion  est 
flt'-nioiilroc  au  cunnneuccinent   ihi   il"  ti. 
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Il  viendra 


~dT 


C^ui- 


(A 


el,  dans  le  cas  pailiculier,  |)t)iir  /v  =  /n  —  i, 
On  a  donc 


=  C 


X). 


dt         ^"'  \  m       dt 
cl,  en  verlu  de  (20), 


a- 


df  _    i)f   dcit 
dt  ~~  oTT,     dt 


'~ô7.,  7/7" 


.  "f 


da, 


'j.i,=^  k\  ai; 


k  = 


m  :  t. 


On  voit  ainsi  que  les  (|ii;iiilih''s  <-/,,  n-2.  ....  (',„^{  coiisidéices 
coniine  ("onclions  de  /  satisloiil  an  svslèine  des  éqnalioiis  dill'éren- 
tielles(i6).  De  pins,  la  fonction  j^el  la  variable  indépcndanle  x 
sont  liées  par  les  Cornudes  (19)  et  (20)  tout  à  fait  ideiili(pies  anx 
éqnalions  (i -)  el  (i  5  ).  Il  en  résulte  que  chaque  soliilion  conuiuine 
des  éqnalions  (2)  et  (  :")  )  coïncide  avec  l'une  des  enveloppes  d'une 
famille  des  solutions  parlicnlières  rpii  a,  avec  chaque  enveloppée, 
un  contact  d'ordre  /n . 

6.  Cliatpie  intégrale  de  l'équaiion  (^2)  doit  satisfaire  à  I  nne  des 
équations  (  'j  )  on  (5  ). 

Celles  (|iit  satisfont  à  léfpialion  (5)  sont  liuiies  Miii;nlières, 
("esl-à-dirc  aucune  d'elles  n'est  contenue  dans  I  intéj^iale  yé- 
i.'éiaie  coniine  nne  solution  particulière,  l'^n  cdet,  pour  nue  inlé- 
<;iale  particulière  (pii  satisfasse  à  l'équation  (^."))  on  aurait,  pour 
une  valeur  arhiliaiic  de  x, 


X)'^ 


'1/   (  —  ,/•)' 


àf    ( —  X  )' 


c)-^.2    I  m  —  ■}.  ) . 


Of_ 

do  m 


où  les  coefficients  -- ,  —,  •  ■  -,  -^ .  d'après  les  formules  (  6),  sont 

des  constantes,  ce  cpii  est  inipossihlr. 

En  résumant  tout  ce  cpii  a  été  dit  plu*  haut,  on  peut  dire  que  /ex 
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solutions  singulières  de  l'équation  de  l'mffy  sont  identiques 
avec  les  solutions  communes  des  équations  (2)  et  (5)  et  que  l'en- 
semble des  solutions  singulières  coïncide,  d'autre  part,  avec 
V ensemble  de  telles  enveloppes  de  certaines  familles  des  inté- 
grales particulières  qui  ont  avec  chaque  enveloppée  un  contact 
d'or  die  m. 

L'équation  (2)  n"a  pas  de  solutions  singulirres,  s'il  est  impos- 
sible d'éliminer  /  entre  les  équations  (ly)  et  (i5),  ce  qui  est  équi- 
\alent  à  ["impossibilité  de  trouver  des  solutions  communes  des 
équations  (2)  et  (5)  (').  Les  intégrales  générales  du  système  (16) 
donnent  pour  les  fonctions  «,,  a.,,  ...,  a,,,  des  expressions 
avec  m  —  1  couslantes  arbitraires;  on  voit  donc  que  les  solutions 
singulières  du  Téquation  de  Raflfy  ont,  en  général,  m  —  i  constantes 
arbitraires  [m  étant  toujours  Tordre  de  l'équation  de  Rafly). 

7.  Examinons  maintenant  un  type  spécial  de  Téquation  (2)  qui 
a  la  forme 

«?/  =  /('?/+/')'  I-^plin,         /)>o. 

Pour  /  =  o  on  a 

(-21)  '  tpy=/(0/,). 

Pour  /  >>  o  on  ramène  l'équation  considérée,  en  posant 

y  f'  =z  j,  m  — p  ^  n. 

à  la  forme 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (21)  que  par  les  notations.  On  peut 
donc  se  borner  à  considérer  l'équation  (■.>.  n.  Dans  ce  cas,  l'inté- 
grale générale  est 

y  =  a^x    :-  a...r-  — .  . .  —  «„,-  i.r'"    '  -     tx'"  -    f\  p'.  '?,,). 
(')  On  iiciil  prciiilrc  comme  cxriiipif'  lV'i|tinliiiii 


)•  —  JM'  H -, y  —  <' 


•-illl'-   -nliitioil--   >illClllifrCï'. 
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et  les  intégrales  singulières  se  trouvent  par  les  quadratures.  En 
elFet,  le  système  (i3),  qui  est  équivalent  au  système  (16),  nous 
donne 

{11)  -^  =  Ci  r"'-/'-         (  A-  =  1 .  2 w  -  I  ), 

(23)  ^:/7/,:«,)^'  =  r'", 

OÙ  f\y.p)  désigne  ''   ♦  Ou  obtient  donc  de(2'j).  pour /,=  /?, 

En  éliminant  —r-^  entre  les  équations  (!>.3)  et  (24)  et  en  détermi- 
nant r,  il  viendra 

(25)  r  =  v^C';„p'./'{/>\  <i,,  I. 

Substituant  celte  valeur  de  v  daus  la  formule  (24),  résolvant  |)ar 
rapport  à  dt  et  intégrant,  on  trouve 

(26)  .//  =  ^ [/'!/'!/'!''/->]    ''     ^'«/M 

<g;;,)^ 

t=  ^    j  I /'•/'/' '•<'/'']    ''     '/''/.• 

iCJ'  )l'  ' 

Eliminanl  (//  entre  les  lorniules  (22)  et  (21),  on  aura 

'     'm  ' 

d'où 

Ainsi  les  intégrales  du  svstème  (iH)  ont,  dans  le  cas  considéré, 
la  forme 

ttA- =  0/,  f  «/,  ) -H  f/,     (A  =1,2 ^  —  ^;P-    1,  .... /«  — 1~).     '  =  0»i' <^/. '-^'"«1. 

où  h/^ir/p),  h,„{f//,)  sont  des  fondions  parfalli-nicnl  délerininées 
et   '■/;.    '■„,    sonl    tics   consUinlcs    arbihairo.    Sans    lairc    un    usage 
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iiiiniédiaL  des  solulioiis  trouvées  du  svslème  (i6),  on  peul  obtenir 
les  sohilions  singulières  de  l'équalion  (21)  au  inoven  d Une  des 
relations  (1 .)  ). 

Si  1  on  regarde  ./"  coninie  un  paramètre  invariable  et  si  Ton 
intègre  ridcntité 

— i-  Oa,,  =  — '■ 0(1  „  =  (  j-  --  »•  )'" oa„, 

dUp       '         Ut   Oa  I,  On  I,       ' 

OÙ 

<b{x,  t)  —  ttxx  ^  rti-f^-f-.  .  .—  a„,_iJ-"'-'-^  tT"'+f(  p\  a,,), 

entre  les  limites  a  et  dp,  on  a,  en  s'appu  vaut  sur  les  formules  (aô) 
et  (26), 

/      ■^  =  ^    /        >T^\C>'j>\fip\a,.)\ry     [p\fUp\n,)\    P     âa„. 

'CL  *      X 

L'équation  (17)  prend  donc  la  forme  suivante  : 

y=l    '^  = ^  /     (.r +  [<:;;,/>:/■(/>:  «,,ij/M    \p\f'ip\a,,)}  /'    ùa,, 

~^-\(),,-i(x)^Cj-,\x/'-^-h...-^  |0„,_,(a)-r-c,;,-,]a-'«-« 
—  [  0,«  (  a  )  -4-  c,„  ]  x'"  -^  a  xi>  -^fip'.x). 

Comme   les   r/,.  (/»•  =:  i ,  y. />  —  1 .  />  -r  1 ,  •  . . ,  ni)    sont   des 

constantes  arbilraires,  on  peul  écrire  simplemeiil 

J  —  %xP~f{ p\  a) 

où  V|,  -%,  ...,  'i'p_\,  ^'y74-ii  •  •  •  '  Yw  sont  aussi  des  constantes  arbi- 
traires. D'ailleurs,  les  formules  (i4)  et  (  "2;")  )  nous  donnent 

(28)  x-^[Ci:,p'.fipla„)y'  =  o. 

Les  solulions  singulières  de  l'érpialion  (21)  se  Irouvent  donc 
par  l'éliniinalion  de  ap  entre  les  ecpiations  (  9.-)  et  ('.S  1.  Ces  solu- 
tions ne  conlienncnt   (pic  ///  —  1  conslanlcs  arbilraires.   Imi    cITel. 


ij'-i- Y2.r2-i-...-^  Y/'   i-^''"' 
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dans   la   formule  ('^7)  le   terme  en  xP  et  le  terme  libre   cloiinenl, 
après  réduction, 

(ap-h  c)xP-\-f{p\  ap)  -r-  c'—  (%~  c)xP  —  /(/>!  o.)  —  c'  -^  ■xxi> -^  f(p\  ai 
=  apXP-^/{p\  ap). 

Tons  les  autres  termes  provenanl  de  la  subsliliilion  à  la  limite 
inférieure  de  l'intégrale  ne  font  que  changer  la  valeur  numérique 
des  coefficients  yi,  yai  •••>  *i>-i>  ■;>+)>  •••»  Y/m  fj"'  restent  d'ail- 
leurs arbitraires. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  />  =  m,  les  formules  (27)  et  (28)  dounenl 
le  résultat  suivant  : 

On  trouve  les  solutions  singulièies  de  l' équation 

( —  X  )'"■ 


en  éliminant  t  entre  les  éa nations 


'5  eqi 

1   \in 


y  =   I    {x-:-\m  :/'(  m  !  t)]'"  )     ôt 
^-  a 

—  aa;'"  -+-/(  m  !  a  n-  y,  .r  —  -(^r^  -i- .  .  .  ~  y„,-i  a^"'-^ 

1 

ar -;-[/»! /(ml  /)]'"  =  o. 

Exemple.  —  En  intégi-anl  l'équalion 

,       x-y"  I 

on  trouve  l'intégrale  générale 

I 

y  =  a  X  -    I X- 

et  l'intégrale  singulière  comme  uti  résullal  de  l'c-limination   enti'e 
les  équations 


•^'^/'G'"-^)''" ''"'- 


c,x 

Sa-' 


et 


Kn  calculant  les  f|iiadralurcs  et  éliminant,  on  a  la  solution  sin 
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gulitM-e 

4    '     ■* 

y  =     ,  Ù'  .T-  -4-  CiX, 
o 

où  r,  esl  une  coiislaiile  ail^ilrairc. 

8.  On  doit,  lonlefois,  renianjticr  (|iie  l'on  peut  Immédiatement 
trouver  les  intégrales  singulières  de  l'équation  (21)  par  le  calcul 
des  fonctions  implicites  et  par  les  quadratures.  L'équation  (5) 
nous  donne,  en  effet,  dans  ce  cas 

(—.T)"'            .,               (—X  }'"-/• 
(  2q  )  ; A   (  0„  (  — ,    =  O. 

Résolvant  par  rapport  à  'Op  et  difli-renliant,  il  viendra 

( — I  )'"-/' 
'  '  I  //(  —  p)  ■ 

doù  l'on  trouve  au  moyen  des  quadratures  )'  tlans  la  forme 

y  =  u{x)  —  f,„j-"'-T-  f;„,_,.r"'-'-(-.  .  .-^  r^x  ^  c„. 

En  substituant  cette  \aieur  de  v  dans  la  première  partie  de 
l'équation  (29),  on  doit  trouver  identiquement  une  fonction  des 
constantes  Tq,  C|,  ....  r,„\  en  l'égalant  à  zéro,  on  obtient  une  rela- 
tion entre  les  constantes  et  l'on  trouve  ainsi  une  solution  avec 
m  constantes  arbitraires  qui  satisfait  à  l'équation  (29).  En  substi- 
tuant cette  solution  dans  l'équalion  (21),  on  a,  dans  la  première 
partie  aussi,  une  fonction  des  constantes;  en  l'égalant  à  zéro,  on 
trouve  une  relation  nouvelle  entre  les  constantes  et  l'on  obtient 
ainsi  une  solution  singulière  de  l'écpiation  (21)  avec  m  —  1  con- 
stantes arbitraires. 

Exemple.  —  En  intégrant  l'écjualion 

y  —  ^/'+  — f 3T-  =  ey'-^)\ 

on  a  une  intégrale  générale 

y  =  a  X  —  hx-  -+-  f./'-'-t-  e^^', 

e  désignnnt  la  base  des  logarillimes  népei-iens,  et  l'écpiation 

./••■' 
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qui  contient  des  solutions  sini;iilières.  En  l'écrivant  clans  la  forme 


et  dldérentiant,  on  a 
d'où 


y  —  XV    -  lo-  — 


y  =  x^  loga-  -i-  c^x^-i-  CoX'—  r-ia:  -I-  Co- 

Les  substitutions   successives  dans  les    équations    précédentes 
nous  donnent 

2log:r-Hi-+->c,  =  -^— -,      C2  =  —  ' ■ ,      r„-h  —  =  _,      ro=o. 

b  ■>.  (j  b 

On  a  ainsi  Tintégrale  singulière 

„  .                              (  I  —  lojrG  )     . 
y  =  ^2  log;r  -f-  fi  ./• — -  X-  -+-  r;,.r''. 
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von  Fritz  Schlitte.  Erster  Teil  :  die  Darstellungs-.methoden,  mit  i63 
Figuren  im  Texte,  i  volume  in-S";  xi-^ig  pages.  Leipzig  et  Berlin,  Teub- 
ner,  1907. 

Cette  première  partie  des  leçons  de  Géométrie  descri|)tive  de 
M.  Gino  Loria  contient  les  matières  qui  figurent  en  France  dans  le 
programme  du  baccalauréat.  Il  est  inutile  de  dire  que  l'exposition 
est  excellente,  claire  et  sagement  limitée  à  ce  qui  est  esscnliel. 
L'auteur  ne  craint  pas,  d'ailleurs,  lorsqu'il  y  trouve  avantage,  de 
faire  parfois  appel  à  cpielques  notions  élémentaires  de  Trigonomé- 
trie, de  Géométrie  analvlique,  d'Homographie.  Il  est  de  ceux  qui 
pensent  que,  dans  l'enseignement  élémentaire,  les  diverses  parties 
de  la  Science  doivent  se  pénétrer  mutuellement. 

La  différence  essentielle  avec  nos  Traités  français  sur  le  même 
sujet  consiste  dans  l'introduction  de  quelques  Chapitres,  fort  in- 
téressants et  utiles,  sur  la  projection  centrale,  l'axonométrie  et  la 
pliotogrammétrie.  Ainsi,  pour  ce  qui  est  de  cette  dernière  disci- 
pline, M.  Gino  Loria  traite  les  deux  questions  suivantes  : 

Etant  données  les  projections  d'une  figure  de  deux  centres 
donnés  sur  deux  plans  donnés,  trouver  la  projection  de  cette 
figure  d'un  troisième  centre  sur  un  troisième  plan. 

On  a  n  projections  centrales  d'une  figure,  faites  de  centres  in- 
connus :  quelles  conclusions  peut-on  en  tirer  sur  la  forme,  la  po- 
sition et  les  propriétés  de  cette  figure?  peut-on,  en  particulier,  la 
reconstruire? 

La  portée  théorique  et  pratique  de  ces  problèmes  est  évidente, 
et  les  propositions  géométriques  que  leur  solution  met  en  jeu  sont 
de  nature  à  intéresser  vivement  les  élèves.  J.  T. 


Huit,  des  Sciences  nialhcm.,  :>.'  série,  l.  XWL  (Novembre  lyo-.) 
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SIMON  (IVl.).  —  DiDACTiK  UND  Metiiodik  Des  Rechnens  ind  der  Matiie- 
MATiK.  Zweite  um  gearbeitete  uncl  vermehrte  Aullage.  i  voliiine  in-8", 
206  pages.  Munich,  C.-II.  Beck,  1908. 

Le  Livre  de  M,  IMax  Simon  s'adresse  à  tous  ceux  qu'intéresse  la 
pédagogie  des  Malhématiques.  Beaucoup  de  maîtres  tireront  cer- 
tainement parti  des  réflexions  et  de  l'expérience  de  l'auteur.  Les 
maîtres  français,  en  particulier,  trouveront  là  beaucoup  de  rensei- 
gnements sur  l'organisation  et  les  habitudes  de  l'enseignement 
mathématique  en  Allemagne;  ils  s'émerveilleront  assurément  du 
nombre  de  lectures  de  l'auteur;  dans  ce  Volume  de  200  pages,  il 
y  a  bien  un  milh'er  de  noms  cités.  J.   T. 


SAISIPACIII  FUKIZAAVA.  —  Vn;u  MATiiEMATfsciiE  Abiiaxdlungex. 

61  pages  in-8".  Tokio,  1907. 

L'auteur  traite  successivement  de  la  représentation  géométrique 
des  valeurs  imaginaires  d'une  Ibnclion  d'une  variable  réelle;  de  la 
déduction,  au  moyen  de  la  théorie  des  vecteurs,  de  la  série  de 
Taylor  pour  une  fonction  d'une  variable  complexe  ;  d'une  série  qui 
représente  le  nombre  a  ou  le  nombre  b  suivant  la  région  où  se 
trouve  le  point  qui  représente  la  variable;  enfin  de  la  série 

f(x)  =  V  b" [cos a" a- T.y, 

OÙ  a  et  c  sont  des  entiers  positifs  impairs,  où  b  est  une  constante 
positive,  et  qui  représente  une  fonction  sans  dérivée,  jiourvu  que 
le  produit  ab  soit  inférieur  à  une  certaine  limite.  C'est  la  générali- 
sation d'une  proposition  bien  connue  de  Weierstrass  (c=  i). 

J.  T. 


RAGSDALE  (V.).  —  On  tue  aurangement  or  tui:  real  uraxciies  of  plane 
akgerraic  CLUVES.  A  dissertation  proscntod  to  ilic  Faciihyol'  liryuMawr 
Collège  for  llic  dciirce  nf  doctor  of  pliilosopliy.  •>S  pages,  iri-.î",  Ralti- 
more,  190(1. 

M"''  ^  irginia   Ivagsdale  apjiorlc  nue  iiiléres-ante  coninbulion  à 
léludc  (In  nombre  des  branches  réelles,  dos  dispositions  diverses 
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que  peuvent  présenter  ces  branches  pour  une  courbe  plane  algé- 
brique de  degré  donné,  en  particulier  de  la  façon  dont  les  ovales 
qui  figurent  dans  une  telle  courbe  sont,  ou  non,  incluses  les  unes 
dans  les  autres,  spécialement  dans  le  cas  où  le  nombre  maximum 
de  branches  réelles  est  atleinl. 

Les  principales  recherches  sur  ce  sujet  sont  dues  à  von  Staudt  ('), 
à  M.  Zeuthen(2),  àHarnack(3),  àM.  Hilbert(^),  àM.  Hulburt(5). 
Le  procédé  de  recherches  de  Harnack  et  de  M.  Hilbert  consiste  à 
étudier  la  déformation  continue  d'une  courbe  en  partant  d'une 
courbe  décomposée,  l'une  des  courbes  composantes  étant  une 
droite  ou  une  conique.  C'est  aussi  cette  méthode  qu'applique 
M"*^  Ragsdale,  de  manière  à  avoir  des  renseignements  précis  sur 
les  différents  types  de  courbes  qui  dérivent  de  cette  méthode. 

J.  T. 


ROUSE  BALL  (  VV.-W.).  —  Histoire  des  Mathématiques.  Édition  française 
revue  et  augmentée,  traduite  sur  la  troisième  édition  anglaise  parL.Freund. 
Tome  II,  avec  des  additions  de  /?.  de  Monfessus.  Les  Mathématiques 
MODERNES  DEPUIS  Newton  jusqu'a  NOS  JOURS.  Note  Complémentaire  de 
M.  G.  Darboux.  i  volume  in-8°,  271  pages.  Paris,  Hermann,  1907. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  dire,  à  l'occasion  du  premier 
Volume  de  cette  Histoire  des  Mathématiques ,  que  la  lecture  en 
était  très  attachante.  Le  second  \  oUime  s'ouvre  par  un  fort  beau 
Chapitre  sur  Newton;  personne  ne  reprochera  à  l'auteur  la  prédi- 
lection avec  laquelle  il  s'est  attaché  à  ce  grand  génie.  S'il  prend 
quelque  peu  parti  pour  lui,  dans  la  fameuse  querelle  avec  Leibnitz, 
il  déclare  que  c'est  là  sa  façon  de  sentir,  mais  que  la  question  reste 
ouverte.  Il  est  excessif  de  vouloir,  au  nom  de  l'objectivité,  empêcher 
un  historien  de  nous  dire  son  sentiment,  du  moment  qu'il  ne  le 
confond  pas  avec  une  démonstration,  et  qu'il  expose  les  faits  avec 
impartialité. 


(  '  )  Géométrie  der  Lage. 

(-)  Math.  Ann.,  t.  VII,  187.3. 

(')  Math.  Ann..  l.  \,  187G. 

(*)  Math.  Ann..  t.  XWVIII,  1890. 

(^)  Amer.  Journ.  of  Math.,  t.  .\X,  iSçja 
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Ce  sont  les  noms  propres  qui  forment  les  divisions,  dans  le  Livre 
de  M.  Rouse  Bail.  Ce  mode  de  division  est  irès  naturel  pour  l'anti- 
quité; il  a  aussi  ses  avantages,  même  dans  les  temps  modernes, 
lorsqu'il  s'agit  d'hommes  qui  ont  eu  une  influence  considérable  sur 
le  développement  de  la  Science,  d'un  Newton  par  exemple;  il 
importe  que  leurs  découvertes  soient  rapprochées,  afin  que  leur 
physionomie  et  leur  rôle  scientifiques  apparaissent  mieux. 
M.  Rouse  Bail  se  plaît  d'ailleurs  à  compléter  la  physionomie  scien- 
tifique en  esquissant  le  caractère  et  la  vie.  Sans  doute,  avec  ce  mode 
de  division,  l'évolution  continue  de  la  Science  ne  ressort  pas  bien; 
jM.  Rouse  Bail  pourrait  répondre  que,  dans  l'évolution  même,  ce 
sont  les  mutations  qui  importent.  D'ailleurs,  au  lieu  de  s'astreindre 
complêleraent  à  l'ordre  chronologi(|ue  qui,  lorsqu'il  est  absolu, 
introduit  le  désordre  dans  la  matière,  l'auteur  s'est  attaché  à  rappro- 
cher les  hommes  qui  se  groupent  naturellement,  et  que  l'on  peut 
regarder  comme  appartenant  à  une  même  école.  Peut-être,  dans 
le  système  adopté,  aurait-il  pu  sacrifier  les  noms  de  certains  nia- 
ihématiciens,  auxquels  il  ne  consacre  que  quelques  lignes  ; 
M.  Rouse  Bail  s'excuse  de  ne  pas  être  conqjlet  et  demande  presque 
pardon  aux  gens  qu'il  oublie  :  celui  qui  ouvre  son  Livre  ne  peut 
s'attendre  à  trouver  une  histoire  complète  des  Mathématiques  depuis 
ÎNewton  jusqu'à  nos  jours,  dans  un  Volume  qui  n'a  pas  3oo  pages; 
il  ne  peut  demander  à  l'auteur  que  les  traits  principaux.  Dans  un 
Ouvrage  où  l'on  s'attacherait  surtout  au  développement  des 
théories  scientifiques,  la  place  de  quekpies  noms,  sur  lesquels 
M.  Rouse  Bail  s'aiTête  un  peu,  serait  dans  une  Noie,  à  propos  de 
la  contribution  qu'ont  apportée  ceux  qui  portaient  ces  noms. 

M.  de  Montessus  a  enrichi  le  Livre  de  M.  Rouse  Bail  de  quelques 
additions,  fort  intéressantes  en  général,  et  ((ui  étaient  quelquefois 
nécessaires;  je  signalerai,  parmi  celles-là,  les  quehpies  pages  qui 
concernent  Cauchy.  Ces  additions  font  corps  avec  le  texte  de 
l'historien  anglais  ;  elles  onlsimplement  été  mises  entre  astérisques; 
c'est  le  procédé  qu'a  adopté  ÎNL  iMolk  pour  l'édition  française  de 
V  Encyclopédie. 

Enfin,  INL  llermaun  a  eu  l'excellente  idée  de  re|)roduire  la  belle 
étude  sur  le  développement  des  méthodes  géométriques  que 
M.  Darboux  a  lue  au  Congrès  de  Saint-Louis  et  que  les  lecteurs 
du  Bullclin  connaissent  bien.  Après  avoir  relu   cette  étude,  on 


MÉLANGES.  269 

estimera  peut-être  que  M.  de  !Monlessus  aurait  pu  iniiler  la  dis- 
crétion avec  laquelle  M.  Darboux,  qui  s'est  attaché  à  montrer 
l'enchaînement  des  idées,  à  su  pailer  des  mathématiciens  vivants. 

J.  T. 


MELANGES. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE  DES  SURFACES 
DE  RÉVOLUTION  : 

Par  m.  g.  TZITZÉICA. 


Étant  donnée  une  surface  S  et  un  point  fixe  O  dans  l'espace,  je 
me  propose  de  démontrer  que,  si  le  long  des  lignes  asymplotiques 
réelles  ou  imaginaires  de  S,  on  a  la  relation 

(1)  s=±/(r)  +  C, 

S  désignant  l'arc  de  l'asymptotique  compté  à  partir  d'un  point 
quelconque  pris  sur  la  courbe,  /■  la  distance  de  O  au  point  mobile 
sur  l'asjmptotique,  alors  la  surlace  S  est  de  révolution. 

De  la  relation  (i)  on  déduit  que  l'équation  différentielle  des 
lignes  asvmptotiques  est  pour  les  surfaces  en  question 

(2)  ds'-=f'Hr)dr-\ 

Dans  le  cas  où /"'(/)  =  o,  la  réponse  est  immédiate  :  la  surface 
est  une  sphère.  J'ai  énoncé  implicitement  le  cas  où  f''-(^r)  =  i  dans 
une  Note  publiée  dans  ce  même  Bulletin  (2"  série,  t.  XXIII; 
juin  1899);  alors  les  surfaces  sont  des  quadriques  de  révolution 
ayant  un  foyer  en  O. 

J'étudierai  maintenant  le  cas  général.  Prenons  sur  S  des  coor- 
données curvilignes  quelconques  u  et  r,  pour  lesquelles  l'élément 
linéaire  de  la  surface  est  donné  par 

ds-  =  E  du-  -f-  i  F  du  dv  -\-  G  dv^, 
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el  les  lignes  asymptoliqucs  par 

(  3  )  D  du"-  -H  -2  D'  du  dv  -+-  D"  dv''-  =  o. 

On  lire  immédiatement  des  équalions  (2)  et  (3) 

•^     ^     ■^\àu/  •'  du    (M-  •'  '\()\'l 


(4) 


D  D'  D" 


11  s'agit  maintenant  d'étudier  les  surfaces  S  qui  vérifient  ces  re- 
lations (4). 

1.  Je  démontrerai  d'abord  qu'une  telle  surface  S  est  applicable 
sur  une  surface  de  révolulion.  Prenons  sur  S  pour  coordonnées 
curvilignes  ses  lignes  de  courbure.  On  a  alors 


et (4)  donne 

On  peut  prendre 


D'=F  =  o, 


dr  dr  _ 
Ou  dv 


dr 
^="' 


OU 


dx  dx  dv  àz 


...  -^     ax  ôx 

et  les  relations  (4)  se  réduisent  à 

Désignons  maintenant  j)ar  a,  |j,  v  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  la  surface  S.  On  connaît  les  formules  fondamentales  de 
la  théorie  des  surfaces 

d-x  dx         ,  dx 

— -     =  a- h   b—--^\)x, 

du-  du  dv 

,    .  d-x  ,dx,,dx^, 

■  dudv  du  dv 

d^x  „dx        ,„dx       ^„ 

— —    =  a"  —  +  b' -- -h  D  oi, 

^     dv^  du  dv 

et  les  analogues  en  y  et  z,  où  a,  h,  a'.,  />',  ((" .  b"  dépendent  de 
l'élément  linéaire  de  S.  Dans  noire  cas  D'=  o. 
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Gela  étant  rappelé,  dérivons  (5)  par  rapport  à  u,  on  obtient 

V^       d'-x         v^  dx  dx 

^     Ou  Ov    '   ^  du   dv   ~~     ' 

qui  devient,  à  l'aide  de  (j)  et  de  F  ^  o, 

1^ 


dx 
a    7  X-—  =  o. 
ou 


Or,  ^.-^-r  7^o,  parce  que  S  n'est  pas  une  sphère;  donc 


T     dE 

a  =  —r:  -—  =  o. 

•ihj    dv 


On  peut  alors,  à  laide  dun  changement  de  la  variable  w,  prendre 
E  =  I  et  alors  (6)  montre  que 

!p(«)  étant  une  certaine  fonction  de  u. 
En  vertu  de  (5),  on  peut  poser 

(8)  '^oc-^^x-^+y^-+z^-=Vl, 

Uo  étant  une  fonction  de  u  seulement ^  donc 

et  à  l'aide  de  (-). 

"2-^^  ~  ^2-^d7  ^^^^"^  =  UoUJ-f-  U,-^-  I. 

Or,  on  a 

I    dE  v"     '^^ 

a  =  — —  -—  =  o,  7  X —  =  o, 

■iL  du  ^     or 


par  conséquent 

(9)  D^ax  =  UoL;;;4-Uy-  — I. 

De  même,  en  parlant  de  (5),  on  lire 

7  x^-—  -»-  G  =  o, 
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qui,  en  icnanl  complc  de  (-),  devient 


a"  >  X 1-67  X 1-  D"  >  aar  +  G  =  o, 

qui  se  réduit,  à  cause  de 

24  =  >^."i- 


1  dO 
a   = — j 

2  ou 

V*     àx 

à 

(10) 

w' 

ç^            i  dG. 

A  l'aide  de  (9)  et  (10)  on  forme  la  relation 

_D  _  UqU;  -f-  Uq-  —  I 

Or,  nous  avons  démontré  que  G^  est  une  fonction  de  u .  Il  en 

résulte  que  tt  —  est   aussi   une   fonction   seulement  de   u,   c'est- 
^       G  Ou  ' 

à-dire  G  est  le  produit  d'une  fonction  de  u  par  une  fonction  de  r. 

On  peut  alors,  à  l'aide  d'un  changement  de  la  variable  c,  prendre 

G  =  U2, 

U  étant  une  fonction  seulement  de  u.  L'élément  linéaire  de  S  se 
réduit,  par  conséquent,  à  la  forme 

ds-  =  du-  -r-  U-  dv-, 

ce  qui  prouve  que  S  est  applicable  sur  une  sur/ace  de  réiolu- 
lion. 


2,  Je  vais  démontrer  maintenant  que  S  est  une  surface  de  ré- 
volution. 

Remarquons  tout  d'abord  que  la  deuxième  des  égalités  (7)  se 
réduit,  dans  noire  cas,  à 

â-x        , ,  dx 
=  0 


Ou  Ov  f)v 


j_  ç)G  _  U 

^  ~  j.G  Ou.  ~  l)  ' 
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donc 

/      ^  ^^         t\'  ^y   _  TÏV  ^"    -  TIV 

(11)  —  =  U\,,  -—  =U\,,  — -  —  U>3, 

V',,  V',,  V3  étant  les  dérivées  des  fonctions  V,,  V:.,  V3  de  r  seu- 
lement. Comme 

on  a  de  (i  i) 

(12)  \'^^\'^^\'^  =  i. 

De  plus,  à  l'aide  de  (i  i),  la  relation  (5)  devient 

(i3)  ^\x-^\',y-^\'^z  =  o, 

qui  donne  en  dérivant 
ou,  à  l'aide  de  (i  i)  et  (12), 

(i4)  V';^  +  \lj  +  \l5  +  u  =  o. 

En  dérivant  de  nouveau  celle-ci  par  rapport  à  r,  on  a,  en  tenant 
compte  de  (12), 

(i5)  v';^  +  v;>  +  v;'-  =  o. 

Les  équations  (i3),  (i4)  et  (i5)  donnent  ^,  J',  ^  comme  fonc- 
tions de  a  et  v.  Je  suppose  le  système  compatible;  autrement, 
avec  les  fonctions  choisies  V,,  Vo,  V3,  le  problème  ne  serait  pas 
possible,  c'est-à-dire  la  surface  S  n'existerait  pas. 

Supposons  d'abord  le  système  déterminé.  On  a  alors,  pour  x^ 
y^  ^,  des  expressions  de  la  forme 

X  =  UW,,        y  =  UW,,        z  =  UWj, 
où  les  W  sont  des  fonctions  de  r.  Or,  on  a  de  (1 1) 

et  l'on  pourra  |)rcndre 

\V,==V,.         W,=  V,.         W3=V:,. 
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cl  alors 


comme 


on  lire 


x  =  \]\u       r  =  UV2,        ^  =  UV3; 


2(^y=- 


U'  =  i,         V2+V|-i-V 


On  pourra  prendre  U  =z  u  cl  l'on  voil  alors  que  la  surface  S 
dans  ce  cas  esl  un  cône  ayant  le  poinl  O  pour  sommel. 

Supposons  maintenant  le  système  des  équations  (i3),  (i4) 
et  (i5)  indéterminé.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  (jue  si 

d'où,  en  intégrant, 

v^  v;  -  v;  V,  =  a„      \-  v;  -  v;  v^  =  a„      v;  v;  -  v^  v;  =  ^3, 

a,,  7-2,  7.3  étant  des  constantes.  On  tire  de  là 

a,  V,  H-  ao  V'o  -t-  0L3  V3  =  o, 
et  à  l'aide  de  (i  i) 

donc 

(16)  aix -^  OL-iy ->t- a^z  =  Ml., 

Ut  étant  une  fonction  de  u  seulement. 

Les  équations  (8)  et(i6)  montrent  que  l'équalion  cartésienne 
de  S  est  de  la  forme 

Y {x"^ -^ y"^ -\-  z"- ,  (XiX  -¥■  OLif  -^  ajc)  =  o; 

par  conséquent  la  surface  S  est  de  révolution  el  son  axe  passe 
par  le  point  fixe  O. 


MÉLANGES. 

MANUSCRITS  ET  PAPIERS  INÉDITS  DE  GALOIS  ('); 

Par  m.  J.  TANNERY. 

(Suite.  ) 


En  dehors  des  quelques  fragments  que  l'on  trouvera  plus  loin, 
les  écrits  mathématiques  de  Galois  que  Liouville  n'a  pas  publiés 
contiennent  une  cinquantaine  de  feuilles  détachées  (-)  pleines  de 
calculs  qui,  pour  la  plupart,  concernent  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  et  remontent  sans  doute  à  un  moment  où  Galois  étudiait 
les  Mémoires  de  Jacobi  ('),   quatre  pages  sur  les  équations  aux 

(')  ^oir  Bulletin,  t.  X\X,  1907,  p.  226  et  200. 

(-)  Trois  de  ces  feuilles  comportent  du  texte;  une  se  rapporte  à  la  théorie  de 
la  transformation,  une  autre  au  théorème  d'addition  pour  la  fonction  sin  am,  dé- 
duit de  la  formule  fondamentale  de  trigonométrie  sphérique,  la  troisième  au 
théorème  d'addition  pour  la  fonction  U{u,  a). 

{^•)  Les  papiers  que  m'a  remis  M"»  de  Blignières  contiennent  un  brouillon, 
couvert  de  ratures  et  de  corrections,  qui  est  de  la  main  de  Liouville,  et  qui  porte 
en  tête  :  Lettre  d'Alfred  Galois  à  M.  Jacobi,  17  novembre  18^7.  Voici  cette  lettre  : 

Monsieur, 

J'ai  l'honneur  de  vous  envoyer,  en  vous  priant  d'en  agréer  l'hommage,  un 
exemplaire  de  la  première  l'artie  des  OEuvres  mathématiques  de  mon  frère. 

II  y  a  près  d'un  an  qu'elle  a  paru  dans  le  Journal  de  M.  Liouville,  et,  si  je  ne 
vous  l'ai  pas  adressée  plus  tôt,  c'est  que,  sans  cesse,  j'espérais  pouvoir  vous  faire 
remettre  d'un  jour  à  l'autre  l'Ouvrage  complet,  dont  la  publication  s'est  trouvée 
retardée  par  diverses  circonstances.  Au  reste,  celte  première  Partie  renferme  ce 
que  mon  pauvre  Évariste  a  laissé  de  plus  important  et  nous  n'avons  guère  à  y 
ajouter  que  quelques  fragments  arrachés  au  désordre  de  ses  papiers.  Ainsi  on  n'a 
rien  retrouvé  concernant  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes  ;  on 
voit  seulement  qu'il  s'était  livré  la  plume  à  la  main  à  une  étude  approfondie  de 
vos  Ouvrages.  Quant  à  la  théorie  des  équations,  >L  Liouville  et  d'autres  géo- 
mètres que  j'ai  consultés  affirment  que  son  Mémoire,  si  durement  repoussé  par 
M.  Poisson,  contient  les  bases  d'une  doctrine  très  féconde  et  une  première  appli^ 
cation  importante  de  cette  doctrine.  «  Ce  travail,  me  disent-ils,  assure  pour  tou- 
jours une  place  à  votre  frère  dans  l'histoire  des  .Mathématit|ucs.  »  Malheureu- 
sement étranger  à  ces  matières,  j'écoule  avec  plaisir  de  telles  paroles  :  si  votre- 
précieux  suffrage,  qu'Évariste  aurait  ambitionné  par-dessus  tout,  venait  les  con- 
firmer, ce  serait  pour  ma  mère  et  pour  moi  une  bien  grande  consolation  ;  il; 
deviendrait  pour  notre  Évariste  un  gage  d'immortalité,  et  je  croirais  que  mon. 
frère  n'est  pas  entre  tout  entier  dans  la  tombe.  Etc.,  etc. 
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dérivées  partielles  an  premier  ordre,  cpiclrpies  calculs,  avec  iiii 
commencement  de  rédaclion,  sur  les  intégrales  eiilériennes  (' ), 
])iiil  lignes,  dont  })lnsienrs  inols  sont  déchirés,  ([ui  paraissent  se 
rap|)orlcr  au  groupe  allerné  et  n'avoir  pas  grand  intérêt,  un 
caliier  dont  la  plupart  des  pages  sont  blanches  et  dont  je  dirai  tout 
à  rheure  deux  mots,  enfin  une  vingtaine  de  lignes  sur  le  théoième 
d'Abel. 

Ces  vingt  lignes  peuvent  èlre  regaidées  comme  un  résumé  d(;  la 

(  '  )  En  posant 

[m,  n]  =  I     (i  —  J7)"'~' J7"-'rfj7, 

Galois  part  de  la  relation 

\ ni  +  1,  n]  =  \ m.  n]; 

m  -t-  Il 

il  en  déduit,  en  désignant  par/^  un  nombre  entier  positif  quelconque, 

r  1  I  Z''  "'  ]  r  n 

[m,  n\  =  —^ '—  [m  +y>,  n], 

^  [jj,  m  +  /?] 

puis 

[p,  m]  X  [p.  n] 

\  ni,  n\  =  lim  ^^ ^-^ — 

-'/,=  «>       [p,ni-^n\ 

en  remplaçant  (p,  n]  par  —   /      (  i )      x"-^dx,  et  en  passant  à  la  limite,  il 

P"Jo     \        PI 
obtient 

Y  m  Yn 


r(«i  H-  n  ) 
Il  établit  ensuite  la  relation 


dx  =  9  (  /j  )  —  '■?(!)> 


,    ,      rflogr(/0 


dn 
en  partant  de  ce  que  l'on  a,  pour  m  =  i 


/     log  {\—  x)  x"-^dx 

d  loi;  [m,  n]        ^^o        "  /"'  1       /  \        „  1  7 

. —t '  =  =    /      10'^  {1  — x)nx"-'dx, 

dm  r- 1  / 

/     x'-'dx  ^« 


d'où,  en  intégrant  le  dernier  membre  par  parties, 

,  1  _„ 


/    x"—i    , 
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célèbre  «  Démonstralion  d'une  propriété  générale  d'une  certaine 
classe  de  fonctions  transcendantes  »  ('),  qui  est  datée  de  1829; 
elles  occupent  les  deux  tiers  de  la  première  page  d'une  feuille 
double  de  même  format  (3o  X  i5)  que  la  lettre  à  Chevalier.  On 
lit  en  haut  de  la  page  : 

Théorie  des  fonctions  de  la  forme  /  S.dx,  X  étant  une  fonction  algé- 
brique de  X. 

Les  mots  ((  fonctions  de  la...  »,  jusqu'à  la  fin,  sont  biffés  et 
Galois  a  écrit  au-dessus 

intégrales  dont  les  difTérentielles  est  algébrique. 

Le  premier  titre  est  presque  identique  à  ceux  qui  ont  été  signalés 
précédemment  (t.  XXX,,  p.  9.42  et  p.  24");  dont  l'un  porte  la 
mention  «  septembre  i83i  ».  L'énoncé  du  théorème  d'Abel  (qui 
n'est  pas  nommé)  est  précédé  des  mots  «  Lemme  fondamental  ». 
Après  la  démonstration  on  lit 

Remarque.  Dans  le  cas  où 

Le  reste  de  la  page,  les  deux  pages  qui  suivent  sont  en  blanc  (-). 
Ces  quelques  lignes  sont-elles  tout  ce  qui  reste  du  U'oisièine  Mé- 
moire qui  concerne  les  intégrales,  que  Galois  résume  dans  la 
lettre  à  Chevalier?  Ce  troisième  Mémoire  a-t-il  été  rédigé?  Je 
rappelle  quelques  termes  de  la  lettre 

On  pourra  faire  avec  tout  cela  trois  Mémoires. 
Le  premier  est  écrit,  et...  je  le  maintiens... 
.  . .  tout  ce  que  j'ai  écrit  là  est  depuis  bientôt  un  an  dans  ma  tète. 

Le  premier  est  écrit  semble  indiquer  que  les  autres  ne  sont  pas 

(')  Œuvres  d'Abel,  édition  Syiow,  t.  I,  p.  5i5. 

(-)  La  feuille  a  été  pliée;  sur  la  moitié  de  la  quatrième  page,  ou  trouve  quelques 
calculs  relatifs  à  linlé^rale 


/ 


dx 


où  Gulois  fiiil  la  substitution 

V- 

X  -h  —  =  "ÎZ. 


278  PREMIÈRE  PARTIE. 

rédi<,^és.  On  pourra  faire  avec  tout  cela  trois  Mémoires;  porte  à 
penser  que  Galois  laissait  des  notes,  dont  on  ne  peut  plus  espérer 
aujourd'hui  qu'elles  soient  retrouvées.  Une  seule  chose  est  cer- 
taine, c'est  que,  la  veille  de  sa  mort,  il  avait  tout  cela  dans  sa 
tête. 

Le  cahier  est  du  format  20Xi5;  on  lit  sur  la  couverture  : 
Notes  de  mathématiques,  quatorze  paf^es,  seulement,  sont  utili- 
sées. On  trouve  dans  ce  cahier  et,  parfois,  sur  la  même  page, 
deux  sortes  d'écriture  :  pour  Tune,  il  n'y  a  pas  de  doute,  c'est 
bien  celle  de  Galois,  avec  son  allure  habituelle.  L'autre,  beaucoup 
moins  lisible,  est  droite.  Je  me  suis  demandé  si  Galois  ne  s'était 
pas  amusé  à  déformer  son  écriture-,  mais  M.  Paul  Dupuy,  après  un 
examen  attentif  des  deux  écritures,  a  constaté  qu'elles  révélaient 
des  habitudes  très  différentes  :  elles  ne  sont  pas  de  la  même  per- 
sonne. 

Au  reste,  ce  cahier,  par  son  contenu,  n'offre  qu'un  intérêt  mé- 
diocre. Les  pages  qui  sont  de  Galois  contiennent  quelques  remarques 
sur  les  asvmptotes  des  courbes  algébriques  et  un  court  essai  sur 
les  principes  de  l'Analyse,  dont  je  citerai  quelques  lignes;  elles 
caractérisent  un  état  d'esprit  qui  résultait  sans  doute  de  l'ensei- 
gnement que  Galois  avait  reçu;  on  n'oubliera  pas  qu'il  n'était  sans 
doute  alors  qu'un  écolier,  un  écolier  qui,  peut-être,  avait  appro- 
fondi déjà  des  problèmes  singulièrement  difficiles. 

Après  avoir  expliqué  comment  il  juge  la  méthode  de  Lagrange, 
où  le  développement  de  Taylor  tient  le  rôle  essentiel,  préférable  à 
la  méthode  qui  consiste  à  partir  de  la  notion  de  dérivée  considérée 
comme  la  limite  de  l'expression 

f(X)-f(x) 
X-x       ' 

limite  qui  ne  peut  être  constamment  nulle  ou  infinie,  et  comment 
le  raisonnement  de  Lagrange  ne  lient  pas  debout,  il  propose  de 
lui  substituer  le  suivant  : 

Considérons  d'abord  une  fonction  (p(c)  qui  dovionne  nulle  pour  la  va- 
leur o  de  la  variable.  Je  dis  que  l'on   pourra  toujours  délenniner  un  seul 

nouibre  positif  et  fnii  n  de  manière  que  '  ^^-  ne  soil  ni  nulle  ni  infinie,  à 
moins  que  - — —  ne  soit  nui  (piaud  z  ^=  o  pour  toute  \aleur  linie  de  n. 
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Car  si  - — ^  n'est    pas   nul    quanti  ^  =  o  pour   toute    valeur    finie   de  «, 

o ( z)             .                                                    o ( z) 
soit  /«  une  valeur  telle  que  ^— —  ne   soit  pas  nul  quand  ;;  =:  o.  Si ac- 

CTuierl  alors  une  valeur  finie,  la  proposition  est  démontrée.  Si  non  - — ^  étant 

z'"- 

infini  et  ç  (;;)  nul  pour  ^  =  o,  en  faisant  croître  n  depuis  11  =  o  jusqu'à  n  =  m, 

o  (  z  } 
les  valeurs  de pour  z  =  n  devront  être  infinies  à  partir  d'une  certaine 

z" 

limite.  Soit  p  cette  limite.  - — ^  ne  sera  pas  infini  pour  ;;  =  o  mais  - — —  le 

zi'  zi'~*~V- 

sera,  quelque  petite  que  soit  la  quantité  a.  Donc  - — —  ne  saurait  être  nui 
pour  ^  =  o.  La  proposition  est  donc  démontrée. 

De  celle  proposilion  ainsi  ((démontrée»,  Galois  conclut  qu'une 
fonclion  'f  (^),  qui  ne  devient  pas  infinie  |)our  ^  =  0,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

o{z):=  A.-Jr  B^«-h  G  :;'«  +  ...+  P  :;/'  -h  z'^-Wiz), 

où  les  exposants  positifs  n,  m,  ...,/>,  k  vonl  en  croissant,  l'expo- 
sant k  étant  aussi  grand  qu'on  veut  et  la  ("onction  *ï^  (z)  n'étant  ni 
nulle  ni  infinie  poui^  :^  ^  o. 

De  la  formule  du  liinome  il  déduit  ensuite  le  développement  de 
Taylor. 

(^uant  aux  fragments  qui  suivent,  j'ai  cru  devoir  les  reproduire 
tels  quels,  avec  une  exactitude  minutieuse,  en  conservant  l'ortho- 
graphe, la  ponctuation  ou  l'absence  de  poncluation,  sans  les  quel- 
ques corrections  qui  se  présentent  naturellement  à  l'esprit.  Cette 
minutie  m'était  imposée  pour  les  fpiel(|ues  passages  où  la  pensée 
de  Galois  n'était  pas  claire  pour  moi;  sur  celte  pensée,  les  frag- 
ments informes  que  je  publie  jetteront  |>eut-étrc  (pielquc  lueur. 
Je  me  suis  eflorcé  de  donner  au  lecteur  une  photographie  sans 
retouche. 


28o  1MII-:I\1IÈUIÎ   PARTIR. 

H 

[Première  feuille]  ('). 

Permulalions.  Nombres  de  lettres  m. 

Substitiilions.  Notation. 

Période.  Substitutions  inverses.  Substitutions  semblables.  Sub- 
stitutions circulaires.  Ordre.  Autres  substitutions. 

Groupes.  Groupes  semblables.  Notation. 

Tbéorème  I.  Les  Permutations  communes  à  deux  groupes 
forment  un  groupe. 

Théorème  II.  Si  un  groupe  est  contenu  dans  un  autre,  celui-ci 
sera  la  somme  d'un  certain  nombre  de  groupes  semblables  au 
premier,  qui  en  sera  dit  un  dUnseiir. 

Théorème  III.  Si  le  nombre  des  permutations  dun  groupe  est 
divisible  pary>  [p  étant  premier),  ce  groupe  contiendra  une  sub- 
stitution dont  la  période  sera  de  p  termes. 

Réduction  des  groupes,  dépendants  ou  indépendants.  Groupes 
irréductibles. 

Des   groupes  irréductibles  en  général. 

Théorème.  Parmi  les  permutations  d  un  groupe,  il  y  en  a  tou- 
jours une  où  une  lettre  donnée  occupe  une  place  donnée,  et,  si  l'on 
ne  considère  dans  un  groupe  irréductible  que  les  permutations  où 
une  même  lettre  occupe  une  même  place  et  qu'on  fasse  abstrac- 
tion de  cette  lettre,  les  permutations  qu'on  obtiendra  ainsi  for- 
meront un  groupe.  Soit  n  le  nombre  des  permutations  de  ce  der- 
nier nin  (-). 

Nouvelle  démonstration  du  théorème  relatif  aux  groupes 
alternes. 

Théorème.  Si  un  groupe  contient  une  substitution  complète  de 
l'ordre  m  et  une  de  Tordre  i)i  —  i,  il  sera  irréductible. 


(')  Ce  fragment  occupe  deux  feuilles,  écrites  sur  les  deux  faces,  du  format 
23  X  i8. 

(-)  Celle  plirasc  ellipliciuc  a  clé  ajoiUcc  dans  une  lin  de  iiyue  cl  dans  i'intcr- 
lii,'iie  au-dessous. 
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Discussion  des  groupes  irrt'dticlihles,  Gro(ij)es.  primitif  ci  non 
priniilK".  [*ropriété  des  racines  (M. 

On  penl  supposer  cpie  le  yroii|)e  ne  conlienuc  (jue  des  snhsli- 
Inlions  paires. 

Il  y  aura  toujours  un  syslruic  conjugué  com|)lcl  de  ni  permu- 
tations quand  //?  =  \n   et   \n-\-\,   un  système   conjugué  com[)let 

.m  .  .  , 

tic  —  pcrmuLalions  quand  ni  =  /j  n  -\-  'i. 

Doue    f  =^  nt  —  2    dans     le    premier    cas,     f=- dans    le 

second  (-). 


[  [)rii\ièrne  feuille.  ] 

Applicatiou  à  la  théorie  des  fonctions  et  des  ('■(piatioii'^  algé- 
Ijriques.  Fonctions  send)lal)les.  Combien  il  peut  v  avoir  de  fonc- 
tions semblables  entre  elles.  M'Caucby.  Grou|)es  a|)parlenant  aux. 
fonctions.  Théorème  plus  général,  quand  m  >>  i.  (Quelles  sont  les 
ionclions  qui  n'ont  que  ni  valeurs,  ou  (pu  ne  contenant  que  des 
substitutions  paires,  n'ont  que  uni  valeurs. 

Théorème.  Si  une  fonction  de  /n  indéterminées  est  donnée  par 
nne  équation  de  degré  inférieur  à  m  dont  tous  les  coéf(ieieuls 
soient  des  fonctions  svinmetrirpies  permanenles  ou  alternées  de 
ces  indéterminées,  cette  fonclioii  sera  elle  même  s\mmctri(pic, 
tpiand  /?i  >>  4- 

Théorème.  Si  une  l'onction  de  ni  indélerminées  est  donnée  par 
une  équation  de  degré  m  dont  tous  les  coefficients,  etc.;  cette 
l'onction  sera  symmetricpic  permanente  ou  alternée  par  rapport  à 
toutes  les   lettres  ou  du  moins  par   rapport  à  /»  —  i  d'entre  elles. 

Théorème.  Aucune  ('(piation  algebri(|ue  de  degré  su|)erieur  à  .\ 
ne  saurait  se  résoudie  ni  s'abaisser. 

Du  cas  ou  une  fonction  des  racines  de  léqualion  dont  le  groupe 
est  G  est  connu  [e]. 

Théorème.  Soil  \{  le  groupe  d'une  fonclion  cp  des  racines,  G  est 

(')  La  picmiéic  pa^c  (iiiil  ici;  les  six  lignes  qui  suivcnl  sont  au  vcr.'^o. 
{■)  Un  peu  plus  bas,  on  lit  :  Discussion  des  groupes  iiiéduclibles;  le  texte  de 
la  page  est  couvert  de  caleuls,  écrits  en  renversant  la  page  de  haut  en  bas. 
Bail,  des  Sciences  inalhein.,  i'  scnc,   t.  XWI.  (Nnvcuibrc  i'j<'7.)  21 
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un  diviseur  (le  II.  'z  ne  (l('p(,'n(lr;i  [pins  qne  (rnnc]  (')  éqnalion  du 

On  penl  raniener  à  ce  cas  colni  où  on  snpj)()serail  j)lusiciirs 
fonctions  connues. 

Premier  cas.  Quand  le  groupe  appartenant  à  la  fonction  connue 
est  réductible.  Cas  où  unit  seule  permutation  lui  appartient. 

1''  cas.  Quand  le  i,M'0U|)e  appartenant  à  la  lonction  est  irréduc- 
tible non  primitif. 

3*^  cas.  Quand  le  grou|ie  appartenant  à  la  fonction  est  primitif 
m  étant  premier  (-). 

4'' cas.  Quanil  le  groupe  appartenant  à  la  fonction  est  |)rimilif 
et  que  ni  ^=  p- . 

5"  cas.  Quand  le  groupe  e>t  primitif  m  —  i  étant  premier  ou  le 
carré  d'un  nombre  premier  (•'). 


Note  sur  les  équations  numériques. 

(jC    qu'on     entend    [)ar    1  ensemble    des     permutations     d  une 
écpiation. 

(')  Les  mots  mis  ici  cnlre  crocliets  sont  l)ariés;  au  reste  tout  ce  passage,  à 
partir  de  «  L)u  cas  ou  »  jusqu'à  «  plusieurs  fonctions  connues  »  est  couvert  île 
ratures  et  de  surcliarges;  on  lit,  par  exemple,  sous  une  rature  :  «  Si  D  est  le 
commun  diviseur  à  ce  groupe  et  à  celui  de  la  fonction  supposée  »;  tout  ce  pas- 
sage est  un  renvoi  placé  au  bas  de  la  p.ige^  de  façon  à  être  substitué  à  trois 
lignes  qui  sont  barrées,  et  dont  voici  le  texte  : 

Du  cas  où  une  fonction  des  racines  est  censée  connue. 

Itemarque.  On  peut  réduire  à  ce  cas  celui  où  on  supposerait  plusieurs  connues. 

(-)  Au-dessous  en  interligne  : 

Jusqu'ici  ou  avait  cru 

(')  Les  deux  fragments  qui  suivent  sont  sur  l'autre  face  de  la  feuille;  ils  sont 
séparés  par  un  blanc  laissé  au  milieu  de  la  page;  au-dessus  de  ravant-dcrnicre 
ligne  du  premier  passage  et  dans  le  blanc,  on  trouve  les  mots  suivants  dont  le 
premier  est  couvert  d'une  rature  et  dont  les  autres  sont  bàtonnés;  la  lecture  du 
mot  Présenté  est  douteuse. 

Mémoire 

sur  la  théorie  des  fonctions  et  sur  relie 

des  équations  littérales. 

Présenté  à  l'Insiitut  par 
L.  Galois. 
Octobre  liSjf). 
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Du  cas  où  cet  ensemble  constilue  un  groupe. 

Il  n'y  a  qu'une  circonstance  où  nous  avons  reconnu  que  cela 
doit  nécessairement  avoir  lieu,  (^est  celui  où  (oiites  les  racines 
sont  des  ionclions  ralionnelles  d'une  quelconque  d'entre  elles. 
Démonstration. 

C'est  improprement,  elc.  Du  reste,  loul  ce  (pie  nous  av()ns  dit 
est  applicable  à  ce  changement  |)rès.  i".  théorème.  Si  une  équa- 
tion jouit  de  la  propriété  énoncée,  toute  fonction  des  racines  inva- 
rial)le  jnir  les  m  —  i  substitutions  conjuguées  sera  connue,  et  réci- 
proquement. 2"Tl)éorème  découlant  de  la  réciproque  |)récédente  (')• 
Toute  équation  dont  les  racines  seront  des  (onctions  ralionnelles 
de  la  première;  jouira  de  la  même  |)ropriété.  3"  Corollaire.  Si  <^est 
nne  racine  imaginaire  d'une  pareille  écpialion  et  que  /«en  soit  la 
conjuguée,  fx  sera  en  gênerai  la  conjuguée  dune  racine  ipiel- 
conque  imaginaire,  x. 


On  peut  passer  aisément  de  ce  cas  à  celui  où  une  racine  étant 
connue,  quelques  unes  en  dé|)endent  par  des  fonctions  ration- 
nelles. Car  soient 

Ces  racines,  si  l'on  prend,  etc. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  même  méthode  de  décomposition  s'ap- 
jilique  au  cas  où  dans  l'ensemble  des  permulalions  d'une  équa- 
tion, Il  mêmes  lettres  occupent  toujours  //  mêmes  places  (^ah- 
slraction  faite  de  l'ordre)  quand  une  seule  de  ces  lettres  occupe 
une  de  ces  places,  et  il  n'est  pas  nécessaire  pour  cela  que  len- 
semble  de  ces  permutations  constitue  un  groupe. 


(')  Mois  placés  en  iiilcrligiic  cl  prcsiiuc  illisiljlcs;  un  [juiuiail  aussi   bicu  lire 
remarque  que  réciproque. 
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On  appelé  groupe  un  système  de  permulallons  Ici  que  etc.  Nous 
représenterons  cet  ensemble  par  G. 

GS  est  le  groupe  engendré  lorsqu'on  opère  sur  tout  le  groupe  G 
la  substitution  S.  Il  sera  dit  semblable; 

Un  groupe  peut  être  fort  dilTerent  d'un  autre  et  avoir  les  mêmes 
substitutions.  Ce  groupe  en  général  ne  sera  pas  GS. 

Groupe  réductible  est  un  groupe  dans  les  permutations  duquel 
n  lettres  ne  sortent  pas  de  /i  places  fixes.  Tel  est  le  groupe 

abcde         abdec         abecd 
bacde         badec         baccd 

Un  groupe  irréductible,  etc. 

Un  groupe  irréductible  est  tel  qu'une  lettre  donnée  occupe  une 
place  donnée.  Car,  supposons  qu'une  place  ne  puisse  appartenir 
c(u'à  n  lettres.  Alors  toute  place  occupée  par  l'une  de  ces  lettres 
jouira  de  la  même  propriété.  Donc  etc. 

Groupe  irréductible  non-primitif  est  celui  où  Ton  a  ii  places  et 
n  lettres  telles  que  une  des  lettres  ne  puisse  occu|)er  une  de  ces 
places,  sans  que  les  n  lettres  n'occupent  les  n  ])laces. 

On  voit  que  les  lettres  se  partageront  en  classes  de  n  lettres 
telles  que  les  n  places  en  question  ne  puissent  être  occupées  à  la 
fois  que  par  l'une  de  ces  places  [classes]  (-). 


(')  Une  feuille  du  formai  20  X  17,  ccrile  sur  les  deux  fares. 

(-)  En  renversant  la  page,  on  trouve  quelques  lignes  relatives  à  la  décompo- 
sition d'un  groupe,  que  l'absence  de  contexte  rend  inintellii;ihles,  puis  le  com- 
mencement d'une  question,  qu'on  rcUouve  en  ciilicr  sur  un  petit  fragment  de 
papier,  comme  il  suit  : 

Etant  donnée  une  substitution  S  et  lieux  pcnnul.itions  A  et  A'  on  demande 
une  substitution  S'  telle  que  la  lettre  située  au  /,'*■"•  rang  dans  A  prennant 
le  cp/ii*""  rang  dans  AS,  la  lettre  située  au  k""'"  rang  dans  A'  prenne  le  ^A''""» 
dans  A' S'. 

Supposons  le  prnblcmc  résolu.   Soit   V'~  AT.  un  aura  éviilcriimenl 

AS'=  A  Si' 
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d'où 

TS'  =  ST 
g,  _  T-igT 

Sur  l'autre  face  du  même  fragment,  on  lit  : 

Si  l'on  représente  les  n  lettres  par  n  indices 

1.2.3 n 

toute  permutation  pourra  être  représentée 

»  1      3  2     'J  3      ...»  /t 

9  étant  une  fonction  convenablement  choisie  la  substitution  par  laquelle  on 
passe  de  la  première  perm.  à  l'autre  sera  (A",  çA),  fc  désignant  un  indice  quel- 
conque. 

Au  lieu  de  représenter  les  lettres  par  des  nombres  on  pourrait  représenter  les 
places  par  des  nombres. 
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équalions  (').  Nous  nous  contenterons  donc  d'avoir  exposé  les 
définitions  indispensables  pour  rintelli^^ence  de  la  suite  et  nous 
allons  montrer  la  liaison  qui  existe  entre  les  deux  théories. 


^  "1.  Comment  la  théorie  des  Inéquations  dépend  de  celle 
des  Permutations. 

6.  Considérons  une  équation  à  coefficients  quelconques  et 
regardons  comme  rationnelle  toute  quantité  qui  s'exprime  rahon- 
nellement  au  moyen  des  coëfficienls  de  l'équation,  el  même  au 
moyen  d'un  certain  nombre  d'autres  quantités  irrationnelles  ad- 
jointes fpie  l'on  peut  supposer  connues  à  priori. 

Lorsqu'une  fonction  des  racines  ne  change  pas  de  valeur  numé- 
ritpies  par  une  certaine  substitution  opérée  entre  les  racines,  elle 
est  dite  invariable  par  cette  substitution.  On  voit  qu'une  fonction 
jicut  très  bien  être  invariable  par  telle  ou  telle  substitution  entre 
les  l'acines,  sans  que  sa  forme  l'indique.  Ainsi,  si  F(x)  =  o  est 
l'équation  proj)Osée,  la  fonction  o[F(a),  F(^),  F(c),  .  .  .], 
(c5  étant  une  fonction  quelconque,  et  «,  b,  c  ..  les  racines)  sera 
une  fonction  de  ces  racines  invariable  par  toute  substitution  entre 
les  racines,  sans  que  sa  forme  i'indicjue  gén(''ralemenl. 

Or  c'est  une  Question  dont  il  ne  paraît  pas  (pion  ait  encore  la 
solution,    de   savoir   si,    étant  donnée    une  fonction    de   ))lusieurs 

(')  Ce  Iriigmeiil  compc^rlc  trois  feuilles  du  f'ii-ni;it  .îo  x  i5,  du  iiiènie  papier 
que  te  fragment  M;  la  Iroisiènic  feuille,  dont  il  est  question  dans  une  note  ulté- 
rieure, est  intacte;  les  deux  autres  sont  décliirécs,  à  droite,  de  tiaut  en  bas;  il 
manque  (]uelques  lettres  et,  parfois,  des  mots  entiers;  d'où  les  crorliets  que  l'on 
trouvera  dans  le  texte  imprimé.  I^a  décliirnre  a  pu  se  faire  en  détaciianl  les  trois 
feuilles  d'un  cahier  pareil  à  celui  qui  purle  le  titre  <<  Notes  de  mathématiques  » 
et  dont  j'ai  parlé  plus  haut. 

Cet  essai  est  sans  doute  antérieur  à  la  rédaction  du  Mémoire  sur  les  conditions 
de  résolubilité  des  équations  par  radicaux,  cl  de  la  feuille  relative  à  la  propo- 
sition 1  de  ce  Mémoire,  dunt  j'ai  parlé  précédemment  (  Itullclin .  t.  \\\.  p.  ■jS'J); 
les  deux  rédactions  sont  iiilei-rompues  ;  i)our  l'une  et  l'autre,  la  lin  de  la  page 
re^le  M.inrla'.  l'rsr-iii  n'a  pas  été  ailievé. 
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([iianlilcs  ninnériqucs,  on  peut  Irouver  un  groupe  qui  conlienne 
toutes  les  substitutions  |)ar  lesquelles  cette  fonction  est  invariable, 
et  qui  n'en  contienne  pas  d'antres. 

Il  est  certain  que  cela  a  lieu  pour  des  quantités  littérales,  puis- 
qu'une fonction  de  plusieurs  lettres  invariables  par  deux  substitu- 
tions est  invariable  par  leur  |)roduit.  Mais  rien  n'annonce  que  la 
même  chose  ait  toujours  lieu  quand  aux  lettres  on  substitue  des 
nombres. 

On  ne  peut  donc  point  traiter  toutes  les  équations  comme  les 
érpialions  littérales.  Il  faut  avoir  recours  à  des  considérations  fon- 
dées sur  les   pro|)riétés   particulières   de   chaque   équation   numé- 
ricpie.  C'est  ce  que  je  vais  tacher  de  faire 
Des  cas  particuliers  des  équations  (') 

7  Remarquons  que  tout  ce  t|u'une  équation  numéricpie  peut 
avoir  de  particulier,  doit  provenir  de  certai[nes]  relations  entre 
les  racines.  Ces  relations  seront  ratio[nnelles]  dans  le  sens  que 
nous  l'avons  entendu,  c'est  à  dir[e]  qu'elles  ne  contiendront  d'ir- 
rationnelles que  les  coëfrici[ents]  de  Térpiation  et  les  quantités 
adjointes.  De  plus  [ces]  lelatious  ne  devront  pas  être  invariables 
par  to[ute]  substitution  opérée  sur  les  racines,  sans  quoi  on 
[n'aurait]  rien  de  plus  (|ue  dans  les  équations  littérales. 

Ce  qu'il  importe  donc  de  connaitre,  c'est  par  quelles  suiîslitu- 
tions  peuvent  être  invari[ables]  des  relations  entre  les  racines,  ou 
ce  qui  revient  a[u  même,]  des  fonctions  des  racines  dont  la 
valeur  nnuK-ri  [que]  est  délerminable  rationnellement. 

A  ce  sujet,  nous  allons  démontrer  un  ihéorèine  de  la  dernière 
inqiortance  dans  cette  matière  et  dont  l'énoncé  suit  :  «  Etant 
donnée  une  équation  avec  un  certain  nombre  de  quantités 
adjointes,  il  existe  ton  jouis  un  certain  groupe  de  permutations 
dont  les  substitutions  sont  telles  (-)  que  toute  fonction  des  ra- 

(')  Ces  mois  sont  mis  en  marge. 

(-)  La  page  se  termine  au  mol  «  telles»,  le  reste  se  continue  sur  deux  rciiilies 
distinctes;  l'une  de  ces  deux  feuilles  est  écrite  sur  le  recto  et  le  verso,  c'est  celle 
dont  le  lexle  est  imprimé  ci-dessus  ;  l'autre  feuille  n'est  écrite  que  sur  le  recto, 
jusqu'au  milieu  de  la  page  :  le  verso  contient  quelques  calculs  relatifs  à  la  réso- 
lution algébrique  de  ré(|ualion  du  troisième  degré.  Les  deux  feuilles  contiennent 
le  même  texte  juscju'à  la  lin  de  l'alinéa  «  ...  sont  seules  connues  ».  A  partir  de 
ces  mois,  on  Ml  dans  la  «cconde  feuille  : 

-Mais,   avant   de  dcvclciiipcr  la    dOmonsUation    cumplclc    de    (.clic    proposition, 
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cines  invariable  par  ces  xubsliUitions  est  rationnellement  con- 
nue, et  telle  réciproquement  qu'une  fonction  ne  peut  être 
rationnellement  dêtermi/iable,  à  moins  d'être  invariable  par 
ces  substitutions  (jue  nous  nommerons  substitutions  de  l'équa- 
tion. »  (I3ans  le  cas  des  é(|iialioiis  lillérales,  ce  groupe  n'est  autre 
chose  que  renseinhie  de  loiilcs  les  jierinulalions  des  racines, 
|)uis{|ue  les  fonclious  synimétriques  sont  seules  connues). 

Poui-  j)lus  de  simplicité,  nous  supposerons  dans  la  dénionslra- 
lion  de  notre  théorème,  qu'il  ail  élé  reconnu  pour  toutes  les  équa- 
tions de  degrés  inférieurs;  ce  qu'on  peut  toujours  admettre  puis- 
qu'il est  évident  pour  les  équations  du  second  degré. 

Admettons  donc  la  chose  pour  tous  les  degrés  inférieurs  à  m  ; 
pour  la  démontrer  dans  le  /;?"'""^,  nous  distinguerons  quatre  cas  : 

i*""  Cas.  L'équation  se  décomposant  en  deux  ou  en  un  plus 
grand  nombre  de  facteurs. 

Soit  U  =  o  l'équation,  U  =  VT,  V  et  T  étant  des  fonctions 
dont  les  coefficients  se  déterminent  rationnellement  au  mojen  des 
coefficients  de  la  proposée  et  des  quantités  adjointes. 

Je  vais  faire  voir  que,  dans  l'hjpolhèse,  on  pourra  trouver  un 
groupe  qui  satisfasse  à  la  condition  énoncée. 

Remarquons  ici  que  dans  ces  sortes  de  questions,  comme  il  ne 
s'agit  que  des  substitutions  par  les  quelles  des  fondions  sont 
invariables,  si  un  groupe  satisfait  à  la  condition,  tout  groupe  qui 
aurait  les  mêmes  substitutions  v  satisfera  aussi.  Il  convient  donc 
de  partir  toujours  d'une  permutation  arbitraire,  mais  fixe,  afin  de 
déterminer  les  grouj)es  cpie  l'on  aura  à  consitlércr.  De  celle  ma- 
nière, on  évitera  toute  ambiguïté. 

Cela  posé,  dans  le  cas  actuel,  il  est  clair  que  si  Ton  adjoignait 
à  l'équation  U  =  o,  toutes  les  racines  de  l'éipiation  \  =  o,  l'équa- 
tion tJ  =  o  se  décomposerait  en  facteurs  dont  l'un  serait  T  =  o, 
et  les  autres  seraient  les  facteurs  simples  d(>  \  . 

Soit  H  le  groupe  que  l'on  obtient  en  opéianl  [sur]  une  permu- 
lalion  arbitraire  A  des  racines  de  ré(piali[on]  U  =  o,  loutcs  les 

nous  ferons  voir  <|ii'il  suffit  de  la  donnor  dans  le  cas  où  rO(|ualioii  propost-e  ne  se 
di-conipo.sc  pas  eu  fadeurs  dont  les  couriicieuts  se  déiluiscnt  rationnellenionl  de 
ses  coëlTicieuls  et  dos  (|uantilés  (jui  lui  soûl  adjointes,  plus  lirièviMiiciU.  tians  le 
cas  où  rëqualion  n'a  pas  do  diviseurs  rationnels.  Adniellons  en  cllct  que  la  chose 
ail  clé  dcnionlrce  dans  ce  cas,  cl  supposons  (]u'iino  éi|uation  se  dccouiposc  en  deux 
facteurs  qui  n'aient  cux-inùines  aucun  diviseur  rationnel. 
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siibstiliilioiis  qui  sont  relatives  à  l'éqiialioii  T  =  o  quanti  on  [lui] 
ail  joint  les  racines  de  V  =  o. 

Soit  K.  le  groupe  que  l'obtient  en  opérant  sur  [toutes]  les  suh- 
slilulions  qui  sont  relatives  à  V  =  o  q[uand  on]  ne  lui  adjoint 
que  les  quantités  [adjoin]tes  primitivement  à  la  proposée. 

Combinez  en  tous  sens  toutes  les  substitutions  du  groupe  H 
avec  [celles]  du  groupe  K.  Vous  obtiendrez  un  groupe  réductible 
[que]  je  dis  jouir  de  la  condition  exigée  relativement  [à  la]  ques- 
tion  proposée. 

En  ell'et  toute  fonction  invariable  par  les  subsli[tutions]  du 
groiqje  (^'  ) 


(')  Un  fragment  qui  semble  un  morceau  décliiré  (liauleur,  9''°')  d'une  feuille 
de  papier  du  même  format  contient  le  texte  suivant,  d'un  côté  : 

Soit  G  un  groupe  correspondant  à  l'équation  '^  =  0  et  A,  lî,  C les  permu- 
tations du  groupe  G.  Pour  obtenir  un  pareil  groupe,  il  faut  opérer  sur  une  pcr- 
nuilation  A  toutes  les  substitutions  de  l'équation  à.  Nous  supposons  que  la  per- 
nuilalion  A  contienne  toutes  [les]  racines  de  F(.r)  —  n. 

Prennons  une  fonction  <I>{AX)  invariable  par  les  subsliluLlons  X  relatives  aux 
racines  de  'f , 

et  de  l'autre  cnié  -. 

qui  correspondent  aux  substitutions  indiquées  quand  aux  racines  tie  l'équation  9 
on  substitue  leurs  expressions  en  fonction  de  celles  de  '^.  Je  dis  qu'il  viendra  un 
groupe  de  Permutations  qui  relativement  à  la  proposée  V{x)  =0  satisfera  îi  la 
condition  exigée.  En  efTet,  toute  fonction  des  racines  invariable  par  les  substitu- 
tions de  ce  groupe  pourra  d'abord  s'exprimer  en  fonction  des  seules  racines  de 
l'équation  'li.  Ue  plus,  comme  cette  fonction  transformée  sera  encore  invariable 
par  les  substitutions  de  l'équation  '|  on  voit  que  sa  valeur  numérique 
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Soil  donc  '-^(^H)  une  certaine  fonction  invariable  par  les  snh^li- 
liitions  du  groupe  H  et  non  par  celles  du  j;rou|)e  G.  On  aura 
donc 

9(II)=/(rj 

la  fonction  y*  ne  contenant  dans  son  expression  que  les  rpianlités 
antérieurement  connues. 

IJiiiinions  alyxMjriquemeiit  /•  entre  les  équations 

/•/'=A        /(/•)  =  - 

On  aura  une  érjnation  irié-duclilde  du  y>""'^  de|;ré  en  ;.  (Si  non  :; 
serait  (onction  de  rP  :  ce  qui  est  contre  lliypollièse  ).  Maintenant 
soit  S  une  des  substitutions  du  g^ronpe  G  qui  ne  lui  soient  [)as 
communes  à  H.  On  voit  que  '^(HS)  sera  encore  racine  de  I  é(|ua- 
lion  ci-dessus  en  z,  puisque  les  coefficients  de  celle  é(juatioii  sont 
invariables  par  la  substitution  S. 
On  aura  donc 

o(HS)=/ia/-) 

a  étant  une  des  racines  de  liinilé. 
Ces  deux  étjuations 

cp(  H,  =/(/•)         ç(HS)=/(a/-) 

Donneront  |);ir  1  éliniinalion  \\c  r  une  relalion  eiitrc 

o(II)     çClIS)     rt      a 

indépendante  de  /",  et  la   même  relation   aura   par  coiiséijuenl  lieu 
entre 

ty(H)     et      '^t,  lis-) 

Donc  :  comme 

on  en  déduit 

•fvlIS-^;  ^Jix"-/) 

(')  l'cuillc  dccliircc  (iS  x  17),  dcrilc  sur  lo»  deux  faces. 
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et  ainsi  de  siiilt\  jusf[ii  à 

Ainsi   la  connaissance  de  la   seule  quanlilé   /•,    donne   à   la   fois 
loules  les  fonctions  correspondantes  aux  groupes 

II,     IIS,     \\S\     

la  somme  de  ces  groupes  est  évidemment  G.  puisque  toute 
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Etant  donnée  (')  une  équation  avec  tant  de  quantités  adjointes 
que  l'on  voudra,  on  peut  lonjours  trouver  quelque  fonction  des 
racines  qui  soit  numériquement  invariable  par  toutes  les  substitu- 
tions d'un  groupe  donné  et  ne  le  soit  pas  |)ar  d'autres  substitu- 
tions. 

Si  le  groupe  d'une  équation  se  décompose  en  n  groupes  sem- 
blables H,  HS,  HS  (-),  et  qu'une  fonction  '-s(H)  soit  invariable 
par  toutes  les  substitutions  du  groupe  H  par  aucune  autre  substi- 
tution du  groupe  G,  cette  fonction  est  racine  d'une  équation  irré- 
ductible du  /i"""'"  degré  dont  les  autres  racines  sont  '^(HS),  .... 

(')  Cet  énoncé  est  écrit  sur  un  morceau  de  papier  (lo  x  i8);  l'écriture,  parfois 
malaisée  à  déchilTrer  en  raison  des  ratures  et  des  surcharges,  trahit  une  certaine 
nervosité;  au-dessous,  Galois  a  mis  son  nom,  écrit  à  main  posée,  avec  une  cer- 
taine complaisance. 

(-)  Il  n"est  i;uère  utile  de  dire  qu'il  faut  lire  IIS'-':  ce  passai,'e  est  à  demi  eiïacé. 
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Note  ('). 

On  appelé  équations  non-primillves  les  équations  qui,  élanl, 
])ar  exemple  du  degré  nia  se  décomposent  en  jh  facteurs  du 
degré  n  au  moven  d'une  seule  équation  du  degré  m.  Ce  sont  les 
Equations  de  M''  Gauss.  Les  équations  primitives  sont  celles  qui 
ne  jouissent  pas  d'une  pareille  simplification.  Je  suis,  à  l'égard 
des  Equations  primitives,  parvenu  aux.  résultats  suivants  : 

i"  Pour  qu'une  équation  primitive  de  degré  m  soit  résoluble 
par  radicaux,  il  faut  que  m  =/?"^  p  étant  un  nombre  premier 

2°  Si  l'on  excepte  le  cas  de  m  =  q  et  m  ^=  pP^  l'équation  devra 
être  telle  que  deux  quelconques  de  ses  racines  étant  connues,  les 
autres  s'en  déduisent  rationnellement. 

0"  Dans  le  cas  de  m^pP,  deux  des  racines  étant  connues,  les 
autres  doivent  s'en  déduire  du  moins  par  un  seul  radical  du 
degré  p. 

4"  Enfin  dans  le  cas  de  m  =  9,  l'équation  doit  èlrc  du  genre 
de  celles  qui  déterminent  la  trisection  des  fonctions  Ellip- 
tiques. 

La  démonstration  de  ces  propositions  est  fondée  sur  la  théorie 
des  permutations. 


(')  Une  seule  page  de  formai  20  x  i5.  Ce  friii^inent  et  le  suivant  doivent  être 
rapprochés  de  l'Analyse  d'un  Mémoire  sur  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions, qui  a  été  publiée  dans  le  Bulletin  de  Férussac  {Œuvres,  p.  11),  cl  dont 
les  premières  lignes  sont  identiques  à  celles  du  fragment  .M. 


9.94  IMIKMIÈUE  PAU  II  K. 

N 
(') 

Addition   au   mé.moire  sur  la  iiésolutio:v  des   équatio.xs. 

Lemme  l.  Soit  un  groupe  G  de  mt.n  pcrimilalions,  qui  se  d»'-- 
corapose  en  n  gioiipes  semblid)les  à  H.  Supposons  que  le  groupe  H 
se  décom|)Ose  en  /  groupes  de  ni  perniulalious,  et  scndjiables  à  K. 

Si,  parmi  toutes  les  sid)slitulions  du  groupe  G,  celles  du 
groupe  H  sont  les  seules  (pii  puissent  transformer  l'une  dans  l'autre 
(pieicpies  substitutions  du  groupe  K,  ou  aura  n^\  (niod,  m) 
ou  ta  ^;  t  (uiod.  ni  ). 

J^emme  II.  Si  a  est  \\n  nombre  premier,  et  p  un  entier  quel- 
conf|ue  on  aura 

xV-—\f        ,   P^—f\ 
{x—p){x—p'^){x-p-')...{T—pV--^)~   ^j—^   ("'"^'-    n  —  I    )• 

Ces  deux  lemmes  perniellent  de  voir  dans  quel  cas  un  groupe 
j)riiniti("  de  degré  />''  (où  p  est  premier)  peut  appartenir  à  une 
équation   résoluble  par  radicaux. 

En  elFet,  appelons  G  un  groupe  qui  contient  toutes  les  substi- 
tutions linéaires  j)ossibles  par  les  ~ lettres.  (\  oyez  le  mémoire 

cité.)  Soit,  s'il  est  possible,  L  un  groupe  qui  divise  G  et  (|ui  se 
i)artag^e  lui-même  en  p  grou|)es  semblables  à  K,  R  ne  comprennant 
pas  deux  permutations  où  une  lettre  occupe  la  même  |)lace.  On 
peut  prouver  i"  que  s'il  y  a  dans  le  groupe  G  et  liors  du  groupe  L, 
«pielque  substitution  S  (jui  transforme  lune  dans  l'autre  qiiebpies 
substitutions  du  groupe  K,  cette  substitution  sera  de  /•  termes, 
;•  étant  un  diviseur  de  p  —  i . 

D'après  cela,  comme  le  nombre  de  pcrmiilalioiis  du  groupe  G 
est 

^  ~^  'ip-'  —  p'  ^){p''  —  p'  -) (/'■'  — y- H /'■'—/)» 

P  — ' 

d  après  le  b-mme  I,  on  de\ia  avoir  i^'-) 

(')  Une  feuille  (iS  x  ij'),  ccrilc  des  deux  côtés. 

('-)  licialivciiicni  au  picniicr  mcinluc  de  la  congruencc  qui  suil,  jo  dois  signaler 


MÉLANGES.  9.9  ", 

D'où  L'on  voi(  que  v  doil  cire  un  nouihie  premier  (' ).  (Leiniue  II) 


pr^w  (  motl 


On  eu  déduil  quand  v^2  pr^^'J.,  savoiry^  =  v,  jinisque  />  cl  u. 
sotiL  premiers. 

Ainsi,  le  ihéorème  que  j'avais  énoncé  dans  mon  mémoire  sera 
vrai  dans  loiil  autre  cas  que  dans  celui  où  p  serait  élevé  à  la  puis- 
sance p. 

Toujours  devra-t-on  avoir  /•  =  1 ,  el  L  =  ll.  Ainsi  même  dans 

le />/'"""  degré  le  groupe  de  l'équation  réduile  du  degré  devra 

être  de  ^ p  nermulalions.  l^a  rèiile  est  donc  encore  lorl  simple 

/>       1  '    '  *="  ' 

dans  ce  cas. 

il  laul  comme  on  voit  1"  tpie  v  =  i  ;  2"  que  le  groupe  de  la  rt'-- 

1    •           •      I     /^''"' 
duile  soil  de  p  permulalions 


renoncé  que  voici,  écrit  sur  la  première  page  fi'unc  feuille  double  {-12  xi8)  : 

Le  produit 

iP''  —  p){ P' ~  p')  iP''—  ]>'■) ....(/>■'—  />•'-') 

n'admet   point  de  facteur  premier   >■  ~- »   ()  étant   le  plus  grand   conimuii 

diviseur  entre  v  et  y;  —  i,  à  moins  que  v  =  2. 

Cet  énoncé  est  placé  au  milieu  de  calculs  dont  quelques-uns  concernent  la  tran?- 

formatioQ  des  fonctions  elliptiques.    Sur  les   autres  pages,   d'autres  formules  se 

,    ,, .  du        d'il  ^         ■  ■  ■    ■  .    1       ■     I 

rapportent  a  I  équation  -—  =  — t-t  »  yi'x  fonctions  lrigonoiiietri(]ues,  a  la  resolu- 
dx        dt- 

tion  des  équations  binômes,  à  la  décomposition  des  fonctions  trigonomélii(|ues  eu 

produits  ou  en  fractions  simples,  etc. 

(')  Dans  la  ligne  qui  suit  et,  un  peu  plus  loin,  dans  l'égalité  p  —  v,  la  lettre  v 

a  été  mise  en  surcharge  sur  la  lettre  ;ji;  ensuite,  la  correction  n'a  jias  été  faite. 

Au  reste,  la  lecture  de  ce  fragment  est,  par  endroits,  assez  dillicile. 


29<>  IMIJ-MIK  IU-:    l'AHTIli. 

O 

(') 

Dans  un  niéinoire  sur  la  llirorie  des  J>f|!ialions.  pu  fiiit  voir 
comment  on  |)enl  résoudre  une  équation  algébrique  de  dci;ré  pre- 
mier />?,  dont  les  racines  sont  j',,,  ^i,  x.^^  .  .  .  .,  ^,«1,  (juand  on 
suj)pose  connue  la  valeur  d Une  fonction  des  racines  f|iii  ne  de- 
meure invariable  que  par  les  substitutions  de  la  forme  (.r/;,  jt^a^^). 
Or  il  arrive,  par  un  basard  que  nous  n'axions  pas  prévu,  que  la 
^Nlétbode  proposée  dans  ce  mémoire  s'applique  avec  succès  à  la 
division  d  une  fonction  illipti(pie  de  première  classe  en  un  nombre 
premier  de  parties  égales.  Nous  |)ouirions,  à  la  rigueur,  nous  con- 
lenter  de  donner  cette  division,  et  le  problème  de  la  section  des 
fonctions  de  première  classe  pourrait  être  considéré  comme  résolu. 

Mais,  afin  de  rendre  cette  solution  plus  générale,  nous  nous 
|)roposerons  de  diviser  une  fonction  elliptitpie  de  première  classe 
en  m  parties  égales,  m  étant  = /;"  et />  premier. 

l^otir  cela  nous  élcndons  d  abord  la  mélliode  exposée  dans  le 
mémoire  cité,  au  cas  où  le  degré  de  Téquation  serait  une  puis- 
sance de  nombre  j^remier.  Nous  su|)poserons  toujours  (jue  les 
racines  soient  j:o,  x^^  x.^^  ....  a",„_(,  et  (pie  I  on  connaisse  la  va- 
leur d'une  fonction  de  ces  racines  qui  ne  demeure  iinarialde  que 
])Our  des  substitulions  de  la  forme  (A",  ak  +  h). 

Dans  cette  expression, /i  et  <7 A -(-  h  signifieront  les  restes  minima 
de  ces  quantités  par  rapport  à  ///.  Parmi  les  >ub>liliilit)ns  tic  cotte 
forme,  cpic,  pour  abréger,  nous  appclerons  substitutions  linéaires, 
il  est  clair  (pie  Ton  ne  peut  admettre  (pie  celles  où  a  est  premier 
avec  /;?,  sans  (|uoi  une  même  ak -^  b  remplacerait  à  la  fois  plu- 
sieurs /.". 

Cela  posé,  passons  à  la  résolution  de  la  classe  d'ecpiations  in- 
diqiKM'. 


§   I.   lirsolution  de  l'équation  a/^cbrir/uc  de   de:^ré  />"   en  y  siippo- 
sdiit  connue  la  valeur  d'une  fonction  tfui  n'est  invariable  que  par  des 

substitutions  li  uni  ires. 

\m  congi'iience  /.  =  ak  -{-  h  n'étant  pas  solublo  pour  plus  d  une 
(')  Troi>  feuilles  ( -'n  xiJ;  ccrilc?  sur  lc>  Jeux  laces. 
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seule  valeur,  on  volt  clairement  que  la  lonclion  ([u'on  suppose 
connue  n'est  invariable  par  aucune  substitution  dans  laquelle  deux 
lellres  garderaient  un  niêine  rang. 

Si  donc,  niiitatis  mutandis,  on  applique  à  ce  cas  les  raisonne- 
ments emplovés  dans  le  mémoire  cité,  on  vérifiera  Ténoncé  de  la 
proposition  qui  suit  : 

«  Etant  supposée  connue  la  valeur  de  la  fonction  en  question, 
une  racine  s'exprimera  toujours  au  moyen  de  deux  autres,  cl 
l'égalité  qu'on  obtiendra  ainsi  sera  invariable  j)ar  les  substitutions 
telles  que  (k,  ak  -f-  b).  » 

Soil  donc  jCo  ^=./(^i5 -2^0)?  on  en  déduira  en  général, 


équalion  qui,  appliquée  de  toutes  manières,  donnera  l'expression 
d'une  quelconque  des  racines  de  deux  autres  quelconques,  si  l'on 
a  soin  d'v  substituer  successivement  les  expressions  des  racines 
fpii  entrent  dans  cette  équation. 

Cela  posé,  prennons   une  fonction  svmmélrifjue  <I>  des  racines 
^oi  ^ pi  ^ip-i  x^pf  •••.■!  •J^'(p"—'^{ )p',  il  vient 

<ï>(.ro,  Xj„  x.2,„   )  =  *o 

^(Xi,  X,,+  i,   Xi,,+i,,    ...)  =  *, 


^{Xi,   X,,^n,   X-î, 


4>., 


*(a:/,_,,  :r2,,-,. 


t>„- 


el  supposons  (pien  général  <l)/,^p  =:  (I)/;.  Toute  fonction  tles  quan- 
tités <]>,  qui  sera  invariable  par  les  sidislilulions  linéaires  de  ces 
quantités,  sera  évidemment  une  fonction  in\ariable  parles  substi- 
tutions linéaires  de  x^t  X\^  J"o,  ....,  .r,„_i.  Ainsi  Ton  connaîtra 
à  priori  toute  fonction  des  quantités,  <I\,,  <I>,,  ...,  ^p  1,  inva- 
riable par  les  substitutions  linéaires  de  ces  quantités.  On  pourra 
donc  i"  former  l'équation  dont  ces  (juantilés  sont  racines  (puisque 
toute  fonction  svmmélriquc  est  à  plus  forte  raison  invariable  par 
les  substitutions);  2"  résoudre  celte  écpialion. 

Il  suit  de  là,  qu'on  pourra  toujours,  au  movcn  d  une  équation 
de  degré  p^  algébricpicmenl    soluble,  diviser   It'qualion   proposée 

Hii/l .  t/es  Sciences  /natUeiii .,  :!' siiric,  t.  \\\I.   (  Novoriiln'c  i;)ii7.)  2-'. 


•>.()5<  l'K  i:.M  ii:ui'  i\\  in  ih:. 

on  Gicleurs  dont  1rs  racinos  scroiil  rcspecli\cmcnl 


.Vi       Tp^\       .'"i/M-l       •'':i//^-l' 


(domine  (Itins  (liiujiie  lacMeiir  on  aura  I  expression  d'iine  racine  an 
moyen  de  deii\  autres,  par-  ('•xeniple,  dans  le  |)reniier, 

/(.r,„  .T^}  =  Xi,, 

et  que  celle  expression  sera  invariable  pai-  tonte  subslitntion  li- 
néaire, on  \oit  (|ue  cliaipie  facletu-  pourra  se  Irailer  comme  l'équa- 
tion donnée,  et  rpie  le  prohlèni*^  s'abaissaiil  successivement,  sera 
enlin  résolu . 

On  peut  en  conséquence  regarder  comme  solublesles  équalions 
dans  les  quelles  on  connailrail  la  valeur  d  une  fonction  des  racines 
qui  ne  serait  invariable  que  par  des  subslilulions  linéaires,  quand 
le  degré  de  1  équation  est  une  puissance  dénombre  premier. 

Nous  pouvons  donc  passer  à  la  solution  du  problème  général  de 
la  section  des  transcendantes  de  première  classe,  puisque,  loule 
fraction  étant  la  somme  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont 
des  puissances  de  nombres  premiers,  il  siiKit  d'apprendre  à  diviser 
ces  transcendantes  en//'  parties  égales. 


vj  iL.  Di\'isi()/i  (h's  //■(i/iscriii/n/itrs  de  premii-re  espèce  m  m  =  p"  par- 
tics  é^'ales. 

JNous  déterminerons  cliaque  transcendante  |ku  le  sinus  de  son 
amplitude.  On  pourrait  de  la  même  manière  j>rendre  le  cosinus 
(ui  la  tangente,  et  il  n'y  aurait  rien  à  clianger  à  ce  que  nous  allons 
dire. 

JNous  désignerons  par  (.r.  y)  le  sinus  île  la  transcendante 
somme  d«s  transcendantes  dont  les  sinus  sont  .r  et  i'.  Si  .r  est  le 
>inus  d'une  transcendante,  (.r  )^  (b'-signera  celui  d'une  Iranscen- 
(l.inle  /.   bus  plus  grande. 

Il  est  clair  (pie  (  jr,  — y  )  sera  le  sinus  de  la  ilillerence  des  Irans- 
cendanles  qui  ont  |)our  sinus,  d'après  la  notation  indiquée  pour 
les  sommes. 
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Cela  posé,  nous  commencerons  par  une  remarque  sur  la  nalure 
des  quantités  qui  satisfont  à  l'équation  (^x)'"  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  p  Tune  de  ses  racines,  il  est  clair  que  (pY 
en  sera  nue  autre.  L'on  aura  donc  nue  suite  de  racines  exprimée 

par  ^,  (/>)-,  {p)'\  .  (y^)'"'-  ^6  nombre  des  racines  étant  >  /;?, 

soit  q  une  des  racines  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  celte  suite, 
(rj)^  sera  nue  autre  racine  différente  de  q  et  des  premières.  Car,  si 
l'on  avait  (/?)*  =  ÇqY  on  en  déduirait  q  =  (/->)»,  g'  étant  un  noudjic 
entier. 

Prennant  donc  les  deux  suites  />,  (/?)-,  ...  et  </,  (q)-,  •  .  •  on 
trouvera  pour  la  formule  générale  des  racines  de  l'équation  (x)'"  =  o, 
cette  expression 

((7')^(f/)0 

Cela  posé,  supposons  cpie  l'on  donne  à  r(\soudrc  l'équation 
(^x)'"  =  sin  A,  m  étant  impair  el  toujours  de  hi  foi-me  />".  Si  x  est 
une  des  raciues,  il  est  clair  que  toutes  les  autres  seront 

Posons  donc  en  général 

(x,  (/>)/••.  (cj}')  =  ^7,.,' 

en  faisant  x  =  Xq^,  nous  en  déduirons  généralemcut 
d'où 

Or  il  est  aisé  de  tirer  de  cette  égalité  une  expression  rationnelle 
de  ^2a+6.2r+f/ G"  fonction  de  Xa+b.r+ri  et  de  x/,_,/.  Car  si  cp  est  l'arc 
correspondant  à  l'un  (piclconque  des  mhus  (pu  salisfonl  à  l'iWpia- 
tion  (.a:)'"=sinA  pour  avoir  cos-j;  en  fonclion  de  s\\\'s,,  il  sullit  de 
clirrclicr  le  ])Ims  grand  commun  di\i>ciir  entre  les  t'(piations 
x'--^-y'-=i  et  _/'()■)  =  cos A,  /(jk)  étant  le  cosinus  de  la  trans- 
cendante ni  fois  plus  grande  que  celle  dont  N;  cosinus  est  V-  Ou 
trouverait  de  même  A.2  en  fonction  rationnelle  de  sincp. 
On  pourra  tlonc-,  par  les  formules  connues,  exprimer 

en  fonction  rationnelle  de  Xa+b.r^-/  ('^  de  .'7,  ,/. 


3u()  l'KEAllEKE  PARTIE. 

Ce  principe  posé,  déinoiitrons  la  pro|)osilioii  suivante: 

((  Toute  fonction  rationnelle  de  Xq.o  ^i.o  -^o.t  •  •  •  •  invariable 
par  les  substitutions  de  la  forme  {x/tj,  ^ak+b.ri+d)  ^^st  immédia- 
tement connue.   » 

En  efl'et,  on  pourra  d'abord  rendre  cette  fonction  fonction 
de  :Co.o5  -a^o-M  -^'(.o  seuls,  par  l'élimination  des  autres  racines.  Cette 
fonction  ne  cliangerait  pas  de  valeur  si  à  la  place  de  ^o.o?  -^o-i» 
x,.n  on  mettait  Xq_o,  .To.i,  J"/,./,  /i"  n'étant  pas  nul. 

Or,  comme  toute  racine  de  la  forme  Xo.i  s'exprime  en  fonction 
rationnelle  de  Xo.d  ^^  -^o.m  il  s'ensuit  que  toute  fonction  SAinme- 
trique  des  racines  dans  les  quelles  le  premier  indice  n'est  pas  nul 
sera  connue  en  fonction  rationnelle  et  entière  de  ro.o  et  de  jTo.). 
Donc  la  fonction  que  nous  considérions  tout  à  1  beure  ne  variant 
pas  quand  on  met  pour  Xi.o  l'une  quelconque  des  racines  dont  le 
premier  indice  n'est  pas  nul,  cette  fonction  sera  une  fonction 
de  J7o.o  6t  de  Xo.\  seuls.  On  éliminera  encore  ^o.i  de  celte  fonction 
qui  deviendra  fonction  de  ^o.o  et  enfin  une  quantité  connue. 

Le  principe  est  donc  démontré. 

Cela  posé  soit  F  une  fonction  sjminétri(|ue  de  certaines  racines 
de  l'équation  proposée.  Posons 

F  (jTo.o,  ^u.lî  •"'"o.i;    ■  •  •  )  =  J'y 

F(a^i.«, -T-i.i,  J^i.->,  •••  )  =  r, 

F  (j-o.ii,  Xo.i,  .1-2. 3,    .  .  .  )  =   >'2 

Prennons  une  fonclion  de  j'o  yt  _r j .  •  •  invariable  par  les  substitu- 
tions linéaires  de  ces  quantités.  11  est  clair  que  cette  fonction  sera 
une  fonclion  des  racines  .r  invariable  par  toute  substitution  telle 
que  (')  (x/t.i^ak+b.cA+t/)-  Cette  fonction  sera  donc  connue.  On 
pourra  donc,  par  la  métbode  que  j'ai  indiquée,  trouver  les  va- 
leurs de  r„  T'i  J'-i  ...  et  par  conséquent  décomposer  l'équation 
proposée  en  facteurs  tloiit  l'un  ail  pour  racines  Xq^q  -f'o.i  -J^'o.^  •  •  • 
On  trouverait  de  même  un  facteur  de  la  même  é([uation  dont  les 
racines  seraient  x^.i)  .^'i.o  •-'"a.o  •  •  •  •  On  juiurra  donc  en  cbercbant 
le  plus  grand  coiiiimin  diviseur  de  ces  deux  fadeurs  avoir  Xo.o  qni 
est  l'une  des  solutions  cbercliécs.  Il  (M1  serait  (.le  même  des  autres 
racines. 

(')  il  fuul  lire  sans  douLc 
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Note  l. 
SUR  l'intégration  des  équations  linéaires. 

Soil  l'équation  linéaire  à  coeflicients  variables 

d'\v  d'^-'y  dn-^-y  dy 

dx"^  dx"^-^         ^  dx"—-  dx  -^ 

Pour  l'intégrer  supposons  que  nous  connaissions  n  solutions 

y=«,,       =11-1,       =  H3,       ,       =  Un 

de  celte  équation  privée  de  second  membre.  La  solution  complète 

y  =  di  Kl  -r-  2.2  «2  -+-  as  J<3  4- -+-  a„  U,i 

cpii  convient  à  l'équation  privée  de  second  membre,  salislera 
encore  cpiand  on  supposera  se  second  membre,  si  au  lieu  de 
regarder  a,    ao   y.3    ....    a,,   comme  constantes,   on    les  considère 

I  ,  -,  1        ,  •  •  doL,    t/a,        doL,, 

comme  détermines  par  les  eciuations  suivantes  en  -r—  -t-'"-t- 

'  '  dx    dx         dx 

d'J.\  f/ao  d'j.-i  d'x„ 

dx  dx  dx  dx 

dtii     f/aj         du2     d'x.2         du-^   d'x-n  du,i  <:/x„ 

dx      dx         dx      dx         dx    dx  dx     dx 

(U   <     d''-Ui     dix        d'-u-,  d%2        d- u^  d'x^  d'-Un  d'x„  _ 

1     dx-       dx  dx'  dx         dx-    dx  '  '  dx'-      dx 

I    d"~iui    dxi         d"^u.2  dyio        d"-Uf:t  doL^  d"-'u„  d%„  _ 

</j"«-'  '  lîx  ~   dx"-^    "dx         dx"-^    ~dx       '  '  '        dx''^^    ~dx   ~ 

Il  importe  d'abord  de  reconnaître  si  le  dénominateur  commun 
aux  valeurs  tirées  de  ces  équations  peut  ou  non  èlre  nul. 

Pour  cela  |'observe  que  ce  dénDuiinoteur  est  le  même  (pie  celui 

(')   Deux  piigcs  cl  demie  d'une  feuille  double  (jj  x  \'^). 
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(les  n  ér|nalion.s  suivantes  résolues  par  rapporl  à  P  Q  .  .  .  .  S  T 

d'>ui       „d"-^ifi  f/"  '-ui  (/t(t 

—, r-  P  —y h  U  —. -h  .  .  .  .  -i-  b  —, ■-    r»  1  =  O 

c/x"  f/j"«    '  ^  dx"-'  dx 

d'^iu        ^d"-'^iu       ^fl"--u.^  ^  diio        „ 

—, — ■"   -h  P  — ; -'  -h  Q  — -:   H- -h  S  -j-^   —  T«2  =  O 

dx"  dx"-^  ^   dx"--  dx 

(2)         /       d"ll:i         ^d"-Ul:,  d"-'^U.,  du-,         _, 

— ; !-  P  — ; r  -t-  Q  —, -^ -i-  b  -7—    -H   lUz  =  O 

dx"  dx"-^  ^   dx"   -^  dx 

d"u,i        ^d"    Ui„        ^  d" ~^-u„  dii„ 

\    dx"  dx"-^  ^   dx"-'^  dx 

Or  ces  équations  doivent  être  parfaitement  déterniinées,  puisque 
la  forme  d'une  équation  différentielle  dépend  uniquement  de  celle 
de  l'équation  intégrale. 

Donc  le  dénominateur  en  question  n'est  jamais  nul. 

Mais  on  peut  de  plus  le  calculer  d'avance.  Soit  D  le  dénomina- 
teur. Il  est  aisé  de  voir  que  l'on  aura 

'^  =D„-D„_,--D„_2-^D„_3  +  ...--D, 
dx 

d"  Il 
D,   étant  ce  que  devient  I)  quand  on  v  substitue  partout  -^— ^^  à  la 

place  de  -, ;  ■> 

d"  ~^  Il  •  d"  ~  -  Il 

\)n    ■  ce  que  devient  D  ciuand  on  v  met  -; au  lieu  de  -; et 

'1  '  -  dx"-^  dx"    - 

ainsi  de  suite 

enfin    D,    ce  que   devient  D  par   la   substitution  de-.-  à   la    place 

de  K 

Et  comme  toutes  les  parties  sont  nidli's  excepté  \)„,  il  reste 

-  =  D„ 
dx 

Mais  on  a  tlaillcurs 

l'uisfpic  —  1),,  est  le  numérateur  de  l'expression  de  I'  tirée  de  [2). 

Donc  D  =  r  J    ''  valeur  cherchée  du  dénominateur. 

On  pourrait  de  cette  dernière  formule  déduire  celle  cpie  nous 
avons  trouvée  plus  haut,  en   considiraut    nue  é(pialion   lint'-aire  de 
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l'ordre  /?.  comme  remplaçant  n  équations  sinuillances  seulement 
du  premier  ordre.  Quant  à  la  détermination  des  numérateurs  des 
quantités  inconnues,  et  à  lexamen  du  cas  où  I  on  n'aurait  qu'une 
partie  des  solutions  de  la  ([uestion,  nous  n'entrerons  pas  dans  ces 
détails  aux  quels  le  lecteur  sup[)léera  au  moyen  des  principes 
émis  plus  haut. 
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Q 

RECHERCHE    SUR  LES  SI  RFACES  DU    l'^  DEGRÉ  ('). 

Problème  (-).  Étant  données  dans  un  |)arallélépipède  les  trois 
arêtes  m^  ni! ^  nf ,  et  les  angles  0,  0',  0",  que  font  entre  elles  respec- 
tivement m'  et  m",  m  et  w",  m  et  m\  trouver  l'expression  des  angles 
de  la  diagonale  avec  les  arêtes. 

Soit  m  =  OM,  m'=  OM',  m"=  OM".  Si  l'on  cherche  l'angle  POM 
f[ue  la  diagonale  OP  forme  avec  OM,  on  aura  dans  le  triangle  OPM 

cosPOM  = —— 

■>.  m .  Or 

^lais  on  ;i  par  la  géométrie 

O  P  =  ni-—  m'^  —  ni-  -r-  ■!  ni'  ni"  cos  0  -^  î  m  ni"  cos  0'  -;-  •?.  m  m' ros  0' 
F  .M  =  m'-  -T-  ni"'-  -f-  i  ni  ni"  cos  0 

d'où  l'on  tire 

m--!-  OP  —  PM  =  2  m  (m  ~-  m"  cosO'-f-  ni  co>U"  ) 

(')  Malgré  son  caractère  éléinenlairc.  j"ai  ciu  devoir  ])ublier  ccUe  note,  qui 
n'est  pas  sans  intérêt  pour  l'histoire  de  la  Géométrie  analyti(|uc  cl  de  la  théorie 
des  invariants.  En  raison  de  son  contenu,  on  peut  supposer  qu'elle  remonte  au 
temps  où  Galois  était  élève  de  M.  Richard,  dans  la  classe  de  Mathématiques  spé- 
ciales, ou  au  moment  où  il  sortait  de  cette  classe  pour  entrer  à  l'Ecole  Normale. 
Toutefois,  la  première  supposition  semble  devoir  être  écartée  :  s'il  en  avait  eu 
connaissance,  'S\.  Ricliard  aurait  sans  doute  fait  pénétrer  dans  son  enseii;nement 
les  idées  de  son  élève,  qui  se  seraient  dilTusécs  imniédiatement.  Quoi  qu'il  en  soil, 
celte  noie  a,  comme  le  morceau  précédent,  l'aspect  d'une  copie  d'écolier,  avec  la 
signature  en  haut  et  à  gauche  ;  elle  ressemble  lout  à  fait  à  quel(]ues-unes  des 
copies  de  Galois,  que  M.  Richard  avait  conservées  et  données  à  Ilermile.  M.  Emile 
Picard  a  retrouvé  ces  copies  de  Galois  datis  les  pa|)iers  dllermite;  il  a  bien  voulu 
me  les  remettre  pour  qu'elles  soient  jointes  au  précieux  trésor  que  AI""  de  Blignières 
donne  à  l'Académie  des  Sciences.  L'une  de  ces  copies  contient  un  petit  travail, 
que  Galois  a  sans  doute  fait  librement  et  remis  à  son  inailrc,  et  où  son  esprit 
philosophique  se  manifeste  déjà;  j'en  extrais  celle  curieuse  réflexion  : 

Un  auteur  me  dit:  «  riirillmiélique  est  la  base  de  toutes  les  parties  des  Mathé- 
matiques, puisque  c'est  toujours  aux  nombres  qu'il  faut  ramener  les  résultats  des 
calculs.  »  D'après  la  dernière  phrase  de  l'auteur,  il  serait  plus  naturel  de  croire 
»iue  l'ai  ilhinéiique  est  le  terme  et  le  complément   de   l'Analyse;  et  c'est  ce  qui  a 

lieu. 

Toutes  ces  copies,  connue  la  |>rcsenle  note,  sont  sur  «lu  pa[)ier  de  for- 
mat  >?>  X  |S. 

(•)   Il   \   a  uni'  li;;uiT  en  marge,  ilans  le  li'xle  de  Galois. 
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et  enfin 

r^^,T         i>i  —  ni" cnsf)'-^  /»'cosO" 

COSPO-M  =    ryp 

On  trouvera  de  mrme  pour  les  cosinus  des  angles  M'OP  et  M"OP 

/)i' -^  /??"cosO  -t-  /»  oosO"  ni" —  «/cosO  -^  w  cosO' 

et 


OP  OP 

[^e  problème  est  donc  résolu. 

Problème.  Trouver  |)our  des  axes  quelconques  la  condition  do 
perpendicularité  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Prennons  à  partir  de  I  origine  et  suivant  certaine  direc- 
tion 0P=  I.  Appelons  m,  /n' ,  m"  les  coordonnées  du  point  P.  Les 
équations  de  loute  droite  parallèle  à  OP,  seront  de  la  loruie 


Les  quantités  ni,  in\  in'  élant  liées  par  la  rdalion 

1  =  ni--^  ni'-  -+-  ni"--{-  >.  ni  /n'cosO  -t-  2  /n/n" co^O'  -h  •?.  mni'co^.  0" 

Cberclions  de  même  l'équation  d'un  plan  peipcndiculaire  à  OP. 

Il  est  évident  que  si  on  apjxde  x.  y,  z  les  coordonnées  do  ce 
plan,  et  que  l'on  projette  ortliogonalement  sur  OP  ces  coordonnées 
la  somme  des  projections  devra  être  constante.  Or  ou  connait. 
par  le  problème  précédent,  les  cosinus  des  angles  tie  la  droite  OP 
avec  les  axes.  L'équation  du  plan  sera  donc. 

(m  -+-  m'cosO"-}-  m"cosO')  cr  ^-  (  ni' -^  m  cosO''-^-  7n"cos0  )  y 

-f-  (  ///"  -i-  m  CO.S  0'  -+-  ni'  cos  (})  z  ^  p  =  o 

Et  il  est  remarquable  que  le  |)remier  memhriï  de  cette  écpiation 
exprime  aussi  la  dislance  à  ce  plan  d  im  poiiil  (pielconque  dont 
les  coordonnées  sont  a;,  j',  z.  Ce  qui  est  évident  puisfpie  ce  pre- 
mier membre  n'est  autre  chose  f|ue  la  somme  des  |)ro|ections  des 
coordonnées  dun  point  sur  la  droite  OP,  augmentée  de  la  dislance 
du  plan  à  l'origine. 

Cela  posé,  soit  l'équation  dune  surlace  du  second  degré 
rapportée  à  des  axes  obliques 

\x--\-  A'y-  -f-  A"  ^-  -f-  2  Bjz  —  1  Wxz  -f-  ■>.  ïi"xj- 

-t-  -àCx  -~-  7.C'y  -+-  ■>.  (-]' ^  -H  D  =  ç  ( X,  |-,  z)  =  o 
Bull,  des  Sciences  mr/f/icin..  2°  siiric.  t.  \\\I.  (  N'uvotiilirc  i»)";.  )  a.î 
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Loi'scjii'on  clier(;lie  Téqualion  du  plan  ([ui  divise  éi^alcmoiil  loiiles 
les  cordes  parallèles  à  une  div^ile  donnée,  on  siihsliliie  I  «'■(jua- 
lion  C5  (.r,  r,  :■  )  =  o,  à  la  place  de  x,  r,  :, 


a-  -t-  p  /n     y  -h  pm      z  —-  p  m 

et  les  racines  de  l'équation  en  p  qu'on  obtient  ainsi,  expriment  les 
distances  du  point  (^,  y,  z)  aux  deux  points  où  une  corde  parallèle 

;'i  la  droite  —  =  — ,  =  -^  menée  par  le  point  ( x.  r,  ;  )  coupe  la  siir- 
ni         ni  m  '  *  \     '  ./  7      -  1 

lace  du  second  degré.  Ces  deux  dislances  devant  être  égales  et  de 

signe  contraire,  il  suflira  de  faire  dans   l'équation  en  0  le  second 

terme  nul  pour  avoir  l'équation  ày\  plan  diamétral. 

Or  l'équation  en  0  est  en  faisant 

M  =  'j;  (  m,  1)1  ,  m" } 
I\l P  =  (  A /«  -H  B" m'  -H  B'  m" )  x  —  (  A' /«'  -t-  B" m  ^  ^in")y 
-t-  {X" m" -r-  \V m  -1-  \> m' )  ^  -+-  C/«  -i-  G'/zi'-f-  C" m" 

de  la  forme 

p2-h->.l'p-i-Q  =  0 

Si  Ion  clierclie  léqualion  d'un  plan  principal,  il  faudra  de  plus 
que     le     plan     représenté    par     P  =  o   soit   perpendiculaire   à    la 

droite  —  =  ^  =  -^  et  par  consénuenl   (lue  son  éci nation  soit  de 

///  /)!  /Il  '  '  '  ' 

la  forme 

(m  -t-  /n'cos6"-i-  //«"cosO')  x  -+-  {ni  -h  ni  cosO"-j-  /»"cos  0  )y 

-+-  {ni" -r-  ni  cosO'  -h  /;^"oo<0  1  ;;  -^  y>  =  S  =  o 

H  faudra  donc  ([ue  les  coellicieuts   de  .Ml'  et  ceux  de  S  soient 
proj)ortionnels  et  (pie  l'on  ait 

"SI  P 

— ;—  =  COU  Si  =  s 

b 

La  (piaulilé  étant  telle  (|ue  Ton  ait 

(A  —  s)  ni  -;-  (  B" —  x  cosO")  m'  -f-  (  B' —  .«  cosO'  )  ni"  =  o 
(  A' —  s  )  ni'  -i-  (  B"  —  s  cos  0")  ni  -•-  (  B  —  s  oos  0  )  /;/"  =  o 
(A" —  S)  /n"  -h  (  B'  —  .V  i-o^  0'  )  /»  -T-  (^  B  —  N  cosO  )  ni'  —  «> 


MÉLANGES.  ;?o7 

On  m  tlédtiit  réqualion  en  s, 

o  =  (A-  5)(B  —  5CosO)-i-F(.V— ^^(B'  — •scosO'j2-^(A"  -s)(ir'  — 5cosO")5 
—  (A  —  5)  (  A'—  ;y)  (A"— 5)  —  a  (  B  —  .f  cos6)(B'—  scosO')  (  B"—  scosO") 

qui  est  du  troisième  degré  parce  qu'en  elTel  il  existe  trois  plans 
principaux. 

.Mais  la  quantité  s  et  l'équation  qui  la  détermine  jouissent  d'une 
propriété  fort  remarquable  que  personne  jusfpi'ici  ne  parait  avoir 
observée. 

Supposons  que  l'on  transtbrme  les  coordonnées  en  exprimant 
les  anciennes  coordonnées  d'un  point  en  fonction  des  nouvelles. 
Si  on  substitue  les  valeurs  de  x^y,  z  en  x' ,  y' j  z'  dans  la  fonc- 
tion o[x^y,  z)  on  obtient  une  fonction  C2'(.r',  )',  :;')  d'une  autre 
forme,  et  qui  est  telle  que  dans  la  fonction  '^  on  substitue  les 
anciennes  coordonnées  d'un  point  déterminé,  et  dans  la  fonction  o' 
les  nouvelles,  les  deux  résultats  ainsi  obtenus  sont  égaux. 

Cela  j>osé  reprennons  l'expression  de  5,  5  =  —7-5  la  quantité  IM 

étant  le  résultat  de  la  substitution  des  coordonnées  du  point  pris 
sur  une  droite  fixe  à  une  distance  =  i  de  l'origine  c'est  à  dire 
d'un  point  fixe,  dans  l'équation  de  la  surface,  ne  variera  quand  on 
transformera  les  coordonnées. 

La  quantité  P  exprimant  la  demi-somme  des  distances  d'un 
point  (x,  y,  z)  à  la  surface  distances  comptées  suivant  une  droite 
fixe,  est  aussi  invariable  par  la  transformation  des  coordonnées. 
Enfin  la  quantité  S  exprimant  la  distance  d'un  point  à  un  plan  dé- 
terminé, ne  saurait  non  plus  varier. 

La  quantité  s  esl  donc  elle  même  invariable  pour  un  même  plan 
principal,  et  l'équation  qui  donne  ses  trois  valeurs  aura  des  coeffi- 
cients invariables.  Or  en  la  développant,  on  a 

(i  —  cos^O —  cos-0' —  cos-6"-;-  -i  cos  0  c<tsO'cosO"j  *■' 
—  s-\  A  sin-O  -h  A'sin-O'-i-  A"sin-0"-i-  ■;•,  B  (cosO'cds  0"  —  cosO  ) 

-i-  ••».  B'(cosO  cosO"—  cosO')  -i-  ■>.  B"(cosO  cosO'—  cosO";  j 
-T-  s  (  A'  A"-^  AA"-;-  A.V—  i.  AB  cosO  —  2  A'  B'cosO'—  2  .V"B"cosO  '  —  B^  —  B'^  —  B"^ 

-.-■>.  irB"cos0  4-2  BB"cosO'-+-2BB'cosO") 
-^  AB^    -  V  \Vi  4-  A"  B"'  —  A  A  \"—  ■>.  BB'  B"  =  o 

Divisant  tous  les  coefficients  par  le  premier  ou  par  le  dernier  on 
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aura  Irois  f(3ncLions  des  consLanlcs  qui  ciiUciiL  dans  I  «iqiiaLion  de 
la  surface,  invariables  par  la  transformation  des  coordonnées.  Si 
l'on  suppose  cosO,  cos6'  cl  cosO'  nuls  on  auia  |)Our  tons  les 
sjslènies  d'axes  où  cela  peiiLèlre  c'est  à  dire  d  axes  reclangulaires, 
les  équations 

A  -f-  A'-!-  A"  =  const 

B2-f-B'2-f-  B"2  — A'A"—  AA"A.V'=  const 

A B2 -^  A' B'2 ^  A"  B"2  —  AA'  A"  -  2  BB'  B"  =  const 

Également  si  l'on  suppose  encore  dans  l'écpiation  en  s,  13,  B',  B'' 
nuls,  c'est  à  dire  qu'on  sujipose  la  surface  rapporti'e  à  des  dia- 
mètres conjugués,  en  divisant  toute  l'équation  par  le  dernier 
terme,  on  trouvera  pour  tous  les  systèmes  semblables 

I  —  ciis-  0  —  ços-  0'  —  cos-  0 "  -^  2  cos  0  cos  0'  co«  0" 


A  A  A" 

sin^O        sin^O' 

sin^O 

A'  A"          A  A" 
1           I 

■     A  A'        ' 

I 

A        A' 

const 


Et  comme  -r'  T"'  V"  expriment  dans  ce  cas  les  (piarrés  des  dia- 
mètres, on  retrouve  ici  les  théorèmes  connus. 
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GEORGE  BRUCE  HALSTED.  —  Ratioxal  Geometry,  a  tcxt-book  for 
tlie  science  ofspace.  i  volume  in- 1-2,  vni-.>85  paires,  ^>47  figures.  New- York, 
John  W'ilex  and  Sons,  1901.  2'^  édilion,  viii-ajj  pages,   1907. 

Tous  les  géomètres  coimaissenl  aiijourd  luu  les  reaiarquables 
travaux  de  M.  I).  Hilbert  sur  les  londenients  de  la  Géoinélrie.  Ils 
les  onl  lus  dans  le  Livre  original,  Grundlageii  der  Géométrie,  ou 
en  ont  apprécié  la  substance  dans  les  articles  que  M.  Poincaré  lui 
a  consacrés,  soit  dans  la  Revue  des  Sciences,  soit  dans  le  Rapport 
sur  le  troisième  concours  du  Lobalchefskj  (igoS),  Ces  travaux 
constituent,  au  point  de  vue  philosophique,  une  des  œuvres  les 
plus  intéressantes  et  les  plus  |)rotondes  de  ces  dernières  années; 
dans  l'entreprise  délicate  cpie  s'était  proposée  M.  Hilbert,  il  est  hors 
de  doute  que  le  but  visé  a  été  pleinement  atteint. 

Pour  constituer  une  Géométrie  vraiment  rationnelle,  dciixclioses 
étaient  également  indispensables  :  eu  premier  lieu,  établir  une 
liste  complète  des  axiomes  en  s'efforçant  de  n'en  oublier  aucun  et 
de  n'en  énoncer  aucun  d'inutile,  ensuite  supprimer  lolalement  le 
rôle  de  l'intuition  qui  a  occupé  jusqu'à  ce  jour  en  Géométrie  tant 
de  place  que  nous  faisons  presque  à  chaque  instant  usage  de  jiropo- 
silions  intuitives,  ou  jugées  telles,  sans  nous  en  apercevoir  le  moins 
du  monde.  A  ces  deux  conditions,  l'œuvre  du  savant  professeur 
de  Gœtlingue  satisfait  d'une  façon  presque  parfaite.  Aussi  n'esl-il 
point  surprenant  que  dès  sa  publication  elle  ait  été  accueillie  ilans 
le  monde  savant  avec  beaucoup  de  faveur,  et  encouragé  de  nouvelles 
recherches  en  indiquant  la  voie  à  suivre.  Parmi  les  Livres  qu'elle 
a  inspirés,  nous  voulons  particulièrement  nous  occiq)cr  ici  de  celui 
que  iM.  George  Bruce  Halsted,  directeur  mathématique  de  la 
grande  Ecole  normale  de  Greeley  (Colorado),  a  publié  récemment 
sous  le  litre  de  Rational  (jcometry.  M,  Halsted,  rompant  résolu- 
ment avec  les  habitudes  et  les  traditions  de  plus  de  vingt  siècles, 
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s'est  efforcé  de  créer  un  Traité  nidacliqtie  de  (jéoniéli-ie  en  liarino- 
nie  avec  les  idées  nouvelles;  la  tàclie  était  loin  d'êlre  aisée,  mais 
sa  difficulté  même  devait  être  un  attrait  particulier  pour  le  profes- 
seur érudit  qui  s'est  fait,  depuis  de  longues  années,  le  vaillant 
champion  de  la  Géométrie  générale  aux  Etats-Unis,  cpii  a  publié 
dans  les  Revues  scienlifiques  américaines  de  nombreux  articles  de 
vulgarisation,  et  dont  les  belles  traductions  anglaises  de  Saccheri, 
Bolyai  et  Lobatcbelsky  ont  consacré  la  réputation. 

La  Rational  Geomelry  ds  l'auteur,  encouragée  par  M.  Hilbert, 
marque  une  époque  dans  l'histoire  des  Livres  destinés  à  l'ensei- 
gnement. Sans  doute  ne  pourrait-on  la  metli'e  actuellement  entre 
les  mains  des  élèves  de  nos  écoles  secondaires  ou  de  nos  lycées; 
dans  ces  établissements,  la  timidité  voulue  des  programmes  n'a  pas 
fait  pénétrer  encore  les  traces  de  l'évolution  profonde  aci;oMq)lie 
en  Géométrie  à  la  suite  des  découvertes  de  Lobatcliefsky ;  à  ri'lian- 
ger,  où  le  cvcle  des  études  n'a  pas  la  même  forme  que  chez  nous, 
on  a  été,  je  crois,  un  peu  plus  hardi;  mais,  en  tous  cas,  l'Ouvrage 
a  certainement  sa  place  marquée  dans  toutes  les  bibliothèques 
scientifiques  et  doit  être  lu  avec  profit  par  tous  ceux  qui,  ne  se 
contentant  pas  de  parcourir  les  vieux  sentiers  jadis  tracés  par 
Euclide,  s'inléi'essent  assez  à  la  Géométrie  pour  subir  l'attrait  de 
curiosité  et  d'enthousiasme  que  suscite  toujours  l'ouverture  d'une 
voie  nouvelle. 

«  La  Géométrie,  dit  ]\L  Halstcd  dans  le  début  de  son  Livre,  est 
ia  Science  créée  pour  nous  donner  la  compréhension  et  la  con- 
naissance des  relations  externes  des  objets,  pour  nous  rendre 
aisées  l'explication  et  la  description  de  ces  relations,  et  nous  faci- 
liter la  transmission  de  cette  connaissance.    » 

D'accord  avec  jNL  Hilbcui,  nous  imaginons  trois  systèmes  dillé- 
rcnts  d'objets;  le  |)rcmier  système  est  celui  des />o//î/.v,  le  deuxu'-me 
renferme  les  droites,  et  enfin  les  ol)jets  du  troisième  système  sont 
appelés />/a/î5.  Nous  imaginons  en  outre  que  ces  jioints,  droili'S  et 
plans  soient  liés  entre  eux  par  certaines  relations  mutuelles,  et  nous 
désignons  ces  relations  par  des  mots  tels  que  :  être  situé  sur, 
entre,  congruent,  parallèle.  La  description  complète  de  ces  re- 
lations s'accomplit  par  le  moven  il  axiomes,  c'est-à-dire  de  pos- 
tulats fondamentaux  de  notre  intuition,  (pii  sont  rt'partis  en  cinq 
irrouncs. 
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Premier  groupe  :  Axiomes  de  connexion  ou  cV  associai  ion. 

1.  J3eux  points  distincls  A  et  B  déterminent  une  droite  a. 

2.  Deux  points  quelconques  d'une  droite  déterminent  cette 
droite,  et  sur  cette  droite  il  y  a  au  moins  deux  points. 

3.  Trois  points  A,  B  et  C  non  en  ligne  droite  déterminent  tou- 
jours un  plan  a. 

■4.  Trois  points  quelconques  A,  B  et  C  d'un  plan  a  déterminent 
ce  |jlan. 

5.  Si  deux  points  A  et  B  dune  droite  a  sont  sur  un  plan  a.  tout 
point  de  a  est  aussi  sur  le  plan. 

6.  Si  deux  plans  a  et  [i  ont  un  point  commun  A,  ils  ont  aussi 
au  moins  un  autre  point  commun  B. 

7.  Sur  chaque  plan  il  y  a  au  moins  trois  points  non  en  lione 
droite,  et  il  exisie  au  moins  quatre  points  qui  ne  sont  ni  sur  une 
même  droite  ni  sur  un  même  plan. 

Ces  axiomes  sont  énoncés  dans  les  termes  mêmes  choisis  par 
M.  Hiibert,  et  sous  une  forme  incapable  de  laisser  à  l'intuition  la 
plus  petite  place;  ils  pourraient  être  automaticpiemenl  appliqués, 
soit  par  une  personne  qui,  n'avant  jamais  vu  ni  points,  ni  droites, 
ni  plans,  n'en  pourrait  com|)rendre  le  sens,  soit  encore  par  une 
machine  à  raisonner  qui  pourrait  fabriquer  pièce  par  pièce  lous 
les  théorèmes  de  la  Géométrie. 

Par  exemple,  il  est  aisé  d'en  déduire  les  propositions  qui 
suivent  : 

Deux  droites  distinctes  ne  peuvent  avoir  deux  points  communs; 
elles  n'en  ont  qu'un  ou  n'en  ont  aucun. 

Deux  pians  n'ont  aucun  point  commun  ou  ont  une  droite 
commune. 

Un  plan  et  une  droite  non  située  sur  le  plan  ont  un  point  com- 
mun ou  n'en  ont  aucun. 

Par  une  droite  el  un  point  non  situé  sur  la  droiie,  j)ar  deux 
droites  sécantes,  par  trois  points  non  en  ligne  droite,  \\  \  a  tou- 
jours un  plan  et  un  seul. 

Deuxième  groupe  :  Axiomes  de  L'ordre  (/ie/iveenness).  — 
Les  axiomes  de  ce  groupe  précisent  l'idée  d'ordre  (jui  sert  de  base 
à  l'arrangement  des  points  par  l'emploi  conventionnel  du  lerme 
entre. 
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1.  Si  A,  B,  C  sont  trois  |)oii)ls  d'une  droite  et  que  B  soit  entre 
A  et  C,  B  est  aussi  entre  C  et  A  et  nest  ni  C  ni  A. 

2.  Si  A  et  C  sont  deux  points  d'une  droite,  il  y  a  au  moins  un 
point  B  de  la  droite  entre  A  et  C,  et  aussi  un  i)oint  D  tel  que  G 
est  entre  A  et  D. 

3.  De  trois  points  d'une  droite  il  y  en  a  toujours  un  et  un  seul 
entre  les  deux  autres. 

Définition  du  segment  AB  ou  BA. 

4.  Axiome  de  Pascli  :  Si  A,  B,  C  sont  trois  points  non  en  ligne 
droite  et  a  une  droite  du  plan  ABC  ne  renfermant  aucun  des 
points,  lorsque  a  contient  un  point  du  segment  AB,  elle  doit  con- 
tenir un  point  du  segment  BC  ou  du  segment  AC. 

Il  j  a  ici  un  fait  digne  d'èlre  remarqué.  Dans  ses  GruncHagen 
der  Geomelrie,  ^I.  Hilberl  énonce  explicitement  cinq  axiomes  de 
l'ordre;  les  trois  premiers  sont  identiques  à  1,2  et3;  le  cinquième 
est  l'axiome  de  Pascli  et  le  quatrième  est  formulé  ainsi  : 

4'.  Quatre  points  A,  B,  (>  et  D  d'une  droite  peuvent  toujours 
être  disposés  de  sorte  que  B  soit  entre  A  et  C,  anisi  qu'entre  A 
et  D,  et  (pi'en  outre  C  soit  entre  A  et  D  et  aussi  entre  B  et  D. 

Dans  une  lettre  adressée  à  M.  Halsled,  le  savant  géomètre  de 
Gœltingue  reconnaît  la  possibilité  de  prouver  l'axiome  i'  en  met- 
tant à  sa  place  celui-ci  |)lus  simple  : 

4".  Si  B  est  entre  A  et  C  et  G  entre  A  et  D,  B  est  aussi  entre 
BetD. 

Mais,  en  réalité,  les  deux  propositions  4'  et  4"  sont  des  théorèmes 
renfermés  dans  les  axiomes  1,  2,  3,  4  du  Livre  de  M.  Fîalsted,  et 
c'est  à  un  de  ses  élèves,  M.  R.-L.  Moore,  qu'est  due  leur  dé- 
monstration élégante  reproduite  dans  la  Ralional  Geometry, 
Appendi\  I,  p.  2j3-256.  [Voir  aussi  American  matlieniaticat 
MonUily,  1902,  j).  98-101.) 

Troisième  groupe  :  Axiomes  de  congruence.  —   Ceci  est  la 

matière  du  Chapitre  lll  fpii  développe  les  axiomes  de  congruence 

pour  les  segments,  les  angles  et  les  triangles. 

Voici  d'abord  les  trois  axiomes  relatifs  aux  segments  : 

1.   Si  A  et  B  sont  deux  points  d'une  droite  a,  A'  un  point  de  la 

droite  ou  d'une  autre  droite  «',  il  y  a  sur  a'  d'un  côté  donné  de  A' 

un  point  et  un  seul  B'  tel  que  AB  e=  A'B'. 
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2.  Si  AB  est  congrnenl  à  A'B'  et  à  A"B",  A'B'  et  A"B"  sont 
congruents. 

3.  Si  B  est  entre  A  et  C,  ainsi  que  B'  entre  A'  et  C,  et  que 
AB  =  A'B',  BC  =  B'C,  on  a  aussi  AC  =  A'C. 

Une  simplification  inattendue  jusq'u'ici  et  qui  nous  a  été  révcUée 
dans  le  Mémoire  présenté  |iar  M.  Halsted,  au  Congrès  de  l'Expo- 
sition de  Saint-Louis,  sous  le  titre  Non  Euclidean  Spherics,  se  lait 
jour  à  propos  de  l'axiome  1 .  Dans  cet  axiome,  l'auteur,  à  l'exemple 
de  M.  Hilhert  du  reste,  énonce  explicitement  ceci  :  Tout  segment 
est  congruent  à  lui-même,  ainsi  qu'à  lui-même  renversé.  Or  c'est 
une  proposition  démontrée  par  M.  Moore,  sous  une  forme  extrê- 
mement instruclive,  (pii  monlrc  combien  il  faut  être  prudent  en 
fait  d'axiomes,  et  fait  comprendre  trune  fiçon  précise  tout  ce  que 
les  axiomes  contiennent  et  doivent  contenir.  Il  faut  se  hâter 
d'ajouter  d'ailleurs  que,  dans  un  Livre  élémentaire,  ces  démon- 
strations délicates  et  laborieuses  doivent  êlre  évitées,  et  (pi  il  vaut 
mieux,  ainsi  que  le  fait  remarquer  avec  beaucoup  de  raison 
M.  Halsted,  en  énoncer  les  résultats  sous  forme  de  postulats  non 
nécessaires  mais  commodes. 

Après  les  segments,  on  [)asse  aux  angles  et  aux  iriangles  parles 
axiomes  4,  o  et  6. 

4.  D'un  côté  donné  du  rayon  donné  //'  il  v  a  \in  et  un  seul 
rayon  A'  faisant  avec  lui  un  angle  congruent  à  un  angle  donné  //,  /. . 

Tout  anule  est  congruent  à  lui-même  et  à  son  inverse. 

o.   Deux  angles  congruents  à  un  troisième  le  sont  entre  eux. 

G.    Si  dans  deux  triangles  on  a  les  congruenccs 

AB  =  A'B',         AG  =  A'C',         BAC  =  BAC, 


on  a  également 


ABG=A'B'G',         AGB  =  A'€'B'. 


Ces  axiomes  conduisent  sans  dlflicudté  à  toutes  les  conclusions 
que  nous  tirons  dans  la  Géométrie  ordinaire  des  cas  d'égalilés  des 
triangles,  mais  on  voit  combien  la  différence  des  méthodes  est 
profonde.  En  convenant  d'ap|)cler  triangles  congruents  deux 
Iriangles  ABC,  A'B'C  qui  satisfont  aux  congru<M)ces 

AB  =  A'B',         AG  =  A'G',         BG  =  B'G', 
A  =  A',  B  =  B',  G  =  G', 
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il  n'est  plus  besoin  de  lairc  une  distinction  entre  les  deux  sortes 
d'égalité  des  figures  planes  et,  en  particulier,  il  n'est  plus  besoin 
de  sortir  du  plan  pour  justifier  la  congruence  des  angles  à  la  base 
dans  le  triangle  isoscèle,  ni  l'existence  de  la  perpendiculaire  d'un 
poiiil  ;"i  une  droite. 

L  auteur  termine  le  Chapitre  en  formulant  dans  ces  termes 
précis  le  théorème  général  de  congruence  : 

5"/ ABC...,  A'B'C...  sont  deux  figures  congiuentes  et  que 
P  désigne  un  point  (/uetconque  de  la  première,  on  peut  tou- 
jours trouver,  et  d' une  façon  uniioque,  dans  la  deuxième  un 
point  P'  tel  que  les  figures  ARC. .  .V  et  A'B'C. . .  P'  soient  con- 
gruenles. 

Ce  ihéorème  exprime  l'existence  d'une  certaine  tiansformation 
unique  et  réversible  qui  nous  est  lamilière  sous  le  nom  de  dépla- 
cement ou  de  mouvement.  Ainsi  l'idée  de  mouvement  est  basée 
sur  celle  de  la  congruence.  En  réalité,  nous  avous  toujours  suivi 
jusqu'ici,  dans  l'enseignement,  la  voie  inverse  et  déduit  les  théo- 
rèmes de  congruence  du  mouvement  de  superposition  eflectué 
dans  l'espace  à  deux  ou  à  trois  dimensions.  Il  est  bien  permis  de  se 
demander  si  cette  voie,  tout  habiluclle  qu'elle  soit  et  tout  intuitive 
qu'elle  nous  paraisse,  est  bien  eont'oime  à  la  rigoureuse  logique. 
Qu'est-ce  donc  (pie  le  mouvement,  sinon  renchainement  des  posi- 
tions successives  d'un  corps  dans  toutes  les  parties  immédiatement 
contigues  d'une  distance  quelconque,  enchaînement  (pii  su|)pose 
et  nécessite  avant  tout  la  préexistence  d'une  série  de  figures 
congruenles  lui  servant  de  raison  d'être  cl,  en  cpielcpie  sorte,  de 
suOstratum  géométricpie? 

Le  (pialrirme  (chapitre  est  consacré  à  l'axmme  de  la  parallèle 
uni(pie  (IV)  et  aux  propositions  qui  en  sont  la  conséquence,  pro- 
positions classiques  sur  lescpielles  il  n'y  a  pas  lieu  d'insister. 
Toutefois,  il  v  a  certains  théorèmes  (pie  nous  avons  eu  jusqu'ici 
l'habitude  de  considérer  comme  inhiilil's  cl  cpii,  d;iiis  mie  (  u'omé- 
trie  vraiment  rationnelle,  ne  le  sont  pas  ;  il  faut  donc  les  ilémonlrer. 
Par  exemple,  ceux-ci  :  Tout  segment  a  un  point  milieu,  fout  angle 
a  un  rayon  bissecleur;  sur  tout  segmeiil  Alî  il  \  a  deux  points  C 
et  \)  tels  que  AC  =  CD  ^.  DB. 

Toule  la  Géométrie  ordinaire  des  écoles  peut  èlre  construite  avec 
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les  seuls  groupes  d'axiomes  I-IV,  et  il  n'est  point  besoin  de  leur 
adjoindre  la  moindre  idée  de  conliruiilé.  En  conséquence,  M.  Hal- 
sled  hannit  entièrement  de  sa  Géométrie  rationnelle  l'axiome  d'Ar- 
cliiméde  (V)  qui  rend  possible  l'inlrodiiction  de  cette  idée,  |iar- 
faitement  inutile  pour  démontrer,  par  exemple  (voir  p.  08-09), 
que  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  de  cercle  sont 
égaux,  et  que  ceux  inscrits  dans  deux  segments  opposés  sont 
supplémentaires.  La  même  observation  s'applique  à  ce  que  nous 
convenons  d'appeler  les  prob/èmes  de  construction.  En  réalité, 
ces  problèmes  ne  sont  autre  chose  que  des  théorèmes  qui  déclarent 
que  l'existence  de  ceitains  points,  segments,  angles,  cercles,  etc.,  est 
une  déduction  rigoureusement  logicpie  des  existences  formulées 
par  nos  axiomes;  et,  d'un  autre  côté,  ils  se  rapportent  aux  opé- 
rations pratiques  en  aidant  à  dessiner  sur  un  plan  une  ligure  qui 
peut  servir  à  représenter,  avec  une  certaine  approximation  gra- 
phique, les  données  et  les  résultais  des  théorèmes  d'existence.  Les 
problèmes  de  couslriiclion  géométrique  découlant  des  théorèmes 
basés  sur  les  cinq  groupes  d'axiomes  peuvent  être  graphiquement 
résolus  par  la  règle  et  le  transporteur  de  se^^menls  (S treckeniiber- 
trdge/-  âaM.  Hilberl  ),  et  ramenés  à  ces  deux  tracés  fondamentaux: 
Tracer  une  droite,  prendre  sur  une  droite  donnée  un  segment 
donné. 

Nous  arrivons  maintenant  au  moment  de  montrer  (Chap.  VIII 
et  IX)  comment  les  opérations  de  l'Arithmétique  s'introduisent 
dans  la  Géométrie.  Dans  nos  |)iocédés  habituels,  cette  introduction 
s'opère  en  substituant  aux  grandeurs  géométriques  des  nombres; 
elle  provient  naturellement  de  la  mesure  des  droites  ou  des  arcs 
et  suppose,  par  consé([uent.  ICmploi  de  l'axiome  d'Arcliimède. 
Pourrait-on,  en  mettant  ce  (leruier  systématiquement  de  côté, 
ainsi  (pion  l'a  fait  dans  tout  ce  (pii  précède,  et  en  se  basant  uni- 
quement sur  les  axiomes  des  grou|)es  l-l\  ,  arriver  à  créer,  indé- 
pendamment de  toute  préoicupatiou  ud'lrupie,  un  calcul  de 
segments  oîi  les  opérations  soient  identiques  à  celles  dos  nombres'? 
Cela  ne  paraît  point  au  premier  abord  très  aisé,  au  moins  en  ce 
qui  concerne  la  mulliplieation.  M.  F.  Scliur  a  tourné  la  diKiculté 
à  l'aide  de  l'artilice  suivant  :  à  jiartir  du  point  de  rencontre  O  de 
deux  droites  perpendiculaires,  ou  prend  sur  la  première  un 
segment  déterminé  OL   (pu  demeure  invariable  et  qui   est  repré- 
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sente  par  i ,  et  sur  la  deuxième,  de  port  el  d  aulre,  les  segmenls  OA 
el  OB.  Le  eercle  qui  passe  par  les  irois  points  U,  A,  B  coupe  de 
nouveau  la  première  droite  au  point  I?,  (;t  Ton  convient  de  dire 
cpie  le  S('i,Mnent  OP  représente  le  produit  OA  X  (JI3:  il  (aut 
ensuite  montrer  que  l'opération  qui  vient  d'être  de  la  sorte  définie 
est  bien,  ainsi  rpie  son  homonvme  sur  les  nombres,  commulalive, 
associative  et  distributive.  Le  quotient  de  deux  segments  se  définit 
d'une  manière  analogue.  Ceci  nous  amène  aux  proportions.  D(;ux 
triangles  sont  dits  semblables  quand  leurs  angles  sont  respecti- 
vement congruents;  1  existence  de  tels  triangles  est  évidente.  On 
prouve  que  leurs  côtés  sont  j)ropoitionncls,  ce  qui  conduit  natu- 
rellement au  ibéorème  de  Tbalès  et  à  ses  consécpiences.  Le  calcul 
des  segments  et  les  f|nalie  |)remicrs  groupes  d  axiomes  sullisenl 
donc  j)Our  établir  en  toute  rii;ueur  la  théorie  des  lignes  |)iop()r- 
lionnelles  de  la  Géométrie  eiiclidu-nne. 

Il  en  est  de  même  pour  la  tlu'oiic  de  l'i'cpnvalence  dans  le  plan, 
au  Chapitre  IX.  yîom\uou'>  po/y^o/tes  eqK(\'a/ents  (\v\i\  polvgones 
qui  peuvent  èlre  consuléri's  comme  sommes  algébriques  de  triangles 
en  même  nombre  et  deux  à  deux  congruents,  disposés  d'ailleui'S 
de  manière  (|uelconque.  Si  Ion  convient  (Vi\ppc\v\\  pa/d/'/i/u/io/i , 
aire  d'un  Iricuigle  le  demi-produit  de  la  base  par  sa  hauteur, 
résultat  indépendant  de  la  hase  choisie,  deux  |)olvgones  équi- 
valents ont  même  aire  et  réciproquement.  La  notion  d'aire  amène 
au  théorème  de  Pvlliagore  et  aux  carrés  construits  sur  les  cê)lés 
d'un  triangle. 

Dans  les  Chapitres  X  à  X^  ,  M.  Halsted  aborde  ensuite  la  déo- 
métri(!  de  l'espace.  liien  de  pailuulièrcmcnt  nouveau  à  signaler 
dans  l'étude  des  plans,  cpii  diilèie  peu  de  notre  cinquième  Livre 
usuel.  LeChapitie  XII  est  consacré  aux  pioljèdres  et  aux  volumes. 
De  même  cpie  les  polygones  sont  des  assemblages  de  triangles,  les 
poljèdres  sont  aussi  des  asseml)lages  de  tétraèdres,  et  c  est  par  le 
tétraèdre,  envisagé  comme  figure  ('lémenlaire,  que  railleur  com- 
mence. Dans  le  t(''traèdre,  le  produit  de  Taire  de  charpie  face  par 
la  haulriir  correspond. iiile  est  conslanl:  le  tiers  de  ce  |)i'Kliiil  sera 
ap\ic\c,pardé/ini(io/i,  le  vo/u/ncdu trtracdrc.  Quand  un  it'traèdre 
est  coii|)é  par  un  plan  renfermant  un  sommet  (section  trans- 
versale), son  volume  est  la  somme  îles  volumes  des  tt'-lraèdres 
parlicU,   cl   hi   section  d  un  léiraèilie  par  un   plan  (pieleomjue  peut 
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être  ramenée  à  une  suile  de  seclions  transversales.  Celte  |)ro po- 
sition avait  déjà  été  utilisée  par  M.  Veronese  (Institalo  \  eiicto, 
1894-1895). 

Donc,  si  un  tétraèdre  est  partagé  d'une  façon  cpielconque  en  un 
certain  nombre  fini  de  tétraèdres,  son  volume  est  aussi  la  somme 
de  leurs  volumes.  L'auteur,  suivant  lu  méthode  de  M.  Sclialu- 
novsky,  d'Odessa,  examine  successivement  clans  tous  leurs  délails 
quatre  modes  de  division  particuliers;  la  division  la  plus  g^'iu  raie 
peut  être  obtenue  au  moyen  de  ces  derniers,  et  il  en  est  de  même 
pour  un  polyèdre.  Au  sujet  du  prismatoïde,  d'oij  l'on  déduira  faci- 
lement ensuite  le  prisme  et  le  tronc  de  la  pyramide,  on  démontre 
la  formule 

V=  ^(B-i-3S), 

dans  lacpielle  a  représente  \n  hauteur,  B  la  base  cl  S  la  section 
parallèle  à  cette  base  menée  au\  deux  tiers  de  la  hauteur.  (>ette 
formule  est  beaucoup  plus  simple  cpie  celle  dont  nous  avons  I  ha- 
bitude de  nous  servir,  et  il  pourrait  être  avantageux  de  lintiodiiire 
dans  la  |)ratique.  Nous  voulons  même  aller  plus  loin.  On  sait 
combien  il  est  difficile  de  faire  pénétrer  dans  les  jeunes  cerveaux 
la  démonstration  compliquée  du  théorème  sur  l'équivalence  de 
deux  ()yramides  triangulaires;  cela  seul,  à  notre  avis,  sufliriiit 
pour  condamner  la  méthode.  Beaucoup  d'esprits  sérieux  n'ont  pas 
craint  de  l'aflirmer  hautement,  et,  au  lieu  deinasipier  par  des  arti- 
fices cousus  de  fil  blanc  une  intégration  inévitable,  ne  vaut-il  pas 
mieux,  et  n'est-il  pas  plus  conforme  à  la  \raie  doctrine  de  rensei- 
gnement rationnel  de  définir  le  volume  de  la  j)yiamide  par  son 
expression  même?  A  ce  point  de  vue,  la  lecture  de  l'Ouvrage 
rcmarrpiabh'  (pic  nous  analysons  est  de  nature  à  [)ro\o(]uer  de 
sérieuses  rc'tlçxions. 

Les  Chapitres  XTII  et  XIV  nous  donnent  l'étude  de  la  sphère, 
du  cylmdi-c  cl  du  cône,  avec  l'expression  de  leurs  surfaces  et. 
volumes.  [*our  les  volumes,  on  fait  usaiie  de  l'axiome  de  Cava- 
lieri  :  Si  deux  solides  compris  entre  deux  plans  parallèles  sont 
coupés  par  un  plan  quelconque  parallèle  aux  deux  premiers 
suivant  des  aires  égales,  ils  ont  même  volume. 

Chapitre  XV  :  Sphérique  pure  ou  Géométrie  à  deux  dimen- 
sions sur  la  sphère.  —  Ce  Cha|)ilre  est  un  des  plus  intéressants  du 
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Livre  et  l'un  de  ceux  qui  nous  aident  le  mieux  à  saisir  la  pensée  de 
l'auteur,  pensée  magistralement  rendue  dans  le  beau  Mémoire  pré- 
cédemment cité,  Non  E uclidean  Spherics  (Congrès  de  Saint-Louis 
1904).  La  création  de  la  Géométrie  non  euclidienne  ayant  mis  en 
évidence  l'indépendance  de  la  Trigonomélrie  sphérique  à  l'égard  du 
postulat  des  parallèles,  la  Géométrie  des  figures  tracées  sur  la 
sphère,  ou  Sj)héricpie  pure,  ne  peut  èlre  que  non  euclidienne.  Ceci 
montre  la  nécessité  de  s'affraucliir.  si  l'on  veut  la  traiter  convena- 
blement, de  tout  théorème  de  Géométrie  ordinaire  solide  qu'on 
transporterait  ensuite  à  la  surface  de  la  sphère.  Donc,  plus  de 
ligne  droite,  plus  de  grand  cercle,  mais  à  leur  place  un  être  géo- 
métrique nouveau  qui  n'est  autre  que  la  géodésique  sphérique  et 
que  M.  Halsted  nomme  straighlesl  (').  On  pourrait  la  définir 
comme  la  ligne  que  déterminent  deux  points  suffisamment  rap- 
prochés; mais,  ce  dernier  terme  n'étant  pas  clair,  l'auleur  préfère 
lui  substituer  l'axiome  d'association  : 

1.  —  A  tout  point  A  on  peut  associer  un  point  B  et  y\n  seul  qui 
avec  A  ne  déteiniine  pas  une  slraiglilest.  H  est  dit  opposé  à  A. 

Les  trois  points  A,  B,  C  d'un  certain  circuit  présentent  ou  ne 
présentent  pas  d'ordre  déterminé  suivant  (pie  le  circuit  est  ou- 
vert ou  ieriiK' :  de  là  les  trois  axiomes  d  ordre  : 

IL  —  1.  Aucun  point  de  la  sphère  n'est  entre  deux  points 
opposés. 

2.  Aucun  point  n'est  entre  son  opposé  et  un  troisième  point. 

3.  Entre  deux  points  non  {)|)|)osés  il  v  a  toujours  un  troisième 
point. 

Ces  axiomes  sont  complétés  par  si\  atilros  dont  plusieurs  sont 
analogues  aux  axiomes  de  l'ordre  sur  le  plan.  \  ieiiiient  onsiiile  les 
axiomes  de  congruence.  La  théorie  des  triangles  s|)héritpies,  con- 
griients  ou  svinétri(pies,  est  traitée  avec  beaucoup  tie  soin,  et 
suivie  de  la  notion  d  éi|uivalence,  d'après  l.i  inèiiie  iiK-lhode  (jiie 
sur  le  plan.  De  l'étude  des  polygones  sphéricpics  ou  peu!  déduire 
celle  des  angles  polyèdres,  ou  angloïiles,  pai-  nue  \o\r  loiiic  natu- 
relle. 

Trois  ?Soles  terminent  le  l.i\rc  d  xmt  rfl;ili\  l••^  à  nu  théorème 
de  l'ordre  au  compas,  et  à  la  solution  ties  problèmes. 

(  '  )  Ce  mol  est  iiiipossiljle  à  traduire  en  Iriimais  antreiiicnt  que  par  un  néolo- 
gisme :  nous  proposerions  reclc. 
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On  voll  par  cet  exjDOsé  combien  TOuvrage  de  M.  Halsted  est 
curieux  et  intéressant  ;  indépend;iniment  de  sa  portée  philoso-; 
phiqiie,  il  constitue  une  tentative  de  vulgarisation  méritant  un 
sérieux  examen.  Beaucoup  d'excellentes  idées  peuvent  lui  être 
empruntées  et  introduites  avec  profit  dans  notre  enseignement 
élémentaire,  sans  qu'il  soit  pour  cela  besoin  de  rien  modifier  aux 
programmes  actuels;  le  choix  intelligent  et  judicieux  des  profes- 
seurs saurait  bien  suffire.  Il  convient  donc  de  féliciter  hautement 
de  son  initiative  le  savant  géomètre  de  Greelej  et  de  le  remercier 
du  service  que  son  Livre  nous  aura  rendu. 

P.  B.VRBAuiN  (Bordeaux). 


G.  DARBOUX.  —  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  coordon- 
Ni^îs  curvilignes.  Tome  I.  Grand  in-8.  Paris,  Gauthier-Villars,  1898. 

On  sait  comment  l'étude  de  la  Chaleur  et  celle  de  l'Elasticité 
ont  conduit  Lamé  à  concevoir  les  systèmes  orthogonaux  dans 
l'espace  et  à  établir  sur  de  tels  systèmes  des  systèmes  de  coordon- 
nées ponctuelles.  La  théorie  de  l'Elasticité  n'a  peut-être  pas  profité 
autant  qu'on  aurait  pu  l'espérer  de  l'idée  de  Lamé,  car  l'existence 
d'un  trièdre  trirectangle  remarquable  tel  que  celui  des  axes  |)rin- 
cipaiix  d'élasticité  ne  suffit  mallieui-eusement  pas  pour  assurer 
celle  d'un  système  triple  orthogonal.  Mais  l'idée  de  Lamé  a  eu  du 
moins  le  résultat  de  poser  en  Géométrie  un  problème  de  tout  pre- 
mier ordre  qui,  par  son  degré  de  difficulté,  par  !a  multiplicité  des 
questions  qu'il  évoque,  rivalise  avec  les  plus  ardus  et  les  plus  (é- 
coiids.  D'habiles  géomètres  conlemporaius  y  ont  apporté  leur 
contribution.  Après  Lamé,  on  peut  citer  Dupin,  J.-A.  Serret, 
Bonnet,  Boii(|uet,  JosepI»  Bertrand,  Maurice  Levy,  Coinbcscure, 
Cayley,  A\  illiams  Boberts,  Bibaucour,  Bou(jucl,  ISianclii,  sans 
compter  l'auteur  lui-même  du  |)résent  Ouvrage,  (|ui,  dans  sa 
Thèse  inaugurale,  introduisit  déjà  dans  la  question  des  éléments 
essentiels.  11  lui  appartenait  de  réunir  en  un  corps  homogène  l'en- 
semble des  résultats  acquis  à  ce  grand  problème. 
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1.     Pour     qn'imr»    famille     de   siii-faces    représentée     par     une 

équalion 

u(x,  y.  z)  =^  'j.  ^  const. 

soit  wuQ  faïuilln  (le  Lamé,  c  est-à-clire  soil  1  une  <lcs  trois  familles 
d'un  système  triple  orthogonal,  il  tant  (jue  u^  considérée  comme 
fonction  de  ^,  JK,  ^,  vérifie  une  certaine  écpiation  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre.  Ce  résullal  capital  fui  obtenu  pour 
la  |)remière  fois  par  M.  Daihoiix  liii-mèmc  en  i  8'J(>,  dans  sa  Thèse 
de  doctoral.  La  première  Parlie  du  Li\re  actuel  (qui  en  comprend 
deux)  est  consacrée  à  celle  équation  du  troisième  ordre,  à  l'exa- 
men des  formes  variées  qu'on  peut  lui  faire  prendre,  et  à  la  dédiic- 
lion  des  diverses  solutions  du  pioblème  qui  se  lallaclicnt  le  j)lus 
directemenl  à  chacune  de  ces  formes. 

La  première  forme  (pie  donne   l'auteur  met  en  jeu    un  svndjo- 
lisme  s})écial  :  en  posant 


Ou 

à 

du     à           au    à 

Ou—    — 

0:c 

ax 

Or  (>y        fJz    Oz 

du 

1)11 

Ou                         à-  u 

Ux-- 

~   (JX* 

'~  ^'y 

"i 

=  —,            «11=  -— - 
Oz                           O.r- 

A/A 

ali 

ik aO„.M/., 

on  trouve  que  l'équation  du  troisième  ordre  se  nicL  sous  la  forme 
du  déterminant  nul 
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Comme  |ireniièie  application,  cette  éipiation  jtcrmet  de  retrouver 
aisémenl  les  résultais  dus  à  M.  IJouipiet  sur  les  tamilles  de  Lamé 
dont  l'c'fpialion  a  la  foinie 


\  (  .r  j  -H  \  {Y  )  -i-  Z  (  -  I 


const. 


Une  seconde  forme  tie  l'équation  du  troisième  ordre  est  celle 
qui  a  été  trouvée  jku-  Caviev  et  qui,  dans  le  d('-lerminanl  précé- 
dent, fait  intervenir,  lui  lieu  des  A/^^  les  H/a  dérivées  partielles  du 
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second  ordre  par  rapport  a  .r,  y,  z     H,,  = '  Hio  = ,  •••  ) 

'  '  '  '  "^  '        ^.  à.v-  '       àx  ôy  j 

de  la  foncliou 

H  = 


/(«l/--^  '  «2,)-H-  l«3)- 


M.  Darboux  (ail  la  remarque  que  sous  celle  forme  Téqualion 
du  troisième  ordre  n'est  autre  que  le  déterminant  égalé  à  zéro 
des   six  dérivées  jjarlielles   du   second  ordre  des  six   lonctions  H, 

x''- -^  y- ^- •)P- 

>  ux,  uy^  az-,  n. 

Après  avoir  présenté  quelques  remarques  sur  les  caractéristiques 
de  celte  équation,  l'auteur  fait  observer  qu'elle  rend  intuitive 
l'existence  de  certaines  solutions  du  problème  et  cpie  toute  famille 
de  plans,  toute  famille  de  sphères  est  une  famille  de  Lamé.  Du 
reste,  l'inversion  permet  de  passer  de  l'un  de  ces  deux  cas  à  l'autre. 

2.  Le  cas  d'une  famille  de  plans  est  des  plus  sim|)Ies.  Il 
donne  comme  surfaces  orthogonales  les  surfaces  moulures  géné- 
rales, engendrées  chacune  par  un  profil  de  forme  invariable  tracé 
dans  le  plan  mobile.  Ces  profils  forment  dans  le  plan  lui-même 
un  système  double  orthogonal. 

Le  cas  d'une  famille  de  sphères  donne  lieu  à  une  notion  inté- 
ressante due  à  M.  Rouquet,  celle  des  familles  de  sphères  simi- 
laires. Si  (a,  bj  c,  r)  sont  les  coordonnées  du  centre  et  le  rajon 
d'une  sphère,  (a',  6',  c',  ;•')  les  éléments  analogues  d'une  sphère 
d'une  famille  similaire  de  la  famille  dont  fait   partie  la  pi-emière, 

on  a 

dai  _  db[  _  dci  _  /'i 
da  db         de         r 

Quand  on  connaît  une  famille  particulière  de  sphères,  on  peut, 
sans  intégration,  trouver  l'ensemble  ties  familles  similaires.  Parmi 
les  familles  similaires,  il  y  en  a  toujours  une  infinité  dont  les 
sphères  passent  par  un  point  fixe  et  qui  se  présentent  ainsi 
comme  les  inverses  d'une  famille  de  plans. 

L'auteur  complète  ce  sujet  en  faisant  voir  que  la  détermination 
des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  sphères  donnée  se 
ramène  à  l'intégration  de  deux  équations  de  Riccali.  Il  étend 
ensuite  tous  ces  résultats  au    cas  des  sphères  dans  un  espace  à 
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n  dimensions, proljlèmequi  avait  déjà  altiré  l'attention  deO.  Bonnet 
et  de  J.-A.  Serret,  à  l'occasion  des  surfaces  dont  les  lignes  de 
courbure  d'une  famille  sont  spliériques. 

3.  La  seconde  forme  de  re;(|ualion  du  troisième  ordre  que 
nous  avons  signalée  plus  haut  permet  de  mettre  en  évidence  ce 
lait  important  (pic,  si  l'on  considère  l'équation  du   picniier   ordre 


(où  C2,  C2,,  o^,  '-53,  C5/,  sont  des  fonctions  ipielconques  de  ?/),  toutes 
les  solutions  de  cette  équation  (E)  vérifient  Téqualion  du  troi- 
sième ordre,  en  sorte  (jue  l'intégration  de  cette  équation  du 
premier  ordre  (E)  fournira  toute  une  classe  de  familles  de  Lamé 
et  de  systèmes  triples.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  sur- 
faces parallèles  pour  lequel  tous  les  cp  sont  nuls  saurcp.j=  i.  Mais 
il  y  a  \\n  cas  particulier  moins  banal  et  dont  la  considération  inté- 
resse le  cas  général,  c'est  celui  où  tous  les  cp  sont  constants.  Ce 
cas  a  été  considéré  par  Ribaucour;il  se  trouve  décrit  dans  la 
proposition  suivante  : 

Étant,  données  une  surface  quelconque  (S)  et  une  sphère  (S) 
réelle  ou  iniaij;inaire,  on  construit  tous  les  cercles  normaux 
ù  (S)  et  à  (S).  Tous  ces  cercles  sont  orthogonaux  à  une  famille 
de  surfaces  (S')  dont  {"^j  fait  partie  et  qui  est  une  famille  de 
Lamé.  On  peut  construire  par  points  chaque  surface  (S')  en 
déterminant  sur  chaque  cercle  le  point  oii  il  est  normal  à  (S), 
les  deux  points  où  il  est  normal  à  (S)  et  en  construisant  le 
quatrième  point  cjui  forme  aK'Cc  les  trois  précédents,  pris  dans 
le  même  ordre,  un  rapport  anharmonique  constant . 

Il  est  clair  que,  poui"  avoir  les  surlaces  des  ileux  autres  familles, 
il  faudra  associer  tous  les  cercles  normaux  (pii  coupent  une  même 
ligne  de  courbure  de  (S).  Ces  surfaces  ont  naturellement  une 
famille  de  lignes  de  courbure  circulaires. 

M.  Darboux  introduit  ici  la  remarque  (pie  la  transfoi  inali(>n  (pii 
fait  passer  dune  surface  (-)  à  une  surface  {^' )  est   une   Iransfor- 
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malion  de  contact,  et  qui  plus  est,  une  transformation  de 
contact  (|ui  conserve  les  lignes  tic  courbure,  c|ui  transformera,  par 
conséquent,  une  sphère  en  une  sphère. 

Une  cyclide  de  Dupin  sera  aussi  transformée  en  une  cyclide  de 
Dupin  et,  si  l'on  prend  pour  la  surface  (S)  une  telle  cyclide,  on  voit 
aussitôt  que  la  famille  de  Lamé  correspondante  sera  tout  entière 
formée  de  cyclides  de  Du|)in;  il  y  a  même  plus  :  on  peut  se 
rendre  compte  que  les  surfaces  des  deux  autres  familles  seront 
aussi  des  cyclides  de  Dupin.  Il  existe  ai^isi  nn  système  triple 
orthogonal  exclusivement  composé  de  cyclides  de  Dupin. 

Un  cas  spécial  avait  été  déjà  signalé  pai-  M.  Williams  Roberts; 
l'auteur  l'exjjose  en  une  forme  purement  géométrique  d'une  rare 
élégance. 

4.  Du  moment  où  la  transformation  de  Ribaucour  conserve 
les  lignes  de  courbure,  elle  i-entre  dans  la  catégorie  générale  des 
transformations  de  contact  qui  possèdent  cette  propriété  et  que 
Sophus  Lie  a  déterminées.  Une  telle  transformation  se  ramène  à 
la  transformation  (L)  de  Lie  qui  change  les  droites  en  sphères  et 
à  une  transformation  par  homographie  ou  par  réciprocité.  Ces 
considérations  donnent  à  penser  qu'il  y  aurait  profit  à  introduire 
dans  la  question  les  six  coordonnées  hexasphériques  surabondantes 
d'une  sphère.  Les  transformations  de  contact  les  plus  générales 
qui  conservent  les  lignes  de  courbure  se  représentent  alors  par 
les  substitutions  linéaires  elTeciuées  sur  ces  six  coordonnées  qui 
conservent  la  relation  quadratique  existant  entre  ces  coordonnées. 
Cela  étant,  et  ces  nouvelles  variables  étant  introduites  dans  l'équa- 
tion (E),  la  détermination  d'un  système  de  sj)lières  (pii  en  est 
l'intégrale  complète  s'efl'ectue  au  moyen  de  l'intégration  d'un 
système  de  six  équations  différentielles  (F)  linéaires  et  du  pre- 
mier ordre  admettant  une  intégrale  quadratique.  La  méthode 
habiluellement  suivie  pour  déduire  une  intégrale  générale  de 
l'intégrale  complète  s'appli(|ue  ici  et  l'on  obtient  ainsi  cette  pro- 
position : 

Étant  donnée  une  surface  (i:),  a/>pli(ju<ins-lui  les  transfor- 
mations de  contact  qui  consen-ent  les  lignes  de  courbures  et 
qui  dépendent  de  quinze  constantes. 

En  intégrant  certains  systèmes  d'équations  différentielles 
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telles  que  CF),  on  pourra  former  avec  ces  surfaces  une  infinité 

de  familles  de    Lamé,    qui    dépendront   de   quatre  fonctions 

arbitraires  cV une  variable  et  pourront  comprendre  la  surface 

proposée. 

Liulerprclation  yéomélrique  de  ré(|iialion  (E)  est  des  plus 
rcniiirquables;  elle  se  rai  tache  à  la  considération  des  cercles  oscu- 
lateiirs  des  courbes  irajecloires.  On  remarque  d'abord  que,  si  dn 
est  la  petite  longueur  interceptée  sur  la  normale  par  la  surface 
in(ii)iincnl  voisine  du  sjslrme,  on  a 

H  =:  —  , 
du 

en  sorte  que  donner  H  revient  à  donner  cette  surface  voisine  et  par 
suite  la  loi  de  succession  des  surfaces  de  la  famille.  D'autre  part, 
si  l'on  considère  la  courbe  H=C()nsl.  sur  la  surface  (S),  la  nor- 
male principale  du  cercle  osculaleur  de  la  trajectoire  est  nor- 
male à  cette  courbe;  enfin,  en  désij;nant  par  oll  la  variation  de  H 
si  l'on  se  déplace  sur  celte  normale  principale,  on  aura,  p  étant  le 
rajon   de  courbure  de  la  trajectoire, 

^  -_  1  il! 

p  H    os 

Il  ressort  donc  de  là  avec  précision  que  les  éléments  du  second 
ordre  ne  dépendent  que  des  valeurs  de  H  sur  la  surface  (S). 

L'auteur  aboutit  en  outre  à  cette  conclusion  :  Les  cercles  oscu- 
Lateurs  des  trajectoires  orthogonales  aux  points  oii  elles  cou- 
pent une  même  surface  (ï)  de  la  famille  sont  orthogonaux  à 
une  sphère  fixe  qui  peut  varier  d'ailleurs  quand  on  passe 
d' une  surface  de  la  famille  à  une  autre. 

On  voit  donc  que  le  cas  général  de  l'équation  (E)  où  les  ts  sont 
tous  variables  résulte  du  cas  particulier  où  ils  sont  constants  par 
voie  d'enveloppe,  puisque  les  cercles  osciilaleurs  du  cas  général, 
quand  on  prend  tous  ceux  (jui  correspontlciit  aux  points  de  ren- 
contre des  trajectoires  avec  une  même  surface  (i]),  forment  préci- 
séuicnt  le  système  de  cercles  rencontré  dans  le  cas  |)artirulier  de 
Ribaucour. 

Par  le  moyen  des  transformations  inliuitésimales,  M.  Darboux 
met  celte  relation  remarquable  entre  le  cas  particulier  et  le  cas 
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géoéral  dans  un  jour  saisissant.  Considérons  !a  transformalion  de 
Ribaucour  ci-dessus,  qui  se  définit  au  moyen  d'une  sphère  (S), 
qu'on  peut  appeiev principale,  et  d'un  rapport  anharmoni((ue  :  à 
tout  point  M  d'une  surface  (!S)  on  fait  ainsi  correspondre  un 
point  (M')  d'une  surface  (!]')  de  façon  que,  sur  le  cercle  normal 
à  (S)  et  normal  en  M  à  (S),  les  points  M,  M'  forment  avec  les 
points  A.,  B  où  le  cercle  coupe  (S)  un  rapport  anliarmonique 
donné  o.  Si  o  est  voisin  de  i  ,  la  translorniation  est  infinitésimale. 
Alors,  pour  construire  les  surfaces  de  Lamé  correspondant  à 
l'équation  (E),  la  plus  générale,  on  prend  une  surface  (il)  quel- 
coiK|ue  et  une  succession  de  sphères  infiniment  voisines  (Sq), 
(S|),  (So),  .•••  On  effectue  la  transformation  de  (S)  en  (-1)  au 
moyen  de  la  sphère  principale  (Soj,  puis  de  (S,)  en  [^2)  au 
moven  de  (S()  et  ainsi  de  suite;  on  obtient  ainsi  la  suite  des  sur- 
faces (  S),  (Hi),  (So),  ...,  qui  forment  la  famille  de  Lamé. 

o.  Dans  le  quatrième  Chapitre,  l'auteur  poursuit  l'étude  des 
diverses  formes  que  peut  recevoir  l'équation  du  troisième  ordre  : 
deux  de  ces  formes  ont  été  données  plus  haut.  Dans  la  seconde 
l'invariant  H  intervient  par  ses  dérivées  secondes.  Mais  on  peut 
faire  intervenir  d'une  autre  façon  l'invariant  H  et  donner  ainsi 
en  fait  une  autre  forme  à  l'équalion  du  troisième  ordre. 

Soient  p  et  p,  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  >uv  la 
surface  (S)  faisant  partie  d'une  famille  de  Lamé;  on  sait  cpn;  les 
coordonnées  x^y^z  d'un  point  de  la  surface  et  [x-  -^y--^  z-) 
vérifient  une  même  équation  de  Laplace,  de  la  forme 

(  G  )  - — r—  =  a h-  ù  —  : 

le  théorème  consiste  en  ce  que  du  ==  H  du  est  aussi  une  solulion 
de  cette  équation.  Si  l'on  observe  que  le  carré  de  la  distance  du 
pointée,  JK,  ^  à  m»  point  fixe  ( Xo,  jKoi  -^0)  est  une  fonction  linéaire 
de  x--i-y-  + ^-,  X,  jK,  ^,  ij  q>ii  sont  cinq  solutions  de  (G),  on 
peut  dire  c|ue  Yldu  vérifie  la  même  équation  de  Laplace  que  le 
carré  de  la  dislance  d'un  point  M  de  la  surface  à  un  point  i\xe 
quelconque.  Celle  remarque  est  une  clé  <|ui  ouvre  laccès  à  un 
grand  nombre  de  résultais,  les  uns  déjà  connus,  connue  «'rlui  (lui 
concerne  les  syslèmes  cycliques  de  Ribaucour,  les  autres  nou- 
Bull.  des  Sciences  niatlieni.,  2'  série,  l.  \\\I.  (Décembre  :'jo-.)  :i5 
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veaux.  A  cette  même  propriété  se  rattache  aisément  l'équation  du 
troisième  ordre  formée  par  M.  Maurice  Levj  (')  dans  Thypollièse 
où  l'on  suppose  l'une  des  coordonnées,  z  par  exemple,  exprimée 
en  fonction  des  deux  autres  coordonnées  x^  y  et  du  paramrtre  u 
de  la  famille.  En  premier  lieu,  si  l'on  |)rend  c[\,  y  comme  variables, 
il  est  aisé  de  former  Térpiation  de  Laplace,  (pii  admet  les  cinq 
solutions  x.y^  z,  x--{-y--{-  ^-  et  i  ;  on  trouve 

[{l-\-  (-j^)s  -  pqt]  —-  -h  [i  i  ^  p-^  )  t  —  {i  -^  q-^  )  r] 


ôx-  '^  ^    ^   '    ^  dx  dy 


On  obtient  ensuite  aisément  la  valeur  de 


du 


s/  \-^p-~-q'^ 


Il  ne  reste  j)lus  qu'à  exprimer  que  H  vérifie  l'équation  de 
Laplace  pour  obtenir  l'équation  de  M.  Maurice  Levy. 

M.  Darboux  fait  ici  une  remarque,  à  savoir  que  l'équation  ainsi 
obtenue,  où  H  seul  changera,  s'applique  au  cas  où  x^y^  z  seraient 
des  coordonnées  relatives  à  des  axes  qui  seraient  les  mêmes  pour 
tous  les  points  d'une  même  surface,  mais  qui  varieraient  avec  u. 
De  celte  remarque  si  simple  M.  Darboux  en  lire  une  méthode 
pour  étudier  les  familles  de  Lamé  qu'on  peut  obtenir  par  le 
simple  déplacement  d'une  figiu*e  tie  forme  invariable. 

L'auteur  termine  ce  Chapitre  en  donnant  une  quatrième  forme 
de  l'équation  du  troisième  ordre  relative  au  cas  où  la  famille  est 
définie  par  \\\\(i  équation  im|)licile 

o{x,  K,  -:,  îO  =  o. 

Le  résultat  n'est  pas  beaucoup  plus  compliqué  cpic  dans  le  cas 
où  l'équalion  est  résolue  par  l'apport  à  u. 

0.  Dans  le  (.chapitre  suivant  (^Chapitre  \'\  lautcnr  utilise  cette 
forme  d'équalion  ])our  étudier  ce  pi-oblème  importaiil  :  trouver  les 
familles  de  l^amé  conqiosées  de  cpiadricpios.  Il  considère  il'abord  le 

(')  Comptes  rendus,  l.  L\\^ll. 
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cas,  en  apparence  Lrès  spécial,  où  les  qiuitiriques  ont  les  mêmes 
plans  de  symétrie  el  retrouve  la  condition  de  M.  Maurice  Levy,  à 
savoir  :  que  le  lieu  des  ombilics  doit  être  une  trajectoire  ortho- 
gonale de  ces  surfaces. 

Du  reste,  M.  Maurice  Levv  a  d'une  ("açon  «énérale  montré  que 
le  lieu  des  ombilics  des  surfaces  d'une  famille  de  Lamé  est  une 
trajectoire  orthogonale  de  ces  surfaces.  Il  en  résulte  aussitôt  que, 
si  des  quadriques  forment  une  surface  de  Lamé,  leurs  plans  prin- 
cipaux coïncident,  en  sorte  que  le  cas  particulier  envisaj^é  au 
début  était,  au  fond,  le  cas  le  plus  général. 

Généralisant  ces  résultats,  M.  Darboux  fait  voir  que,  si  une  sur- 
face de  Lamé  est  cotnposée  de  surfaces  ayant  chacune  un  plan  de 
symétrie,  tous  ces  plans  de  symétrie  coïncident.  Il  y  a  toutefois 
un  cas  spécial  qui  fait  exception. 

i^a  symétrie  étant  un  cas  particulier  d'inversion,  un  théorème 
analogue  existe  qui  concerne  les  familles  de  Lamé  composées  de 
surfaces  anallagmatiques.  Ces  surfaces  ont  les  mêmes  sphères 
principales,  sauf  exception  qu'on  peut  prévoir.  L'auteur  termine 
ce  Chapitre  en  résolvant  le  problème  suivant  : 

On  considère  les  surfaces  lieux  des  points  dont  la  somme  ou 
la  différence  des  distances  à  deux  surfaces  fixes  (A),  (H)  est 
constante  ;  ou  obtient  ainsi  un  système  de  deux  familles 
orthogonales;  peut-il  exister  une  troisième  famille  ortho- 
gonale à  ces  deux  premières  et  formant  ainsi  avec  elles  un 
système  triple  orthogonal?  M.  Darboux  l'emarque  que,  si  l'on 
considère  un  point  M  et  les  normales  issues  de  M  sur  (A)  et  (  B), 
la  surface  (S)  du  troisième  système  qui  passe  en  M  doit  contenir 
les  normales  et,  par  conséquent,  les  surfaces  (S)  sont  des  (pia- 
driques.  Le  problème  rentre  ainsi  dans  l'objet  même  du  Chapitre. 

7.  l^a  première  Partie  se  clôt  par  un  sixième  Chapitre  qui  traite 
de  l'extension  des  considérations  précédentes  au  cas  de  l'espace 
à  n  dimensions. 

L'auteur  rappelle  d'abord  les  coordonnées  elliptiques  généra- 
lisées que  Jacobi  a  fait  connaître  aux  Vorlesungen ;  il  donne 
ensuite  un  second  exemple  auquel  on  est  conduit  par  i\\\g  exten- 
sion des  coordonnées  surabondantes  liexasphéri(pics  et  où  (igurcnl 
les  n -\- %   variables    homogènes  jKnjKa?  •••)jK«  +  ;>i   liées  par  l'é- 
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quation 

JÎ— r|-^■••-+-J^'«^2  =  o• 
Les  coordonnées   elliptiques   nouvelles   sont  alors   définies   par 
l'équation  * 

nH-2 

A^  A  —  (li 
1 

Si  l'on  pense  que  les  j'/ s'expriment  en  fonction  des  n  coordon- 
nées rectangulaires  ordinaires  x^^  x-^-,  •  •  • -,  Xn  par  des  formules 
linéaires  en  ^, ,  Xo,  .  .  • ,  J?«  et  {^x'\  -h  .ri;  -h  ...  H-  X'^-,  on  reconnaît 
que  l'équation  précédente  contient  les  coordonnées  .r,,  x^^  ...,  x,i 
au  ([ualrième  degré. 

L'auteur  passe  ensuite  au  cas  le  plus  général  et  constate  aussitôt 
que  des  différences  essentielles  se  présentent  au  regard  du  ras  de 
trois  variables. 

Par  exemple,  on  peut  bien,  sur  toute  surface,  définir  {n  —  i) 
familles  de  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  à  angle  droit  en  tout 
point  de  la  surlace;  mais  si,  pour  cha([ue  famille  F/  de  ces  lignes, 
on  considère  le  système  S/  des  (/^  —  i)  équalions  différentielles  qui 
lui  correspond,  il  est  nécessaire,  pour  que  la  surface  fasse  partie 
d'un  système  (/iP^")  orthogonal,  que  si  Ton  associe  (n — 2)  des 
(/i  —  i)  systèmes  d'équations  S/,  ces  (/i  —  2)  systèmes  aient  tou- 
jours une  intégrale  en  commun.  Lorsqu'une  pareille  circonstance 
se  présentera,  on  dira  que  les  lignes  de  courbure  sont  coordonnées. 
Cette  condition  suffit,  d'ailleurs,  pour  que  la  surface  fasse  partie 
d'un  système  orthogonal. 

Une  application  immédiate  consiste  à  généraliser  le  problème 
que  Bouquet  et  J.-A.  Serrct  s'étaient  |)0sé  et  à  trouver  une  famille 
d'un  système  orthogonal  où  l'on  Tuiait 

K  =  X,  -(-  X,  -4-.  .  .-^  X„  =  ciiiist., 

\i  ne    déj,>ciidaiit  (|ue    de  x/.    AL  Daiboux   développe   à    Ibnd  ce 
problème;  il  y  trouve  des  résultats  du  plus  grand  intérêt. 

8.  L'Ouvrage  comporte  une  seconde  Partie,  (pii  traite  particu- 
lièrement des  cuordonnées  curvilignes. 

Reprenant  parla  mélliode  de  Lamé  1  étude  générale  (déjà  traitée 
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par  liiuleur  en  1866  et  18-8  )  des  cooi'données  curvilignes  ortho- 
gonales à  II  variables.  I "aiileur  introduit,  à  côté  des  invariants 
classiqnes  H,  de  Lamé,  les  fonctions  |j//i,  à  deux  indices,  définies 
par  les  éf|ualions 


f'i 


OÙ  0,,   Go,    ...,  p//  sont  les  n  paramètres  des  coordonnées  curvi- 
lignes :  il  introduit  aussi  les  fonctions 


H/,  dp/,  au 

lormules  où  il  faut  tour  à  tour  remplacer  u  parxi,  ^21  •••5  ^m 
et  simultanément  La  par  X,a,  Xo/; X,^a- 

Les  n-  fonctions  L/;  sont  les  coeKîcients  d'une  substitution 
orlliogonale  et  vérifient  un  svstènie  linéaire  du  premier  ordre  d'é- 
quations difl'érenlielles  (pie  j'ap|)ellerai,  pour  abréger,  S(U),  et 
diiiit  les  |3//,   sont  les  roelficients. 

La  compatibilité  des  équations  S(L)  enliaîne  |)Our  les  ^S/a-  im 
svstème  S  (S)  d'équations  difiérentielles  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré,  par  rapport  aux  dérivées  partielles  des  |j/a-  Toutes 
les  solutions  des  équalions  -(L)  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par 
une  substitution  orthogonale,  fait  entièrement  analogue  à  celui 
d'après  lequel,  lorsque  tians  un  mouvement  à  [)lusieurs  paramètres 
les  rotations  sont  données,  le  mouvement  est  détermiiH". 

Ensuite,    les   équations    3,a  =  rv- font    connaître   les   IL  : 

'  '  H,    0  r>i  ' 

seulement  ici  des  (onctions  arbitraires  s'introduisent  au   cours  de 

rinlégration.  Il  en  lésulle,   remar<pic  déjà  faite  par  Combescure 

dans  le  cas  de  trois  variables,  que  d  un  svstème  lrij)le  orthogonal 

donné  on  en  |)eut  faire  dériver  une  iiilîniti'  d'autres  pour  les(piels 

les  [j/A   et  les  La  seront  les  mêmes  (pie  pour  le  |)ropos('',   mais  où 

les  Ha  seront  différents. 


9.  Eu  dehors  des  applicntions  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique 
mathématique,  les  systèmes  orthogonaux  à  n  variables  peuvent 
avoir  leur  utilité  dans  la  recherche  des  systèmes  triples  orthogo- 
naux. L'auteur  donne  une  incmièio  idée  de  la  manière  dont  cela 
peut  se  (aire  par  la  considération  de  la  représentation  sphéricpie 
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et  en  s'aid.inl  dune  inversion.  Mais  cette  méthode  n'est  pas  la 
seule.  Par  exemple,  si  l'on  mène  des  sphères  tangentes  à  une  sur- 
face fixe  et  à  une  sphère  fixe,  et  que  l'on  fasse  se  correspondre  sur 
les  deux  surfaces  les  points  de  contact  siiiiultanés,  aux  lignes  de 
conibiirc  (]e  la  surfnce  il  correspond  sur  la  sj)lière  un  réseau 
orthogonal.  Cette  propriété  |)eut  être  étendue.  M.  Daiboux  fait 
voir  que  les  surfaces  tracées  dans  un  es|)ace  à  n  dimensions,  pour 
lescpielles  les  lignes  de  courbure  sont  coordonnées  {voir  plus 
haut),  se  ramènent  en  première  analyse  à  la  détermination  de  tous 
les  systènies  orthogonaux  dans  l'espace  à  {n  —  i)  dimensions  :  c'est 
la  considération  de  la  représentation  sphérique  généralisée  qui 
facilite  l'accès  de  cette  conclusion. 

10.  On  sait  quel  parti  M.  Darboux  a  tiré,  dans  ses  Leçons  sur 
la  théorie  des  surfaces,  de  lemploi  d'un  trièdre  Irirectangle  mo- 
bile. Dans  le  problème  des  coordonnées  orthogonales,  le  trièdre 
formé  par  les  normales  aux  surlaces  de  coordonnées,  qui  sont  aussi 
les  tangentes  aux  courbes  de  coordonnées,  s'offre  naturellement 
pour  appliquer  cette  méthode.  Comme  on  pouvait  s"v  attendre, 
d'après  ce  qui  précède,  les  translations  du  trièdre  se  réduisent iiux 
H/  et  les  rotations  aux  ji,/;.  en  sorie  que  le  système  d'équations 
S(^)  n'est  autre  que  celui  qii  on  rencontre  à  propos  des  rotations 
dans  le  mouvement  à  plusieurs  paramètres  d'un  corj)s  solide,  de 
même  que  les  équations  ^(U)  ne  sont  autres  que  celles  (pie 
vérifient  les  cosinus  directeurs  d'une  direction  fixe  dans  l'espace 
absolu. 

On  peut  donner  un  sens  plus  géométrique  aux  formules  en  v 
introduisant  les  rayons  de  courbure  j)rin(ipaux  des  surfaces  coor- 
données, et  l'on  retrouve  ainsi  des  résultats  dus  à  Lamé. 

11.  Ici  se  présentent  naturellement  les  paramètres  dillérentiels 
du  premier  ordre  considérés  par  ce  géomètre. 

En  premier  lieu, 

^^  =  Il  \-dZ)  -  îh  fe j  "-  ïï;  fej  ' 

d'où  l'on  tire  l'invariant  simultané  A(U,A).  Pour  définir  Ao  U, 
l'auteur  a  recours  à  une  formule  élégante  qui  généralise  en  coor- 
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données  curvilignes  la  formule  de  Stokes  et  de  Neumann, 
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A  cosa 

TïThT 


i  COS  J 

nTîT 


G  COS 
H  H, 


ch, 


où  rintégrale  triple  s'élend  à  tout  un  volume,  rinlégrale  double 
à  la  surface  qui  limite  le  volume,  A,  B,  C  étant  trois  fonctions 
arbitraires  de  p,  p,,  o..,  et  enfin,  a,  |ii,  v  les  angles  que  la  normale 
extérieure  à  la  surface  fait  avec  les  axes  du  trièdre  mobile  de 
coordonnées.  Alors,  si  ion  pose 


à 


HH,  d\]\l 
H     dp.)] 


A  TJ  -  — L—   I— -  /H,  Ho  ^>U  \        _d_  /H2H  (HJ\ 
-     ~  HHiH,  [dp  \     11      '/p  /  "^  t>pi  V   H,    fypi/ 

on  peut  tirer  de  la  formule  précédente  cette  autre 

dans  laquelle  dm  est  l'élément  de  volume,  ch  l'élément  de  surface 

et  — j—  la  dérivée  de  U  prise  suivant  la  normale  extérieure.  Cette 
an  ' 

dernière  formule,  où  tout  est  invariant,  met  bien  en  évidence  Tin- 
variance  de  Ao  U. 

D'une  façon  plus  générale,  on  peut  démontrer  que  les  coellicicnts 
de  l'équation  du  troisième  degré  en  A 


()2U  _ 
dx- 

dy  dx 

tJzdx 


dx  éy 


dzôy 


dxùz 

dy  Oz 

O^V  _ 
dz-i 


sont  des  invarianls,  et  l'auteur  parvient  à  donner  à  cette  équation 
une  origine  telle  qu'on  j)eut  la  former  aisément  si  l'on  fait  usage, 
au  lieu  de  x,y,  z,  des  coordonnées  curvilignes  p,  p,.  p... 

L'auteur  termine  ce  Chapitre  en  montrant  (pie  1  emploi  d  un 
trièdre  en  translation,  dont  le  sommet  est  au  point  de  rencontre 
des  trois  surfaces  coordonnées,  permet  d'clcndre  les  lormules  de 
Lamé  au  cas  où  ces  coordonnées,  cessant  d'être  orthogonales, 
deviendraient  obliques. 
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It2.  Le  Chapilrc  III  de  la  deuxième  Pai'lie  a  pour  titre  :  Re- 
cherrhe  cV un  système  triple  parlicalicr. 

On  sait  que  l'on  appelle  isotherme  une  famille  de  surfaces  dont 
le  paramètre  convenablement  choisi  [car,  au  lieu  de  u,  on  peut 
prendre  C3(?^)J  vérifie  l'équation  de  la  chaleur 

A.2  «  =  o  ; 

u  est  alors  \ç.  paramètre  thermométriqne  de  la  famille.  Une  fa- 
mille de  Lamé  peut-elle  être  isotherme  ?  Les  quadriques  homofo- 
cales  permettent  de  répondre  affirmativement  et  même  avec  cette 
particularité  que  les  tiois  familles  du  s\  stèn)e  sont  toutes  trois 
isothermes.  En  cherchant  la  condition  générale  lorsque  cette 
particularité  se  présente,  Lamé  a  trouvé  qu'on  devait  avoir 
H  =  y/S,  So,  H,  ^^  y/SoS,  LI3  =  y/S  S,,  où  S  ne  dépend  pas  de  p, 
S|  ne  dépend  pas  de  0,,  S^  ne  dépend  pas  de  02.  AL  Joseph 
Beitrand  en  a  conclu  c|ue  les  surfaces  du  système  sont  divisées 
en  carrés  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure.  Mais, 
ainsi  que  le  remarque  l'auteur,  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Dei> 
surlaces  d'une  famille  de  Lamé  peuvent  être  décomposées  en  carrés 
par  leurs  lignes  de  courbure,  sans  être  pour  cela  isothermes.  Tel 
est  le  cas  des  cyclides  homofocales.  Chacune  de  ces  surfaces  est 
bien  isothermique ,  mais  le  système  triple  orlhogonal  (prclles 
forment  n'est  pas,  pour  cela,  isotherme.  11  est,  du  reste,  aisé  de 
trouver  les  expressions  de  11  telles  que  les  surfaces  d'un  système 
triple  (non  forcément  isotherme)  soient  toutes  isolhernii(jues  : 
on  trouve,  pour  les  H,,  ces  e\|)ressions 

Il       S1S2  ,,         So  S  SSj 

'^-TvT'        "'--AT'        "-="M' 

où  M  est  une  fonction  de  o,  0|,  p^,  et  S,  S,,  S2  trois  fonctions  qui 
ne  dé'pcndent  pas  S  de  p,  S,  de  p,,  So  de  po. 

13.  On  est,  du  reste,  conduit  à  ces  mêmes  svstèmes  triples 
particuliers  en  cherchant  à  étendre  un  problème  célèbre  de  Lamé. 
Avant  adopté  les  coordonnées  elliptiques  ei  formé  avec  ces  coor- 
données l'expression  de  AoV,  Lamé  a  cherché  les  solutions  de 
l'équation  de  la  chaleur  Ao  V  ^  o  qui  sont  de  la  forme 

V  =  <f  (?),    fl  (Pl),   Oî(pi). 
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On  sait  que  Lamé  aboulil  ainsi,  pour  cliacune  des  fonctions  es, 
à  une  équation  du  second  ordre  linéaire,  dun  type  devenu  fameux 
par  les  recherches  dHermite  et  les  découvertes  d'analyse  auxquelles 
il  a  donné  lieu. 

M.  Darboux  généralise  ce  problème  en  cherchant  les  systèmes 
triples  pour  lesquels  I  équation  de  la  chaleur  admet  une  solution 
de  la  forme 

V=P./(p)../\(p,)./2(?2), 

OÙ  P  devra  être  une  fonction  déterminée  de  p,  pi,  Oo.  Il  se  trouve 
que  le  système  triple  doit  avoir  ce  caractère  particulier  indiqué 
plus  haut  que  toutes  ses  surfaces  soient  isothermiques  (sans  cpi'il 
soit  pour  cela  isotherme). 

14.  C'est  donc  la  recherche  de  ces  systèmes  triples  particuliers 
que  jNl.  Darboux  va  poursuivre  :  sa  recherche  occupe  la  fin  de  ce 
Chapitre  et  le  Chapitre  suivant.  Le  problème  conqiorte  la  discus- 
sion d'un  svstème  d'éfpuuions  différentielles,  compliqué  en  appa- 
rence, mais  où  l'auteur  trouve  une  voie  élégante  qui  lui  permet  de 
dénouer  et  de  ramener  à  une  forme  simple  cette  complication. 
Une  première  série  de  cas  lui  donne  : 

i"  Une  famille  tle  plans  parallèles  avec  cylindres  orthogonaux 
et  isothermes  et  les  dérivés  par  inveision  de  ce  svstème  ; 

2"  Une  famille  de  sphères  concentriques  avec  cônes  orthogo- 
naux et  isothermes  et  les  dérivés  par  inversion  de  ce  système  ; 

3"  Les  plans  menés  par  un  axe  et  deux  familles  de  surfaces  de 
révolution  autour  de  cet  axe,  orthogonales  et  isothermes,  les 
méridiens  formant  dans  l'un  (pielconque  des  plans  méiidiens  ua 
réseau  orthogonal  et  isotherme. 

Une  seconde  série  de  cas  fait  intervenir  la  valeur  d'une  quantité 

numérique  h  qui  peut  être  égale  à ,  -,   i  ou  2.  Le  cas  h  =  —  - 

donne  les  cyclides  homofocales  et  les  variétés  dérivées  |)ar  inver- 
sion. Pour  ce  qui  concerne  les  tiois  autres  cas,  Tauteur  indique 
une  méthode  générale  applicable  à  tous  et  développe  seulement  le 
cas  de  A  =  1,  l'envovant  |)Our  les  autres  au  .Mémoire  original  qu'il 
a  publié  autrefois  sur  la  matière.  Ce  cas  de  /<  =  i  conduit  à  un 
système  triple  intéressant  unicpicment  conq)Osé  de  cyclides  de 
Dupin . 


334  IMU'MIËIU'    PAUTII':. 

15.  Ayant  ainsi  délenniné  les  systèmes  tri[)lcs  à  surfaces  iso- 
thermiques,  l'auteur  s'occupe,  au  Chapitre  V,  de  démêler  parmi 
CCS  systèmes  :  i"  ceux  qui  sont  isothermes;  2"  ceux  qui  se  prêtent 
à  une  extension  du  problème  de  Lamé. 

Pour  les  systèmes  triples  isothermes,  leur  déduction  se  fait  aisé- 
ment. On  retrouve  les  cas  connus  de  Lamé  et,  en  outre,  un  cas 
sii.;i)alé  mais  non  détermiiK'  |)ar  (Jlomhescure  et  dans  lequel  les 
surfaces  sont  imai;inaires  :  on  peut  regarder  ce  cas  comme  une 
dégénérescence  d'un  système  triple  composé  de  cyclides. 

La  seconde  question,  concernant  la  généralisation  du  problème 
de  Lamé,  est  singulièrement  simplifiée  par  l'emploi  judicieux  d'un 
théorème  de  Lord  Kelvin  d'après  lequel,   si  Y  {x,  y,  z)   est  une 

soluLion  de  1  équation  A.>  V=  o,   la  fonction  -;  V    — —^  — r^'  — ■■ — 

I  -  f  \^      j.  i  ,.  ï  y  i      j 

est  une  solution  de  la  même  équation,  après  qu'on  a  fait  l'inversion 
définie  par  les  formules 

■' .  _ /-2        '_  ^'^         r' —  ^'y        .' —  ^''■^ 

De  là  résulte  que  toute  solution  du  problème  pro|)Osé  conserve 
son  caractère  pai-  inversion  et  (|u'on  peut  se  borner  à  étudier  les 
solutions  sous  la  forme  la  plus  simpliliée  que  l'inversion  permette 
de  leur  donner  :  on  peut  même  faire  intervenir  les  inversions 
imaginaires  et  ramener  ainsi,  par  exem|)le,  à  des  cônes  de  même 
sommet  une  famille  de  surfaces  de  révolution  autour  du  même  axe. 

16.  Dans  le  sixième  et  dernier  Chapitre  de  la  seconde  Partie, 
l'auteur  se  pi'opos(;  de  développer  l'élude  des  systèmes  triples 
de  M.  Bianchi.  Le  point  de  déparl  réside  en  un  théorème  de 
Hibaiicour  d'après  le(|U('l,  élmiL  iloniwc  une  surface  à  coiiibure 

conslanlc  né</((tive ,  ,v/,   dans  un  i)l(in  tanticnt  et  du  point 

a-  '  '  ' 

de  contact  comme  centre,  avec  a  pour  rayon,  on.  décrit  un 
cercle,  tous  les  cercles  ainsi  obtenus  sont  orthogonaux  à  une 
famille  de  Lamé  composée  de  surfaces  de  courbure  constante 

négative ^,  • 

On  a  déjà  eu  l'occasion  de  montrer  (]uel  rôle  joue  en  la  matière 
la  distance  dn  interceptée  sur  la  normale  par  une  surface  voisine 
de  la  famille;  cette  longueur  vérifie,  on  le  >iiil,  la  même  équation  de 
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Laplace  que  les  coordonnées  ^,  y,  ^,  et  les  quantités  a?-,  )-,  r- et  i. 

En  généralisant  alors,  comme  l'a  fait  Weingarten,  l'expression 
de  dn,  qui  se  rapporte  au  cas  spécial  de  Ribaucour,  on  peut  arri- 
ver t"i  une  autre  loi  de  variation  de  la  surface  (S),    de  façon  que, 

tout  en  iiardant  une  couibure  constante -■>    elle  eniiendre  une 

lamille  de  Lamé.  On  obtieni.  de  la  sorte  des  familles  de  Lamé 
contenant  quatre  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  Du  reste,  la 
construction  de  ]\L  Weingarten  olfre  ce  caractère  essentiel  d'être 
indépendante  de  la  forme  de  la  surface  et  de  persister  si  l'on  dé- 
forme celle-ci.  Ce  fait  soulève  le  problème  récipi'oque,  traité  par 
M.  Darboux,  de  savoir,  étant  donnée  une  surface  (S)  sur  les  nor- 
males de  laquelle  on  porte  une  petite  longueur  iNOL,  variable 
avec  M,  dans  <|uel  cas  le  lieu  (S')  de  M'  appartiendra  avec  (Si  à 
une  famille  de  Lamé,  lorsque  (S)  se  déformera  de  toutes  les  niii- 
nières  possibles,  en  entraînant  la  petite  longueur  normale  ÎNLM'. 

On  est  conduit  au  résultat  suivant:  Considérons  une  s  a /[face  (S) 
et  imaginons  qu'on  porte  sur  ses  normales  des  /ongueurs  MM' 
infiniment  petites,  de  manière  à  obtenir  une  surface  infiniment 
voisine  (S'),  qui  forme  avec  (S)  une  famille  de  Lamé.  Pour 
que  cette  propriété  subsiste  loisque  (S)  se  déforme  de  toutes 
les  manières  possibles  en  entraînant  toutes  les  petites  nor- 
males MM',  il  faut,  ou  bien  que  MM'  soit  une  constante,  ou 
bien  que  (S)  soit  applicable  sur  une  surface  de  révolution  (S). 
Alors,  pour  définir  toutes  les  longueurs  MM',  on  portera  sur 
chaque  normale  èi  (ii)  une  longueur  proportionnelle  et.  l'aire 
comprise  entre  un  parallèle  fixe  et  le  parallèle  qui  passe  par 
le  p ied  de  cette  normale. 

Les  r(''sultats  de  M.  Weingarten  ont  été  grandement  étendus 
par  M.  Bianclii  :  ce  géomètre  a  mis  en  évidence  l'exislence  d'une 
infinil»'  d'autres  familles  de  Lamé  et)core  composées  il<.'  surfaces 
de  courbure  constante,  mais  la  courbure  conslanle,  pour  cliaque 
surface,  varie  d'une  surface  à  l'autre  suivant  uik;  loi  (|uelcoiK|ue. 
M.  Darboux  expose  les  résultats  les  plus  essentiels  dus  à  M.  Jiianclii, 
renvoyant  |)0(n-  les  détails  au  Mémoiie  original  de  cet  auleur. 

Dans  cette  analyse  déjà  longue,  nous  avons  dii  passer'  sui"  une 
foule  de  remar(|ues,  de  rapprocbenienls,  qui  éclairent  à  clia(|ue 
pas  les  questions  les  unes  par  les  autres  et  rendent  si  iittra vantes 
ces  iiccons. 
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Nous  avons  siirloul  insisté  sur  les  points  saillants  que  M.  Dar- 
boux  excelle  à  choisir  à  propos  et  à  meltre  en  lumière.  A  cet  égard, 
le  rùle  de  l'invariant  H  dans  la  question  des  familles  de  I^amé  est 
tout  à  lait  caractéristique. 

Suivant  sa  coutume,  rimprimerie  Gaulliier-Villars  a  édité  l'Ou- 
vrage dans  la  forme  la  plus  correcte  et  la  plus  agréable  pour  les 
yeux  du  lecteur.  G.  Koenigs. 


OCVGNE  (M.  d').  —  Caixll  graphique  r:T  ISoMOGnAPiiii;.   i  volume  in-iot, 
XXVi-398  pages,  146  figures.  Pari<,  O.  Doin,  if)oS. 

Ce  Volume  (ail  parlic  de  V Encyclopédie  scienli'fuiue  dont  le 
D'"  Toulouse  dirige  la  j^ublication.  Le  Bulletin  a  déjà  eu  Toccasion 
de  signaler  les  deux  intéressants  Volumes  sur  la  Balisli(|ue  dus  au 
commandant  Cliarhonnier,  qui  font  partie  de  cette  colleclion.  Le 
Volume  que  nous  annonçons  inaugure  une  Bibliothèrjiie  de  Ma- 
thémati(jues  appliquées,  que  dirige  ÎNL  Maurice  d'Ocagne  et  qui 
comprendra  divers  Ouvrages  sur  la  science  du  Calcul,  sur  TAnalyse 
et  la  Géométrie  appliquée. 

Depuis  longtemps,  JNL  d'Ocagne  s'est  fait  une  sp('"cialilé  des 
diverses  méthodes  de  Calcul  graphique;  il  les  a  singulièrement 
perfectionnées  et  dévelop|)ées  :  grâce  à  lui,  et  au  talent  aveclecpiel 
il  sait  (ïxposer  ces  méthodes  dans  un  ordre  clair  el  svsléiiiaticpie, 
leurs  applications  se  multiplient;  le  Livre  (pi  il  j)ublie  aujourd'hui 
conliibuera  cerlainement  à  faire  entrer  ces  méthodes  dans  le  do- 
maine des  notions  classicjues  de  JNJatliéinalicjues,  à  l'usage  des 
techniciens. 

Ce  Livre  est  divisé  en  deux  Parties  à  ])eii  près  égales  :  la  seconde 
est  consacrée  à  cette  Nomographie  dont  le  nom,  l'extension  et  la 
sysiémal  isatKui  sont  dus  à  M.  d'Ocagne;  la  première  Partie  ctun- 
prend  la  descri|)lion  d  épures,  où  les  données  numériques  sont 
rem|)lac(''es  parties  segments  de  droite  et  où  les  constructions  con- 
duisent à  la  solution,  exacte  ou  ap|)r(uliée,  de  proiilèmes  concer- 
nant CCS  tlonnées.  Les  solutions  (ipprochées  sont  d'ailleurs,  dans 
les  eoiidilions  (pi'indique  l'auteur,  sullisamment  approchées  pour 
qu'il  n'v  ail  pas  lieu,  dans  la  pratique,  de  les  distinguer  des  solu- 
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lions  qu'on  f|Lialifie  à^exactes  et  qui  ne  le  sont  qu'au  point  de 
vue  lliéorique.  Il  est  manifeste  c|u'une  solution  approchée  peut 
être  assez  simple  pour  être  préférable  à  une  méthode  compliquée, 
théoriquement  exacte,  où,  lorsqu  on  la  réalise,  les  erreurs  se  mul- 
tiplient avec  les  constructions. 

On  trouvera  en  particulier,  dans  le  premier  Chapitre,  la  résolu- 
tion générale  d'un  système  d'équations  linéaires,  la  résolution  des 
équations  à  une  inconnue  de  degré  quelconque,  l'interpolation  pa- 
rabolique graphique  et  l'application  à  la  représentation  de  résul- 
tats d'observations  physiques. 

Mais,  si  inipoi  tantes  (|ue  soient  ces  diverses  questions,  le  Cha- 
j)itre  le  plus  intéressant  de  cette  première  Partie  est  celui  où  lau- 
teur  traite  de  l'intégiation  graphique.  M.  d  Ocagne  y  a  ex|)Osé  très 
clairement,  sous  une  fornie  (Iidacti(|ue  (pu  contribuei-a  ceitaine- 
ment  à  la  répandre,  la  méthode  que  M.  Massau  a  développée,  avec 
de  nombreuses  et  inq^orlantes  applications,  dans  une  suite  de 
Mémoires  c]ui  remonte  à  18-8.  Pour  ce  qui  est  des  équations  dif- 
férentielles (lu  premier  ordre,  M.  d'Ocagne  précise  sur  un  point 
la  méthode  de  ^I.  Massau  et  montre,  d'après  M.  Runge,  comment 
elle  permet  d'approcher  de  la  courbe  intégrale,  par  une  suite  dap- 
proximations  successives. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Livre,  M.  d'Ocagne  a  repris, 
sous  une  forme  nouvelle,  et  en  les  complétant  sur  divers  points, 
les  principes  fondamentaux  de  la  Nomographie,  qu'il  n'a  pas  cessé 
de  perfectionner  dejjuis  la  publication,  en  1899,  du  Traité  clas- 
sicjuc  qu'il  lui  a  consacré.  Je  ne  reviendrai  pas  sur  ces  principes, 
dont  le  Bulletin  a  eu  j)lusieurs  fois  l'occasion  de  parler,  et  je  me 
bornerai  à  signaler,  parmi  les  sujets  nouveaux  traités  par  lauteiir, 
l'élude  des  valeurs  critiques  dans  le  nomogramme  à  échelles  rec- 
tilignes  qui  représente  l'équation 

A/1/2/3-^-  ^B/y/A-  ZCy;  +  D  =  o, 

c'est-à-dire  des  valeurs  dey,,  /i»,  par  exemple,  pour  lescpicllcs 
l'équation  précédente,  considérée  comme  une  équation  en  fi.  est 
indéterminée.  La  considération  de  ces  \iileiirs  critiques,  qui  >"in- 
troduisent  de  la  façon  la  plus  naturelle,  éclaire  dune  façon  remar- 
(piable  la  construction  du  nomogramme,  et  l'auteur  en  lire  d'inté- 
ressantes applications. 
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Le»  Irois  Volumes  parus  (Je  V Encyclofiédie  scicnlijique,  les 
noms  de  ceux  qui  In  dirigenl  ou  (|ui  v  collaborent,  les  litres  des 
Volumes  annonces,  donnent  une  excellente  idée  de  cette  publica- 
tion. En  particulier,  il  est  diflicile,  tant  aux  lecliniciens  qu'aux 
professeurs  (|ui,  sans  se  spécialiser  dans  les  applications,  désirent 
cependant  s'v  initie  r,  d'arriver  à  connaître,  sans  trop  d'eflorts  et 
de  reclierclies,  les  dévelo|)pements  récents  des  Malhémaliques 
applicpiées.  La  Bibliothèque  que  dirige  M.  d'Ocagne  sera  pré- 
cieuse aux  lins  et  aux  autres.  J.   T. 


DAMl-^LS  (.M.  F.). —  Essai  de  Géométrie  sphériqle  ex  coonooNNÉES  pro- 
JECTIVES.  I  volume  in-8",  vni->.79  pages  (17"^  fascicule  des  Collecto.nea 
fribiirgeiisia).  Fribourg  (Suisse  ),  Librairie  de  l'Université,  1907. 

La  Préface  que  l'auteur  a  mise  en  tête  de  cet  Essai  contient  nn 
intéressant  résumé  historique  sur  les  diverses  méthodes  employées 
par  Th. -St.  Davies,  C.  Gudermann,  Charles  Graves,  Mcibius, 
Caylev,  Salmon  pour  étudier  analytiquement  les  combes  tracées 
sur  une  s|)hère. 

La  méthode  que  propose  ^L  Daniels  consiste  à  représenter  un 
point  de  la  sphère  par  le  vecteur  unité  /•  qui  ])art  du  centre  et 
passe  par  le  point;  tout  vecteur  obtenu  en  midtiplianl  /•  par  un 
nombie  positif  représente  le  même  point;  un  vecteur  obtenu  en 
multipliant  /•  par  un  nombre  négatif  représenterait  le  point  dia- 
métralement opposé.  Un  grand  cercle  (ou  droite  sphériqiie)  est 
déterminé  parle  vecteur  unité  /  qui  représente  son  pôle,  choisi  de 
manière  à  fixer  un  .sens  de  parcours  sur  le  cercle.  Dans  ces  con- 
ditions, le  produit  vectoriel  (ou  extérieur)  de  deux  vecteurs  r, ,  /'j, 
DU  /,,  /j,  représente  le  grand  cercle  qui  passe  par  deux  points,  ou 
le  |)oiiit  d'intersection  de  deux  grands  cercles. 

Toutes  les  propositions  et  formules  se  présenteront  de  même 
sous  une  forme  dualisti(|ue. 

Ceci  posé,  si  l'on  considère  sur  la  sphère  un  triangle  sphérique 
de  référence  dont  les  sommets  et  les  côtés  soient  déterminés  par 
les  vecteurs  Z',,  /-o,  /•;,  d'une  pari.  /, ,  /o,  A,  de  l'autre,  les  vecteurs 
d  un   point    (pielconque  et   d  un  grand  cercle  ([uelconqui^   peuvent 
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s'écrire 

[i-i  a^i  Ti -1-  [>.2  3r9ro-h  1x3X31-3^ 

les  Xi  sont  les  cooidonnées  projeclives  du  point;  les  i/i  sont  les 
coordonnées  projectives  du  grand  cercle;  les  conslanles  |ji/.  v,  sont 
liées  par  la  relation  |jl,  v,  =  siii  A/,  où  A/  est  un  angle  du  triangle 
de  référence.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  désigne  par  E  le  point 
de  la  sphère  dont  les  coordonnées  sont  i,  i,  i  et  qu'on  projette 
du  centre  de  la  sphère  sur  un  |)lan  quelconque  les  sommets  xA , , 
Ao,  A3  du  triangle  de  référence  et  le  point  E  en  A,,  Aj,  A3,E',  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  sphère  sont  les  mêmes  que  les  coor- 
données de  la  perspective  de  ce  point  par  rapport  au  triangle  de 
référence  A',  A!,A',,  où  Ton  suppose  f[ue  les  coordonnées  du 
point  E' sont  aussi  i,   1,   1. 

M.  Daniels,  après  avoir  rappelé  brièvement  les  propositions  de 
l'analyse  vectorielle  dont  il  aura  besoin  et  développé  les  formules 
fondamentales  de  Trigonométrie  sphérique,  en  donnant  leur  sens 
le  plus  g;énéral  aux  mots  triangle  sphérique,  traite  successive- 
ment de  la  droite  sphérique  et  du  cercle,  des  |)ropriétés  du  triangle, 
des  coniques  sphériques,  de  leurs  propriétés  les  plus  intéressantes, 
en  particulier  des  propriétés  projectives  et  de  leurs  invariants. 
Enfin  deux  Notes  intéressantes  terminent  ce  Volume.  La  première 
traite  de  la  quadrature  et  de  la  rectification  des  courbes  sphériques 
et  contient  quelques  applications  simples;  dans  la  seconde,  l'au- 
teur montre  de  quelle  manière  les  méthodes  qu'il  a  développées 
s'appliquent  à  la  Cristallographie;  voici  le  sommaire  de  cette  se- 
conde ÎNote  : 

«  Application  des  coordonnées  sphériques  projeclives  à  la  Cii>- 
tallographie  géométrique.  Loi  fondamentale  de  la  Cristallographie. 
Les  indices  d'un  plan  et  les  indices  d'une  arête  sont  les  coordon- 
nées de  la  droite  sphérique  et  du  j)oint  sphéri([ue  correspondants, 
l^es  rapports  anharmoniques  rationnels.  Changements  de  coor- 
données. Rapports  des  nouveaux  paranirires  jj.'^ .  Angles  de  deux 
faces,  de  deux  arêtes,  etc.  »  ■!•   T. 
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SUR  DE  NOUVELLES  FORMULES  DE  SOMMABILITÉ  ; 
Pau  m.  a.  BLHL. 

J'ai  déjà  étudié  dans  ce  Bulletin  (juin  1907),  au  Mio\en  du 
calcul  des  résidus,  des  formules  de  sommabililé  qui  peuvent  rem- 
placer et  même  prolonger  analjliquemenl  la  série  de  Tajlor. 

Je  suis  parvenu  depuis  à  des  résultais  analogues  concernant  les 
séries  de  Laurent,  résultats  résumés  dans  les  Comptes  rendus 
(i4  octobre  1907)  et  que  je  désire  réétudier  ici  plus  en  détail. 

Les  formules  (6),  (7)  et  (8)  de  ce  Mémoire  sont  celles  qui  me 
semblent  surtout  dignes  d'attention. 

Les  seconds  membres  de  (6)  et  (7)  sont  les  expressions  bien 
connues  que  l'on  forme  pour  développer  une  fonction  méro- 
mor|die  ¥ [x)  en  série  de  fractions  rationnelles;  les  premiers 
membres  des  mêmes  formules  sont,  à  mon  avis,  tout  à  lait  nou- 
veaux. 

Les  présentes  démonstrations  sont  pcul-ètrc  légèrement  |ilus 
longues  que  celles  des  Comptes  tendus,  mais  elles  permettent  une 
élude  plus  aisée  de  points  laissés  primitivement  dans  1  ombre. 

1.  Soit  C  une  couronne  de  Laurent  formée  de  cercles  C  et  G" 
ayant  l'origine  pour  centre  et  dont  les  rayons  respectifs  sont 
/■'>►  /•".  Soit  F(-c)  une  fonction  uniforme  lioloniorplie  dans  C.  On 
aura  dans  celte  couronne  (^ formule  de  Laurent) 


(!) 
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Soient 


I  Z'  --«+1 -r'i+i      ri- 

=  -U    /    F(:;)^^ ^, 

•il-  ,1  Z  —  X  z"^^ 


dz 


=  ±-  fv 


F(:;i     -+...-.-  ^L_     dz 


.r«  +  i— 3"-^'      dz 

¥{  z) 


Considérons  mainlenanl  une  antre  couronne  F  formée  de  cercles 
r'  et  r"  ajant  l'origine  pour  centre  dans  un  cham|)  complexe  diffé- 
rent de  celui  considéré  en  premier  lieu  et  dont  les  ravons  respec- 
tifs sont  p'>>  p".  Soit  /(E)  une  autre  fonction  uniforme  holo- 
morphe  dans  F.  J'aurai  pour  fÇi)  un  développement  laurentien 
identique  à  (i)  aux  notations  près  et,  considérant  les  termes  de  ce 
développement,  je  poserai 

Or  (/oc.  cit.)^  avec  les  hypothèses  j  ç  |  ■<  p',   |  ç,r  [  <^ /-'p',  on  a 


(3) 


Avec  les  hy|)othèses  |  c  |  >  p",  |  i.r  |  >■  r" p"  et  par  un  calcul  ana- 


logue on  a 


(4) 


Remarquons  la  similitude  des  fonniiles  (3)  et  (4);  elles  ne 
diffèrent  formellement  que  par  les  accents  qui  sont  simples 
dans  (3),  douhles  dans  (4). 

2.  Etudions  la  formule  (3).  Su|)posons  pour  simplifier  que 
F'(cr)  n'ait  à  l'intérieur  de  C"  cpie  des  pôles  sim|)les  rt^  de  rési- 

dus  A^.  Rn   vertu  des  hypothèses  relatives  à  (3),  —  est  toujours 

Bull,  (les  Sciences  mat Iténi.,  2' sorie.   I.  \\\I.  (  Uéceiiibre  1907.)  26 
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dans  C  eL  rinlt'gralion  par  rappuiL  à  r  donne 


"ï<<'-^.fAW-m 


(5) 


L'intégralion  par  rapport  à  "Q  n'est  pas  beaucoup  plus  difficile,  à 
condition  de  la  Lien  préciser.  Je  suppose  à  F(^')  hors  de  C  des 

pôles  simples  Uk  de  résidus  A^.  Dans  ces  condilions  F| -rr- )  pos- 

'•rx         . 
séde  des  pôles  sA=  ^~  toujours  dans  F'.  De  plus,  je  suppose  que 

/{Ç)  possède  dans  V"  et,  |jar  suite,  dans  F'  des  pôles  simples  b^  de 
lésidus  B^.  Alors  les  deux  intégrales  du  second  membre  de  la 
loiMuile  précédente  devienneni  respectivement 

2d  x  —  a'k  ^Z^-'\a\]  a),(.T  —  a'k)       ZdZd  ^ ,.  _../,  _  ?^\  ' 


ib 


le  sigma  marqué  d'un  astérisque  n'existant  que  si  ^  est  dans  F'. 

Transportant  définitivement  les  termes  qui  viennent  d'être  cal- 
culés dans  le  second  membre  de  (5)  puis  divisant  par/(^)  tous 
les  termes  de  l'égalité  ainsi  obtenue,  on  aura  une  formule  que 
j'appellerai  l;i  formule  (A).  Des  deux  conditions  de  validité  de 
cette  formule,  la  seconde,  |  ^.r  |  «<  Z"',^',  p<'ul  èlre  lemplacée  pai- 
I  J7 1  ^  /■',  si  bien  que  (A)  est  valable  non  seulement  pour  x  dans  C, 
mais  aussi  lorsque  x  est  sur  la  circonférence  limitant  ce  cercle. 

Imaginons  maintenant  que  le  ravon  p'  croisse  jusqu'à  ce  que  le 
cercle  F'  passe  par  le  point  singulier  le  plus  voisin,  soit  ^' ,  et  que, 
sans  sortir  de  F',  on  rapproche  indéfiniment  ç  du  pôle  |3'.  Alors 
tous  les  dénominateurs  /(ç)  de  (A)  deviennent  infinis  et  il  reste 
seulement 

[\     Le    mode  do   raisonnement  cpii   vient   délre   employé  paraît 
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être  en  défaut  pour  ^x  ^akh)^,  car  les  termes  à  dénominateur 
infini  ont  aussi  dans  ce  cas  un  numérateur  infini.  Au  fond,  la  diffi- 
culté n'existe  qu'en  apf)arence;  si  l'on  examine  tous  les  termes 
pour  lesquels  elle  semble  se  présenter,  on  voit  facilement  que  ces 
termes  peuvent  ne  pas  être  nuls,  mais  qu'alors  ils  se  détruisent 
entre  eux. 

4..   Étudions  la  formule  (4).  Avec  les  hypothèses  particulières  à 

cette  fornuile,  ^  est  toujours  hors  de  Cet,  par  suite,  les  pôles  a',. 

de  F(::)  interviennent  seuls  dans  l'intégration  par  rapport  à  :;  qui 
donne 


2d^ 

n  =  0 


L'intégration  par  rapport  à  "C,  est  beaucoup  plus  simple  que  celle 
du   n"  2.    Il  n'y  a   sûrement  dans  F"  que  les  pôles  b),^  de/(;);   la 

singularité  —,-  v  est  peut-èlre,  ^  n'y  est  pas.  On  trouve 


(B) 


n  =  () 

a'/,b;, 


.y  V 


/(^)(^'/.-;)(«A-- 


if 


Le  sigma  marqué  d'un  astérisque  n'existe  que  si  — r  est  dans  F". 

Des  deux  conditions  de  validité  de  cette  formule,  la  seconde, 
I  ix|  >  /-"p",  peut  être  remplacée  par  \x\^r",  si  bien  que  (B)  est 
valable  non  seulement  |)Our  x  hors  de  C",  mais  aussi  lorsque  x  est 
sur  la  circonférence  C"  elle-même. 

Imaginons  maintenant  que  le  ravon  p"  décroisse  jusqu'à  ce  que 
le  cercle  T"  passe  par  le  point  singulier  le  plus  voisin,  soit  [3",  et 
que,  tout  en  restant  à  l'extérieur  de  T",  on  rapproche  indéfini- 
ment q  du  pôle  Ti".  Alors  le  premier  sigma  du  second  membre 
de  (B)  est  nul.  Le  second  aura  aussi  tous  ses  termes  nuls  sauf 
ceux  indépendants  de  h,  ce  qui  provient  de  ce  que  le  produit 
/(H)(ç  —  b'fy)    pour    q    tendant    vers    b\  =  '^"    est    précisément    le 
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résidu  B^^.  En  rrsuiiié,  il  viendra 


(7)1  ln"V^=y-^r 


o.  Extensions  possibles  des  formules  (6)  et  (7).  —  Les  for- 
mules (6)  et  ('y)  sont  suseeptibles  de  différenles  extensions  que  je 
me  bornerai  à  indiquer  brièvenienl.  Toul  d'abord  les  coefficients  c 
peuvent  être  associés  aux  sommes  s  plus  généralement  qu'on  ne 
l'a  fait  jusqu'ici.  On  pourrait  déplacer  les  c  à  la  condition  de  les 
prendre  toujours  dans  le  même  ordre,  ce  qui  revient  à  les  déplacer 
tous  également.  Alors,  les  intéiirales  (3)  et  (4)  se  compliqueiit  de 
facteurs  en  ^  et  ^  qui  n'altèrent  pas  cependaiil  leurs  piopriélés 
fondamentales. 

Ainsi,    supposons  ipTon    remplace    la   seconde  formule  Ci)   par 


■«=ïk.£/'ï'i&"'- 


ï 


11  faut  alors,  dans  rinti'j^rale  double  de  (4),  ajouter  le  facteur  ^• 

Les  intégrations  sont  peu  ddlVrentes  des  précédentes  et  mêuie 
légèrement  plus  simples.  Finalement  on  retombe  sur  la  formule  (  -). 
Ce  qui  nous  a  déterminé,  au  n"  1,  à  partir  des  formules  (a)  c'est 
parce  que  ce  sont  elles  <|iii  semblent  donner  la  plus  grande  sim- 
plicité possible  à  (3)  et  (4)  el,  en  pari  lenlicr'.  la  même  structure 
aux  deux  formules. 

Dans  un  autre  ordre  d'idées  on  peut  observer  (|ue  les  raisonne- 
ments lies  n"*  2  et  4  sont  absolument  indépendants,  si  bien  que  la 
fonction  auxiliaire /" qui  ligure  dans  (())  et  (^)  n'est  pas  forcément 
la  même  dans  ces  deux  fornudcs;  il  est  plus  élégant  toutefois  de 
prendre  la  même.  A  toute  fonction  mérom(M|)lie  /' correspond  une 
inlinilé  de  couionnes  laurenliennes,  c'est-à-tlire  une  infinité  de 
dévelop|)enients  laurentiens  diflerents.  Les  formules  (6)  et  (^) 
sont  donc,  en  réalité,  une  double  infinité  de  formules  pour  la 
représentation  de  F(j;)  dans  une  seule  couronne  C. 

Observons  encore  que,  si  les  pôles  simples  de  F  étaient  rem- 
placés par  des  pôles  multiples  ou  par  des  singularités  essentielles 
limites  d'un  ensemble  dénombrable  de  pôles,   les  raisonnements 
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précédenis  resleraienl  viais,  les  résiillals  se  coni|)li(Hianl  dans  des 
formes  connues. 

6.    L'addition  des  formules  [6)  et  (-  )  donne 

(8)  F(.,=.Inn    >^^-.^lun    N    ^-. 

Celte  formule  est  valable  dans  la  couronne  Cau  même  titre  que 
le  développement  laurentien  (i).  Elle  peut,  de  plus,  être  valable 
sur  les  circonférences  C  et  (7'. 

Parmi  les  formules  connues  qui  peuvent  lui  être  comparées,  je 
n'ai  vu  d'abord  que  celle  de  Cesàro  qui  correspond  au  développe- 
ment taylorien  âe /\l)  =  ^,  et  n'en  est,   par  suite,  qu'un  cas 

extrêmement  particulier.  Cesàro  ne  s'est  d'ailleurs  occupé  que  du 
cas  où  F,  holomorphe  dans  le  voisinage  de  l'origine,  était  consi- 
dérée dans  un  cercle  taxlorien. 

Alors  n'existent  ni  les  c",  ni  les  s" ,  ni  '^"  ;  on  a  c'„=  q"  et  il  vient 

F(x)  =  nm  — z r- 


OU 


K(^)  =  lim  ^o  +  ^.+----"^«:^i , 
«  =  =0  n 

formule  \alable,  comme  on  sait,  dans  le  cercle  où  s^^  tend  vers 
F(j")  et  aussi  sur  la  circonférence  limitant  ce  cercle. 

Je  terminerai  par  une  appliciilion  un  peu  j)lus  complicpiée 
de  (8). 

Soient  a  et  b  deux  jjoints  Icls  (pic  j  ^/ 1  <<  |  ^  |  et  la  fonction 

,.,  j    _  b  —  a  _  a^        a         i        1    .    X  -u 

La  (ormule  (^8)  dcvienl 

Piem|)laçant  y\;;   par  sa  valeur,  on  obtient  (picbjucs  réductions 
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évidentes;  si  l'on  observe  ensuite  que  ç  doit  lendre  vers  b  par 
valeurs  inférieures  en  module  à  \b\  et  vers  a  par  valeurs  supé- 
rieures en  module  à  \a\,  on  peut  écrire 


¥(x)  =  liin  r — 

^^  b'i- 


Tr. 


ou  finalement 


(9)         F(:c)  =  lim  '"^•''    '   •-•   '    '"-'  -+-liml^ 


Si  l'on  suppose  que  F(a:)  soit  holomoiplie  non  seulement  dans 
la  couronne  comprise  entre  C  et  C"  mais  dans  tout  le  cercle  C, 
les  s"  n'ont  plus  de  raison  d'être  et  l'on  retrouve  la  formule  de 
Cesàro.  La  formule  complète  (9)  peut  èlre  ra|)proch<''e  de  celle 
donnée  par  M.  Fejér  dans  ses  Untersuchiingen  iiber  Fouriersche 
Reichen  [Mathematische  A nnalen,  t.  LVIII,  1904)-  Ce  n'en  est 
même  qu'une  extension  au  ch;imp  analjti(|ue.  On  sait,  en  effet, 
que  la  substitution  s  =  e"^  transforme  la  formule  de  Laurent  (1) 
en  la  formule  de  Fourier.  Par  suite,  la  même  substitution  doit 
transformer  (9)  en  une  formule  de  sommabilité  relative  à  la  série 
de  Fourier.  Comme,  de  plus,  (9)  n'est  qu'un  cas  très  particulier 
de  (8),  on  doit  pressenlir  que  la  formule  de  M.  Fejér  n'est  aussi 
qu'un  cas  très  particulier  d'une  formule  de  sommabilité  très  géné- 
rale concernant  les  séries  Irigonométriques;  c'est  un  point  sur 
lequel  je  reviendrai  lorsque  je  m'occuperai  spécialement  de  ces 
dernières  séries. 


I U  J I .  L  E  r  1  \   B 1 1 }  L 1  0  ( .  1 5  V I  >  M  I Q  l  E . 
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Boussinesq  (J.).  —  Recherches  théoriques  sur  l'écouleinenl  des 
nappes  d'eau  infiltrées  dans  le  sol  et  sur  le  débit  des  sources. 

(^>-:8). 

Laiiteur  étal)lit  l'équation  indéfinie  aux  dérivées  partielles  et  les  relations 
définies  se  rappoi-tant  au  contour  de  la  nappe  qui  régissent  l'abaissement  de 
la  surface  libre  de  la  nappe.  En  supposant  que  les  pentes,  tant  de  fond  que  de 
superficie,  ont  de  petites  valeurs,  il  trouve,  pour  régir  l'ordonnée  h  de  la  sur- 
face souterraine  à  partir  du  plan  horizontal  de  repère  ^  =  o  et  pour  le  point 
de  coordonnées  x.  _)', 

(  I  )  a  —  —  —    K  (  H  -h  /i  )  —     H K  (  H  -h  «  )  — -    ; 

'   (Jt        ox\_    ^  'ox\       oy\_  àyy 

les  deux  coefficients  spécifiques  u.  et  K  scrr)nt  des  fonctions  données  de  x  çl  y 
seulement,  ainsi  que  la  profondeur  II  de  la  nappe  au-dessous  du  plan  de  repère 

(')  Voir  Bulletin,  l,  \\\,.  p.  196. 
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(comptée  posilivenicnl  du  haut  en  bas);  le  temps  est  désigné  par  t\  on  sup- 
pose h  donnée  en  x  tX,  y  pour  t  —  o. 

Une  partie  /  du  contour  de  la  projection  de  la  nappe  liquide  sur  le  plan  s  =  o 
est  dite  contour  libre,  étant  supposée  imperméable  et  constituant  le  seuil 
d'écoulement  de  la  source;  le  reste  y,  du  contour  est  dit  contour-paroi,  le  lit 
imperméable  étant  supposé  se  relever  brusquement  et  vertical  sur  le  périmètre 
de  7,.  On  aura  alors  sur  le  contour  libre 

(  3 )  h  =  n; 

sur  le  conl<iur-iiar(ji 

(  3  )  —  =0. 

^    '  On 

Le  système  formé  par  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  ne  peut  être,  traité  que  dans 
des  cas  particuliers,  surtout  dans  les  deux  cas  extrêmes  d'un  seuil  très  baut 
ou  très  bas,  cest-à-dire  de  dénivellation  /;  négligeables  par  rapport  aux  pro- 
fondeurs H  de  la  nappe  sous  le  seuil,  ou,  au  contraire,  très  grandes  en  com- 
paraison de  CCS  profondeurs. 

Le  premier  cas,  qui  se  présente  en  temps  de  sécheresse  et  avec  un  sous-sol 
concave,  est  de  beaucoup  le  plus  simple;  c'est  d'ailleurs  le  seul  où  l'équation  (i) 
soit  linéaire.  Alors  le  système  (i),  (2),  (3)  devient  identique  à  celui  dont 
dépend  un  problème  connu  de  la  théorie  de  la  chaleur.  Les  débits  de  la  source 
sont  proportionnels  à  une  exponentielle  g-"'  où  figure  un  coejficient  de  taris- 
sement a;  la  valeur  de  h  est  le  produit  d'une  fonction  déterminée  de  j:  et  y 
par  la  même  exponentielle  e~*'.  Il  y  a  conservation  (justiu'au  tarissement)  du 
mode  d'écoulement  établi. 

Moins  simple  est  le  régime  qui  tend  à  s'établir  en  hautes  eaux,  quand  le  fond 
imperméable  coïncide  avec  le  plan  horizontal  du  seuil  de  la  source,  c'est-à-dire 
quand  H  s'annule.  L'équation  (i)  n'étant  pas  linéaire,  l'intégration  générale  du 
système  (i),  (2  ),  (  3  )  ne  paraît  pas  abordable.  Aussi  M.  Boussinesq  se  borne-t-il 
à  chercher  la  forme  vers  laquelle  tend  la  surface  libre  quand,  ainsi  que  l'expé- 
rience donne  lieu  de  l'admettre,  l'écoulement-acquiert  un  régime,  la  fonction  h 
tendant  à  devenir  indépendante  des  données  initiales.  Mais,  même  alors,  il  n'y 
a  pas  généralement  conservation  de  l'écoulement,  c'est-à-dire  que  h  n'est  pas 
en  général  le  produit  d'une  fonction  de  a:  et  y  par  une  fonction  de  t.  Il  en 
est  pourtant  ainsi  quand  la  nappe  liquide  repose  sur  un  lit  horizontal,  avec 
rebord  vertical  tout  autour,  sauf  à  l'endroit  de  la  source  où  ce  rebord  est  sup- 
posé manquer  complètement.  Alors  h  varie  en  raison  inver.sc  du  temps  t 
compté  à  partir  d'une  certaine  origine;  le  débit  de  la  source  est  inversement 
proportionnel  au  carré  de  t.  Ce  régime  est  extrêmement  stable,  les  petits  écarts 
qu'il  comporte  étant  de  l'ordre  de  l'inverse  de  la  quinzième  puissance  de  t. 

L'auteur  cherche  ensuite  s'il  existe  pour  le  sous-sol  imperméable  de  la  nappe 
souterraine  des  formes  courbes  rendant  possible,  comme  dans  le  cas  précédent 
H  =0,  un  mode  d'écoulement  su.sceptible  de  conservation  au  sens  défini  plus 
haut.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  un  lit  où  les  fonctions  h  et  U  sont  proportion- 
nelles.  Abirs  /(  varie  comme  la  fonction  de  temps 


où  /.■  est  un  coefficient  mesurant  le 'degré  de  concavité  du   fond.  Le  débit  de   la 
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ir-e  "•-■ 


{i -€->--■  f 


qui  se  réduit  sensiblement  à  la  forme  exponentielle  Ire  ^'  pour  les  valeurs 
assez  grandes  de  t.  La  stabilité  du  régime  est  très  grande  dans  le  cas  d'un  lit 
concave.  Les  petits  écarts  sont  régis  par  une  équation  aux  dérivées  partielles 
linéaire  dont  M.  Boussinesq  effectue  l'intégration,  dans  le  cas  delà  nappe  cylin- 
drique filtrée  par  un  terrain  homogène,  au  mo3'en  de  solutions  simples  d'une 
forme  toute  nouvelle  en  Physique  mathématique,  savoir  des  polynômes  par 
rapport  à  une  certaine  variable,  les  coefficients  de  ces  polynômes  étant  des 
fonctions  du  temps  rationnelles  en  e^^'. 

Boussinesq    (J.).     — •    Rationalité    du  ne    loi    expérimentale    de 
M.  Parentj  potir  l'écoidcment  du  gaz  par  les  orifices.  (  -q-84). 

Quand  un  gaz  s'écoule  sous  de  fortes  différences  de  pression  à  travers  des  ori- 
fices non  capillaires,  peu  après  l'orifice  il  se  produit  dans  la  veine  une  section 
contractée  t.  Le  débit,  par  unité  d'aire  de  cette  section  contractée,  est  donné 
très  exactement  par  une  formule  que  M.  Parenty  a  calculée  pour  représenter 
ses  nombreuses  expériences.  Le  débit  considéré  étant  mis  sous  la  forme 


V        Po 


où  pg  et  Pd  désignent  respectivement  la  pression  et  la  densité  du  gaz  dans  le 
réservoir  d'amont,  on  a,  d'après  M.  Parent}',  pour  K  l'expression  suivante 


'<=v/h--^ 


où  A  désigne  la  détente  relatù'e 

A  = 


Po—P 


p  étant  la  pression  dans  le  réservoir  d'aicif. 

Or  le  coefficient  k,  qu'on  peut  appeler  coejjicient  théorique  du  débit  par 
unité  d'aire  de  ta  section  contractée,  admet,  comme  M.  Boussinesq  le  montre 
en  faisant  usage  d'un  résultat  obtenu  par  de  Sainl-\'enant  et  Wanzcl  en  1839, 
une  expression  théorique,  qui  est  la  suivante  : 


■<-v/^l<-^»"- 


(3)  K^i/  __    (.-^^-(.-A)    "      . 

\     n  —  i  ' 

n  désignant  le  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques  des  gaz,  rapport  qui  est 
voisin  de  1.4.  D'après  les  auteurs  cités,  A  ne  dépasse  pas  la  valeur  0,17. 
IVL  Boussinesq  montre  par  un  développement  en  série  qu'en  substituant  la  rela- 
t  on  (i)  de  M.  Parenty  à  la  formule  Ihéorifiuc  (2),  on  commet  une  erreur  rela- 
tive de  7^  seulement. 
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Buhl  (A.).  —  Sur  les  éqiialions  linéaires  aux  dérivées  parlielles 
et  la  théorie  des  groupes  conlinus.  (SS-iag). 

Certaines  équations  linéaires  aux  dérivées  parlielles  ont  pour  premier 
membre  une  forme  linéaire  à  coefficients  constants  de  certains  produits  sym- 
boliques d'opérateurs  qui,  considérés  en  eux-mêmes,  définissent  les  transfor- 
mations infinitésimales  d'un  groupe  continu.  Ainsi  les  équations  dites  à  coej/l- 
cients  constants  sont  formées  au  moyen  des  opérateurs 

à_       _â_ 

d'un  groupe  de  translations  dans  l'espace  général.  De  même,  l'équation  d'Euler 
et  Poisson 

{x  —  yy  -7 — ; n{x  —y)  ■ h  mi  x  —  y)- pz  =  o 

•'  '   Oxdy  ^         •'  '  Ox  ^  -^  '  dy       ^ 

s'écrit 

\.\(z)  —  n\{z)  +  {m~i)\{z)—pz  =  o. 


^(    )-(--^');^'       Y(    )  =  (^-,o,4:; 


si  l'on  pose 

dx  \     I       \  -^  '  Oy 

ces  deux  derniers  opérateurs  définissent  un  groupe  projectif  simple  et  l'on  a 
XY  —  YX  =  X  +  Y. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  de  cette  nature  ont  des  propriétés  de 
deux  sortes;  les  unes  résultent  du  choix  des  opérateurs  indépendamment  de  la 
façon  dont  ces  opérateurs  sont  assemblés  pour  former  le  premier  membre  de 
l'équation;  les  autres  résultent  du  mode  même  d'assemblage  des  opérateurs. 

Le  Mémoire  de  M.  Buhl  a  surtout  pour  objet  l'étude  des  propriétés  de  la 
première  sorte. 

Après  avoir  rappelé  le  procédé  bien  connu  par  lequel  on  obtient  comme  solu- 
tions des  équations  linéaires  à  coefficients  constants  des  intégrales  multiples 
portant  sur  des  fonctions  arbitraires,  l'auteur  applique  ce  procédé  à  la  forma- 
tion de  solutions  qui  se  présentent  sous  formes  de  séries  entières,  et  traite 
comme  exemples  les  équations  classiques 

^  -.'IL  -  î^_^-  ri-/        f)V  _ 

Ox       Oy         '         Ox'       Oy        '  Ox'        Oy-  ~ 

Il  considère  ensuite  r  opérateurs  \„ 

qui  définissent  les  transformations  infinitésimales  d'un  groupe  continu  siniple- 
ment  transitif  et  vérifient  en  conséquence  un  système  de  la  forme 

(2)  \,\,-\,\-.yc-„\„ 
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les  c,(„  élant  des  constanles  satisfaisant  aux  identités  de  Jacobi.  Au  moyen  de 
ces  opérateurs,  on  peut  former  des  équations  aux  dérivées  partielles,  comme  on 

forme  les  équations  linéaires  à  coefficients  constants  avec  les  opérateurs  —  • 

M.  Buhl  étudie  ces  équations  aux  opérateurs  X  à  coefficients  constants  en 
se  bornant  à  celles  qui  sont  du  second  ordre  et  développe  leurs  analogies  avec 

les  équations  aux  opérateurs  -7—  à  coefficients  constants;  toute  solution  d'une 

équation  aux  opérateurs  X  à  coefficients  constants,  quel  que  soit  le  nombre 
des  constantes  arbitraires  qu'elle  renferme,  est  généralisée  par  les  transforma- 
tions du  groupe  \  réciproque  de  X;  mais  il  peut  arriver  (et  c'est  le  cas  de 
l'équation  d'Euler  et  Poisson)  que  cette  généralisation  soit  illusoire.  Quand  les 
constantes  c,j.,,  qui  définissent  la  structure  du  groupe  X,  sont  toutes  nulles,  un 
changement  de  variables  ramène  l'équation  aux  opérateurs  X  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  à  coefficients  constants. 

Les  équations  aux  opérateurs  X  à  coefficients  constants  peuvent  être  régula- 
risées, grâce  au  calcul  des  polynômes  symboliques  dont  les  règles  sont  dues  à 
M.  Poincaré  :  par  régularisation,  M.  Buhl  entend  la  réduction  du  premier 
membre  de  ses  équations  à  une  forme  tout  à  fait  analogue  à  la  décomposition 
des  polynômes  quadratiques  en  sommes  de  carrés  :  il  fait  observer  que  la  régu- 
larisation peut  fournir,  pour  ces  équations  du  second  ordre,  des  classifications 
analogues  à  celles  de  la  théorie  des  caractéristiques.  Il  montre,  de  plus,  que 
toutes  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  formées  des  opérateurs 
d'un  groupe  simplement  transitif  du  plan,  pourront  toujours  être  régularisées  à 
l'aide  des  opérateurs  d'un  groupe  de  même  nature  que  Ion  prendra  aussi  simple 
que  possible,  notamment  dans  la  liste  des  groupes  projeclifs. 

Comme  exemple  de  ses  méthodes,  M.  Buhl  reprend  l'équation  d'Euler  et 
Poisson,  dont  il  retrouve  toutes  les  propriétés,  notamment  l'intégrale  géné- 
rale de  Biemann. 

A  la  fin  du  Mémoire,  il  est  montré  comment,  étant  donnée  une  équation  aux 
opérateurs  X  à  coefficients  constants,  on  peut  chercher  les  conditions  permet- 
tant de  la  considérer  comme  formée  avec  les  opérateurs  d'un  groupe  simple- 
ment transitif,  puis,  quand  ces  conditions  sont  réalisées,  de  trouver  un  change- 
ment de  variables  qui  permette  son  intégration  au  moyen  d'intégrales  multiples 
portant  sur  des  fonctions  arbitraires. 

D'Adhémar  (/?•).  —  Sur  une  classe  d'équalions  aux  dérivées 
partielles,  du  second  ordre,  du  Ijpe  hyperbolique,  à  trois  ou 
quatre  variables  indépendantes.  (i3i-20-). 

Etant  donnée  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
le  problème  de  la  Physique  mathématique  consiste  à  en  déterminer  une  inté- 
grale par  des  conditions  données  sur  une  frontière  donnée;  c'est  de  ce  pro- 
blème que  s'occupe  exclusivement  .M.  d'Adhémar. 

Les  deux  premières  Parties  de  son  Mémoire  concernent  ré([ualion 

.  ,     ,        (Pu        à-u        (T-u        . 

A(  u)  =  — -  H r =  f(^,  y-  ■=  ) 

~     '       (IX-        (ly-        dz'        J  ^    ■>  ■  ■ 

que  M.  \nlierra  avait  déjà  étudiée  au  point  de  vue  de  la  détermination  d'une 
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inlégrale  par  ses   valeurs  sur  une  surface.    iMilre  aulres  rcsullals,  M.  Vollerra 
avait  reconnu  que  les  cùnes  A.  parallèles  au  cône 

x--\-y-—z--  o, 

jouent  le  rôle  de  caractéristiques  pour  Téquation  \{u)  —  f. 

M.  d'Adhémar  fonde  ses  recherches  sur  la  notion  de  conormale  :  il  désigne 
par  ce  mol  la  droite  qui,  en  chaque  point  {x,  y,  z)  d'une  surface,  est  symé- 
trique de  la  normale  extérieure  par  rapport  au  plan  Z  —  ;;.  La  dérivée  conor- 
male, ou  dérivée  suivant  la  conormale,  joue  un  r<jle  important  dans  la  théorie 
des  équations  du  t^'pe  hyperbolique  dont  A(  w)  =/est  la  plus  simple. 

Grâce  à  cette  notion,  on  évite  de  longs  calculs  et  l'on  détermine  intuitivement 
les  surfaces  privilégiées,  ou  surfaces  susceptibles  de  déterminer  une  intégrale 
avec  moins  de  données  que  les  surfaces  ordinaires  :  ce  sont  les  cùnes  A. 

La  considération  des  cùnes  A  de  M.  Yolterra  conduit  à  distinguer  deux  pro- 
blèmes, auxquels  correspondent  les  deux  premières  Parties  du  préseat  travail  : 
dans  le  problème  intérieur,  la  surface  qui  porte  les  données  est  découpée  inté- 
rieurement d'une  manière  unique  par  tout  cùne  à  axe  vertical  et  dont  les 
génératrices  sont  inclinées  à  t^h";  dans  le  problème  extérieur,  la  surface  qui 
porte  les  données  est  analogue,  au  point  de  vue  de  YAnalysis  situs  à  un 
cylindre  à  axe  vertical  et  est  découpée  extérieurement  par  les  cônes  ci-dessus 
définis. 

riiEMiKRE  Partie  :  Problème  intérieur.  —  Une  surface  S  étant  découpée 
intérieurement  par  un  cône  A°,  M.  Yolterra  avait  obtenu  la  valeur  de  u  au 
sommet  du  cône  A"  en  fonction  des  valeurs  de  u  et  de  ses  dérivées  premières 
sur  S.  AL  dAdhémar  montre  qu'il  faut  donner  sur  S  les  valeurs  de  u  et  de  sa 
dérivée  conormale;  et  il  étudie  les  formes  acceptables  pour  les  surfaces  S. 

Réciproquement,  il  prouve  que  si  le  point  A,  sommet  de  A°,  s'approche  indé- 
finiment de  S,  la  valeur  de  u  en  A  tend  vers  la  valeur  donnée  sur  S  pour  le 
point  limite  des  positions  de  A;  mais  la  discussior»  de  cette  réciproque  n'est 
que  commencée  dans  le  cas  particulier  où  la  surface  S  est  une  surface  privi- 
légiée. 

Deuxième  Partie  :  Problème  extérieur.  —  M.  Vollerra  avait  formé  l'expression 
<le  l'intégrale  en  admettant  son  existence  cl  établi  une  condition  fonctionnelle 
à  laquelle  doivent  satisfaire  les  données  sur  S.  M.  dVdhémar  retrouve,  en  la 
simplifiant,  la  formule  de  l'intégrale;  mais  il  obtient  de  nouvelles  conditions 
foiiclionnelles  cl  montre  (juc  le  problème  est,  en  général,  impossible. 

Troisième  Partie  :  Extensions  diverses.  —  M.  Teilonc  a  étendu  la  mclliodc 
de  AL  Vollerra  aux  éi|ualions  plus  générales 

/'      , 

VOU  OU 

m^Ox,        ot-       •' ^     "     -'        )     " 


et  résolu  ainsi  le  problème  intérieur  quelle  que  soit  la  parité  de/»,  cl  le  pro- 
blème extérieur  pour  p=  >n.  M.  dAdhémar  est  parvenu  à  résoudre  ce  pro- 
blème pour  p  —  3. 
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Une  auti'e  extension  concerne  l'cqualion  à  trois  variables 

/  T-  N  i  /     N  au        ,  du  (lu 

(  E )  \(u)  =  a h  b \-  c \-  hu  -h  f, 

où  o,  b,  c,  h,  f  sont  des  fonctions  de  x.  j',  z.  L'auteur  a  réussi,  pour  le  pro- 
blème intérieur,  à  passer  de  l'équation  A(j<)  =/  à  l'équation  (E)  en  appli- 
quant la  méthode  d'approximations  successives  de  .M.  Picard  qui  a  déjà  donné 
tant  de  rcsiiliats  importants. 

Ilumbcrt  (G.).   —  Les    fondions    abéliennes    singulières    et   les 
formes  quadratiques.  (20()-2-3). 

Extrait  de  l'Introduction.  —  Dans  ce  travail,  qui  forme  la  troisième  et 
dernière  Pariie  du  Mémoire,  nous  étudions,  au  point  de  vue  de  leurs  propriétés 
arithmétiques,  les  fonctions  abéliennes  t/iplement  singulières,  c'est-à-dire 
celles  dont  les  périodes  g,  h,  g'  vérifient  trois  relations  singulières  F|,=  o, 
F,  =  0,  F^  =  o. 

L'invariant  de  la  relation  .r  F„+ i'F,+ :;F.^  =  o  est.  en  x.  y,  z,  une  forme 
quadratique  ternaire  positive;  mais  ce  n'est  pas  une  furme  positive  quel- 
conque; nous  la  caractérisons  en  mettant  en  évidence  ses  propriétés  fonda- 
mentales. Pour  simplifier  l'écriture,  nous  affectons  aux  formes  de  ce  type  la 
lettre  S-. 

Si  l'on  opère  sur  le  S3"stème  F|,=  F,  =  F,=  o  une  transformation  ordinaire 
du  premier  degré,  ou  si  on  le  remplace  par  un  système  arithméti(|uement  équi- 
valent, la  forme  S-  associée  reste  équivalente  à  elle-même;  c'est-à-dire  qu'à  un 
système  correspond  une  classe  de  formes  S. 

Inversement  à  une  classe  de  formes  J-  correspondent,  en  général,  plusieurs 
systèmes  non  réductibles  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  ordinaire  de 
degré  un;  leur  recherche  est  ramenée  à  l'étude  des  représentations  du  discri- 
minant de  la  classe  par  une  forme  quadratique  ternaire  indéfinie,  dont  cer- 
taines substitutions  semblables  sont  mises  en  évidence  au  cours  du  calcul. 

Un  système  triplement  singulier  F,  =  1'',=  F2=  o  donne,  pour  g,  /;,  g',  deux 
systèmes  de  valeurs  et,  par  suite,  en  général,  deux  systèmes  de  fonctions  abé- 
liennes :  appelons  point  modulaire  de  l'un  d'eux  le  point  de  l'espace  qui  a 
pour  coordonnées  cartésiennes  les  trois  invariants  absolus  de  la  forme  binaire 
algébrique  d'ordre  6,  liée  aux  fonctions  abéliennes  considérées;  nous  faisons 
ainsi  correspondre,  à  une  classe  de  formes  i=,  plusieurs  points  modulaires  en 
nombre  limité. 

Cette  représentation  géométrique  est  la  suite  naturelle  de  celle  (jne  nous  avons 
donnée  dans  la  deuxième  Partie  du  Mémoire  :  rappelons,  en  elfet,  qu'à  un 
nombre  positif  A,  de  l'un  des  types  'i  N  et  4^  -^ 'j  nous  faisions  correspondre  la 
sur/ace  algébrique  hyperabélienne  d'invariant  A;  à  une  classe  9  de  formes 
binaires  positives,  é(|uivalentes  à  une  forme  du  type 

^{ax--h  b  xy  -h  cj)-  ), 
ou  du  type 

/((«vC--f-  bxy  -T-  cy-)  -^.)'", 

nous  faisions  correspondre   une  ou   jilusieurs  courbes  gauches  algébriques  que 


la  SlîCONDE    PAUTIE. 

nous  avons  appelées  courbes  hyptrabéliennes;  ici  enfin,  à  une  clas-c  de 
formes  i=,  nous  lions  un  groupe  de  points  défini  algébriquement. 

Notre  représentation  possède  des  propriétés  importantes  et  simples.  Ainsi, 
pour  qu'une  classe  de  formes  ternaires  £•,  ou  une  classe  de  formes  binaires  », 
représente  proprement  un  nombre  A,  il  faut  et  il  suffit  que  la  surface  associée 
au  nombre  contienne  les  points,  ou  les  courbes  gauches,  liés  à  la  classe  S  ow  k 
la  classe  ç  considérée. 

De  même,  pour  qu'une  classe  £  représente  proprement  une  classe  f,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  points  liés  à  la  classe  £  soient,  sur  l'ensemble  des  courbes, 
liés  à  la  classe  cp. 

L'étude  de  l'intersection  de  deux  surfaces  ou  de  deux  courbes  hyperabé- 
liennes  donne  aussi  d'intéressantes  conséquences. 

Enfin  les  ordres  de  multiplicité,  sur  une  surface  liyperabélienne,  d'une  courbe 
liyperabélienne  ou  d'un  groupe  de  points,  sont  liés  aux  propriétés  arithmé- 
tiques des  formes;  par  exemple,  si  une  classe  binaire  -f  représente  proprement 
de  n  manières  un  nombre  A,  chacune  des  courbes  hyperabéliennes  associées  à 
la  classe  est  multiple  d'ordre  n  sur  la  surface  associée  au  nombre. 

On  voit  par  là  combien  notre  représentation  géométrique  est  profondément 
liée  aux  propriétés  des  formes  quadratiques  et  quel  intérêt  il  y  aurait  à  en 
développer  l'étude. 

Maillet   [Edtnond).    —    Sur    les    fondions   monodromes   et   les 
nombres  Iranscentlanls.  (2-5-862). 

I>ans  des  travaux  antérieurs,  l'auteur  a  indiqué  une  classification  des  fonc- 
tions entières  d'ordre  infini,  non  transfini,  et  de  celles  d'ordre  zéro. 

Il  commence,  dans  le  présent  Mémoire,  par  compléter  cette  classification 
pour  les  fonctions  entières  d'ordre  zéro,  grâce  au  théorème  suivant  : 

Soil  une  fonction  entière 

(')  /{J7)  =  Va„..r-, 

0 

telle  que,  pour  une  injinité  de  valeurs  de  m,  on  ait 

>ii  (  -  -  e  ) 
\aj---e,{m)       ^p       .', 

p  étant  un  entier  et  t  tendant  vers  zéro  pour  m  injlni;  les  autres  coeffi- 
cients sont  supposés  avoir  un  module  plus  petit  que  ne  l'indique  cette  éga- 
lité. 

Si  l'on  désigne  par  AI^  le  maximum  du  module  de  f{x)  pour  \x\  =  r 
et  que  l'on  pose 

»  7/1 

l-:(^,  /•,  s)  =  y  x^'•e^{mf  T ' 

0 
on  aura 

M,l  E(/-,  A\  s  -f-£'), 
e'  étant  analogue  à  t,  et,  pour  une  in/inité  de  valeurs  de  r. 
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.M.  .Maillet  rappelle  ensuite  un  théorème  de  M.  Hadainard  qu'il  énonce  ainsi  : 
Etant  donnée  une  fonction  entière  absolument  quelconque 


on  peut  toujours  déterminer  une  fonction  tp„,  constamment  croissante  avec  m 
et  telle  que  la  série  f(x)  renferme  une  infinité  de  coefficients  a^  satisfai- 
sant Cl  l'inégalité 

I  "ni+l   I 

quelle  que  soit  la  quantité  positive  l. 

Puis  il  montre  que  sa  classification  permet  darriver  directement  à  Pinéga- 
lilé  (2). 

Dès  lors,  on  est  en  mesure,  mojennant  quelques  lemmes  relatifs  aux  fonc- 
tions e^{m)  et  une  proposition  fondamentale  empruntée  à  Liouville,  d'établir 
divers  résultats  sur  la  nature  des  valeurs  que  la  série /(x),  supposée  à  coeffi- 
cients rationnels,  prend  pour  des  valeurs  rationnelles  de  x,  principalement 
quand  «„  est  positif  ou  quand  le  rapport  a„la„+i  croit  constamment  et  indéfi- 
niment avec  n.  Si,  par  exemple,  on  pose 

fl„—    -",  X  =  —  >  o         (o„.  q„s  p.  q  entiers), 

?,.  q 

si  de  plus  le  rapport  — i±i  est  entier,  si  enfin  on  a 

le  nombre  /(  — )  n'est  pas  algébrique,   (les  résultats  s'étendent  aux  fonctions 

entières  d'ordre  quelconque  présentant  des  lacunes. 

L'auteur  étudie  ensuite  les  nombres  dérivés  des  fonctions  entières,  ou  quasi- 
entières,  de  la  forme 

où    les  a   sont  rationnels   et    où    F(a:),    F,(x),    ...,    I-\(vr)    sont    des    séries 

entières 

n 

\      £-2  X", 

'^     Qn 
U 

assujetties  à  certaines  conditions,  ainsi  que  les  nombres  dérivés  dune  fraction 
rationnelle  à  coefficients  rationnels  de  fonctions  tç(a?).  Voici  quelques-uns  de 
ses  résultats  : 

Quand  les  a  sont   tous  négatif^:,  tout  polynôme   a  coefficients  rationnels 
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et  positifs  composé  avec  des  fonctions  'f(:r),  s'il  ne  se  réduit  pas  à  une 
fraction  rationnelle  en  x,  prend  pour  x  rationnel  et  positif  une  valeur 
transcendante. 

Toute  fonction  rationnelle  à  coefficients  rationnels  des  fonctions  F(x) 
prend  pour  x  rationnel  une  valeur  exceptionnellement  rationnelle,  en 
général  transcendante,  jamais  algébrique. 

Pour  x  rationnel  et  positif  V[V ^{x)'\  est  transcendant  si 

/>•  étant  l'indice  de  F(x)  et  k\  celui  de  l•'^{x). 

Quand  F  est  d'indice  2  ou  i,  on  a  encore  des  théorèmes  analogues,  dont 
certains  s'appliquent  aux  quotients  des  fractions  G  de  Jacobi  pour  la  valeur  i  de 
l'argument. 

Ces  propositions  s'étendent  aux  fonctions  non  entières,  avec  lacunes,  dont  le 
rajon  de  convergence  est  fini. 

Enfin,  M.  Maillet  définit  les  nombres  quasi-rationnels  et  les  fonctions  ordi- 
naires ou  continues  quasi-périodiques  qui  ont  des  caractères  voisins  de  ceux 
des  nombres  rationnels  et  des  fractions  ordinaires  ou  continues  périodiques  : 
une  fraction  ordinaire  ou  conlinue  quasi-périodique  est  un  nombre  transcen- 
dant. 

Boussinesq  {J ■)•  —  Complément  au  Mémoire  inlitulé  :  Recherches 
théoriques  sur  l' écoulement  des  nappes  d'eau  infiltrées  dans 
le  sol  et  sur  te  débit  des  sources.  (363-394). 

Objet  de  ce  Complément.  —  Dans  mon  Mémoire  Sur  l'écoulement  des 
nappes  d'eau  infiltrées  dans  le  sol  et  sur  le  débit  des  sources,  j'ai  supposé 
assez  petites  pour  avoir  leurs  carrés  et  produits  négligeables  les  pentes,  tant 
de  superficie  que  de  fond,  de  ces  nappes,  de  manière  à  pouvoir,  quand  la  nappe 
est  beaucoup  plus  longue  et  large  que  haute  ou  profonde,  regarder  comme 
liorizontales,  à  une  première  approximation,  les  vitesses  moyennes  locales 
de  ses  diverses  parties,  ou  comme  verticales  les  surfaces  d'égale  cliarge  0  aux- 
quelles ces  vitesses  d'écoulement  sont  perpendiculaires.  Il  résultait  de  là  que  la 
charge  tp  avait,  en  tous  les  points  d'une  verticale  quelconque  (x.  y),  même 
valeur  qu'en  son  plus  haut  point  mouillé,  intersection  de  la  verticale  {x,  y) 
avec  la  surface  libre  souterraine,  où  9  égale  l'altitude  h,  diminuée,  par  la 
tension  capillaire  des  innombrables  ménisques  constituant  cette  surface  libre, 
d'une  petite  quantité  s>  fonction,  donnée  en  x  et  j',  de  la  température  et  de  la 
compacité  du  sol  perméable.  Je  me  propose  ici  de  former  des  équations  de 
mouvement  plus  générales,  convenant  au  cas  de  pentes  quelconques,  tant  du 
fond  (ou  sous-sol  imperméable)  que  de  la  surface  libre  souterraine,  afin  de 
voir,  d'une  part,  dans  l'hypothèse  de  petites  pentes,  ce  qu'une  deuxième  approxi- 
mation ajouterait  ou  modifierait  aux  résultais  de  la  première,  et,  d'autre  part, 
dans  l'hypothèse  de  pentes  de  fond  quelconques,  les  lois  des  lents  mouvements 
dus  à  de  petites  dénivellations  superficielles  h. 

§  I.  Objet  de  ce  complément;  équations  du  mouvement  tle  la  nappe  liquide. 
§  II.  Formules  de  deuxième  approximation,  dans  le   cas  de  vitesses  presque 
horizontales. 
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§  m.  Petites  dénivellations  d'une  masse  aqueuse  infiltrée,  de  pi'ofondeurs 
quelconques,  avec  ou  sans  écoulement  au  dehors. 

§  IV.  Extinction  graduelle  du  mouvement,  dans  une  nappe  infiltrée  pro- 
fonde et  à  bords  verticaux,  par  propagation  uniforme  d'une  onde  ascendante. 

Zarcmha  (S.).  —  Les  fonctions  fondamentales  de  M.  Poincaré  et 
la  méthode  de  Neumann  pour  une  frontière  composée  de  poly- 
gones curvilignes.  (395-444)- 

Les  problèmes  que  traite  M.  Zarcmba  sont  relatifs  à  un  domaine  plan  D  inté- 
rieur à  une  frontière  (S)  composée  de  pol3'gones  curvilignes  assujettis  à  cer- 
taines conditions  très  précises.  Tout  angle  8  de  cette  frontière,  formé  par  deux 
côtés  issus  d'un  même  sommet,  est  compté  à  l'intérieur  de  D  depuis  o  jusqu'à  2-;: 
et  l'on  désigne  par  H  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  le  rapport 


aux  divers  sommets  de  la  lii;ne  (S).  Le  symbole  (T)  désigne  le  domaine  limité 
dans  le  plan  de  la  variable  complexe  par  un  cercle  de  rayou  R  ayant  l'origine 
pour  centre. 
En  même  temps  que  l'équation  de  Laplacc 

à-  u        d-  u 

A  «  =  7  -+■  — ^  =  o, 

Ox-        dr- 

l'auteur  considère  l'équation  plus  générale 

A  »  —  [j.-  u  —  0, 

où  ijL  est  un  nombre  réel  non  négatif.  Il  appelle  j)otenlie/  logarithmique  géné- 
ralisé de  nomhve  caractéristique  [x  une  solution  de  cette  équation  (2).  Pour 
jji  =  o,  les  potentiels  logarithmiques  généralisés  se  réduisent  aux  potentiels 
logarithmiques  ordinaires  quand  il  s'agit  de  potentiels  de  double  couche;  pour 
les  potentiels  de  simple  couche,  il  faut  de  plus  et  il  suffit  que  la  densité  rs  de  la 
simple  couche  vérifie  la  condition 


/ 


5  ds 


l'intégration  étant  étendue  à  toute  la  ligne  qui  porte  la  simple  couche. 

Les  théories  de  Neumann  et  de  Robin  sont  comprises  dans  les  deux  pro- 
blèmes suivants  que  se  pose  et  que  résout  l'auteur  : 

1°  Étant  données  deux  fonctions  î^  ^t  ^'o;  définies  sur  la  ligne  (S),  établir 
l'existence  d'un  potentiel  de  simple  couche  u  et  celle  d'un  potentiel  de 
double  couche  v  {potentiels  logarithmiques  ordinaires  ou  potentiels  géné- 
ralisés de  nombre  caractéristique  donné)  vérifiant,  l'un  la  condition 

l'autre  la  condition 
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où  X  représente  un  paramètre  variable.  —  2°  Étudier  les  propriétés  des 
fondions  u  et   v  considérées  comme  fonctions  de  la  variable  complexe  À. 

La  solution  de  ces  problèmes  est  résumée  dans  les  énoncés  que  voici  : 

I.  L'équation  (3)  admet  une  solution  u,  fonction  analytique  du  para- 
mètre \;  cette  fonction  existe  dans  toute  l'étendue  du  domaine  (T):  elle 
n'admet  à  l'intérieur  de  ce  domaine  d'autres  singularités  que  des  pôles 
simples  faisant  partie  d'une  suite  de  nombres  réels  et  inégaux 

(:)  "'-r    K    >>.,    •••> 

suite  qui  ne  dépend,  dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques  ordinaires, 
que  de  la  ligne  (S),  mais  qui,  dans  le  cas  des  potentiels  logarithmiques 
généralisés,  dépend  encore  du  nombre  caractéristique  jx.  Cette  suite  ne 
dépend  en  aucun  cas  de  la  fonction  a^  et  Von  a 

A  chaque  terme  \  de  cette  suite  correspond  un  nombre  fini  de  potentiels  de 
simple  couche,  dont  M.  Zaremba  établit  l'existence  et  les  propriétés  :  ce  sont  les 
fonctions  fondamentales  de  M.  Poincaré  relatives  au  nombre  \^\  leur  existence 
n'avait  pas  été  encore  établie  dans  le  cas  d'une  frontière  (S)  présentant  des 
sommets. 

II.  L'équation  (6)  admet  une  solution  c,  qui  est  fonction  analytique  de  X 
dans  toute  l'étendue  du  domaine  (T)  et  n'admet,  à  l'intérieur  de  ce  domaine, 
que  des  pôles  simples  faisant  partie  de  la  suite  (  7  ). 

L'analyse  de  M.  Zaremba  s'applique  en  particulier  au  cas  où  la  ligne  (S)  est 
dépourvue  de  sommets  :  le  domaine  (T)  comprend  alors  tout  le  plan  de  la 
variable  complexe  )>. 

Mason  (Afax).  —  Sur  les  solutions  satisfaisant  à  des  conditions 
aux  limites  données  de  l'équation  dilTérenlielle 


iiu-i-A\{x,y)u  —J\x,y). 


(445-489). 


Introduction.  —  Dans  la  théorie  de  l'élasticité  et  dans  celle  de  l'électricité, 
l'équation  des  vibrations  slationnaires 

(i)  iiU  -i-\.K{x,  y)u  —  o 

ne  le  cède  en  importance  qu'à  l'équation  potentielle.  Le  paramètre  X  de 
l'équation  doit  être  déterminé  de  façon  qu'il  existe  une  solution  u{x.  y) 
qui  s'annule  à  la  frontière  d'une  région  donnée  sans  être  identiquement  nulle. 
L'équation  (i)  est  l'équation  de  Lagrange  qui  correspond  au  problème  iso- 
périmétrique.  M.  Weber  a  prouvé  (en  supposant  établi  le  principe  de  Dirichlet  ) 
l'existence  d'une  infinité  de  valeurs  de  X  pour  lesquelles  il  y  a  une  fonction 
harmonique  solution  du  caractère  demandé. 
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Schwarz  fui  le  prcniior  à  démontrer  rigoureusement  l'existence  rrune  telle 
valeur  de  a:  M.  Picard  montra  l'existence  d'une  autre.  Enfin,  la  démon- 
stration pour  une  infinité  de  valeurs  fut  donnée  par  M.  Poincaré.  Dans  ces 
trois  cas,  la  méthode  emploj'ée  fut  celle  des  approximations  successives  avec 
l'hypothèse  que  \{x,  y)  ne  change  pas  de  signe  dans  le  domaine  considéré,  et 
les  propriétés  de  minimum  des  fonctions  harmoniques  autres  (]ue  la  jtrcmière 
ne  furent  pas  consideriTS. 

L'objet  de  ce  -Mémoire  est  :  i"  d'ohlenir  des  théorèmes  généraux  d'existence 
pour  les  solutions  de  l'équation  dillerenlielle  (i),  sous  certaines  conditions  aux 
limites,  par  l'application  de  la  méthode  employée  par  Af.  l-'redholm  |)our  la 
solution  lie  certaines  équations  fonctionnelles;  2°  d'en  déduire  l'existence  des 
fonctions  harmoniques  comme  fonctions  minima.  Nous  jusliliercms  ainsi  le 
principe  de  Dirichlet  tel  qu'il  a  été  appliqué  par  AL  ANeher  dans  le  prol)lcnic 
isopérimétrique,  de  même  que  AL  Hilbert  l'a  justifié  sous  sa  forme  primitive. 
La  démonstration  de  l'existence  d'une  infinité  de  fonctions  harmoniques 
s'annulant  sur  la  frontière  et  (l'une  infinité  d'autres  satisfaisant  sur  le  conlDur 
à  l'équation 

V,     ,  àii 
{il)—  =  o, 

sera  faite  sans  rien  supposer  sur  le  signe  de  X{x,  y).  Pans  la  seconde  Partie, 
nous  nous  occupons  de  l'existence  des  solutions  doublement  périodi(|ues. 
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KuMr.UCH  BAVKUISCIIEN  AKVnEMIK  DER  WISSKNSCIIAFTEN  ZU  MtJNCHKN. 

Tome  XXXHf. 
Communications  faites  à  l'Vcadémie  en  1903. 

Korn  (A.).  —  Sur  rjuclc|iies  llicorèmcs  conccriianl  les  pofciilicls 
de  doubles  couches.  (3-:i(>). 

IL  Poincaré  a  montré  {Acta  inalh..  t.  \X,  p.  îç)  )  que,  si  l'on  '■upposc 
démontré  le  principe  de  I.e jeune- Dirichlet.  d'après  lequel  l'existence  d'une 
solution  est  préalablement  assurée,  la  méthode  de  Neumann  conduit  à  la  solu- 
tion du  problème  de  Dirichlet  (  c'est-à-dire  du  problème  i  onsislant  à  trouver 
une  fonction  harmonique  dans  un  certain  domaine,  prenant  des  valeurs  données 
sur  la  frontière  de  ce  domaine),  non  seulement  lorsque  la  surface  fermée  envi- 
sagée qui  forme  cette  frontière  est  convexe,  mais  aussi  loisqu'ellc  est  simple- 
ment connexe,  qu'elle  a  en  chacun  de  ses  point*;  \\n  plan  tangent  déterminé, 
ainsi  que  deux  rayons  de  courbure  prinrip.inx  flèirrnuno»,  et    qu'cnlin  la  fonc- 

liull.  des  Sciences  niatliem.,  j*  sé-rie,  1.  \\\I.  (  léxricr  i;jo-.)  p,  .2 
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lion  envisagée  -f  a  des  flérivccs  de  tous  les  ordres.  Dans  le  Tome  C\XX  des 
Comptes  rendus  des  séances  de  /'Académie  des  Sciences  de  Paris,  p.  5J7 
et  ij3>>,  a.  Korn  ;ivait  déjà  niodilié  la  déinonstialion  de  11.  l'oincarc  :  il  ne 
supposait  pas  que  le  [)riucipe  de  Lejeuiie-Diriclilct  fùl  démoalré;  il  ne  sup- 
pr)sail  pas  non  plus  établie  l'existence  d"unc  certaine  transformation  à  l'aide  de 
laquelle  on  puisse  transformer  la  surface  donnée  en  une  sphère.  Les  démonstra- 
tions de  A.  Korn  ont  été  critiquées  par  Liapounov  dans  les  Communications 
de  la  Société  mathématique  de  Kliarlco<,'  pour  1901.  Pour  répondre  à  ces  cri- 
tiques, A.  Korn  reprend  la  démonstration  de  trois  tliéorénies  fondamentaux  qui 
une  fois  établis  permettrait  d'obtenir  aisément  les  résultats  qu'il  avait  signalés 
dans  les  Comptes  rendus. 

Voici  en  quoi  consistent  ces  trois  théorèmes  : 

Soient  u  une  partie  limitée  de  surface  continue  où  l(;s  courbures  sont  sup- 
posées varier  d'une  façon  continue:  cIm  l'élément  de  cette  surface  entourant  un 
de  ses  points  O  de  coordonnées  H.  r,.  II;  P  un  point  variable  de  coordonnées  x, 
y,  z;  r  la  distance  des  deux  points  1*  et  Q;  Qv  la  tlenii-normale  menée  à  w 
au  point  ()  du  cùté  de  w  que  Ton  convient  d'appeler  côté  positif  de  oj;  soit 
enfin  k  une  fonction  univoquc,  continue,  au  moins  par  sections,  des  coordon- 
nées ç,  T,,  Z,  (les  points  Q  de  u.  Envisageons  l'intégrale  double 


^^.^     r    ^.cos(QP,Jjv) 


étendue  à  tous  les  cléments  f/w  de  (o,  et  la  valeur  \\,,  rie  cette  fonction  sur  l.i 
surface  w,  valeur  qui  peut  être  représentée  par 

où  l'indice  -r-  se  rapporte   au   côté  positif  et  l'indice   —  au   cùté   négatif  de  u. 
On  démontre  alors  les  trois  propositions  que  voici  : 

TiiKombiK  I.  —  Si  l'on  désigne  par  r^^  la  distance  de  deux  points  Q,  et  O^ 
de  0),  on  a  pour  toute  paire  de  points  ^>^  et  <^),  de  coordonnées  (;,,  t.,,  !!,  )  et 
i^\.,,  r,.,,  !;..  )  /)Our  lesquels  /-,;  est  inférieur  à  un  certain  nombre  fini  et  déter- 
miné, l 'inégalité 

|W,„(H,.  T,,,  ;.^)-\v.,.(;,,  T,,,  :,)]  : a\s'i\-M<, 

où  a  désigne  une  constante  finie  et  déterminée  et  oii  K  est  le  maxime  des 
valeurs  absolues  prises  par  la  fonction  /.  sur  la  surface  «o. 

Tiii:oni:.MK  II.  —  Si  l'on  n'envisage  que  des  fonctions  /.(ç,t,,  1^)  telles  que. 
pour  des  valeurs  de  /•,,.  plus  j)etites  qu'un  nombre  déterminé  sujfisammcnt 
petit,  la  râleur  absolue  de  la  différence 

A- a,,  r.,,  :,)-/■(;,.  T„,  :,) 

soit  inférieure  à 


oii  a  désigne  une  constante  finie  et  détermime  et  a  une  fraction  plus  petite 
que  I,  la  fonction  \V^  admet,  suivant  toutes  les  directions  tangentes  a  01. 
des  dérivées  du  premier  ordre  univoques  et  continues. 
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TuKORKME  III.  —  5/  les  dérivées  du  premier  ordre  de  la  fonction  envi- 
sagée /.(ç,  T,,  l)  sont  univoques  et  continues,  au  moins  par  sections,  sur  la 
sur/ace  u  supposée  fermée  et  si  h  marque  la  direction,  d'une  tangente  à  w 
en  Qi  ou  en  Q.^,  la  valeur  absolue  de  la  différence 


0\\\^ 

1  <>^^^, 

oh     f-f, 

1    dh     l^l, 

Y  —y 

?=? 

est  inférieure  à 

où  b  désigne  une  constante  finie  et  déterminée,  pourvu  que  la  distance  r,, 
des  deux  points  envisagés  Q,,  Q,  soit  inférieure  à  un  nombre  déterminé 
suffisamment  petit. 

Lindemann  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  raies  d'un  spectre  lumi- 
neux (5«//^).  (27-100). 

Dans  la  première  Tartie  de  ses  recherches  sur  les  spectres  lumineux,  F.  Lin- 
demann avait  supposé  que  les  atomes  qui  dans  l'éther  sont  animés  d'un  mou- 
vemenl  vibratoire  conforme  aux  lois  générales  de  la  théorie  mathématique  de 
l'élasticité,  ont  une  forme  sphérique.  Il  suppose  actuellement  que  ces  atomes 
sont  plus  généralement  des  ellipsoïdes  quelconques.  Sous  cette  hypothèse,  il 
se  propose  de  déduire  de  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  les  longueurs 
d'onde  des  diverses  raies  du  spectre  lumineux,  comme  il  l'avait  fait  précédem- 
ment dans  le  cas  particulier  où  chaque  ellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère.  Il 
obtient  ainsi  des  résultats  intéressants  et  pouvant  servir  d'explication  à  cer- 
tains phénomènes  observés  récemment,  particulièrement  lorsque  les  ellipsoïdes 
envisagés  sont  supposés  de  révolution.  Les  résultats  obtenus  dîins  le  cas  où  les 
aplatissements  des  ellipsoïdes  sont  très  grands  sont  eux  aussi  susceptibles  d'ap- 
plication. 

Pringslicun  {A.).  —  Sur  In  lliéorie  des  fonctions  Iranscendanles 
entières  de  rang  lini.  (ioi-i.3o), 

A.  Pringsheim  se  propose  d'établir  à  nouveau,  par  des  considérations  ayant 
un  caractère  élémentaire,  les  résultats  obtenus  par  H.  Poincaré  sur  la  théorie 
des  fonctions  transcendantes  entières  de  rang  fini.  Ces  résultats  avaient  été 
démontrés  par  11.  Poincaré  à  laide  de  considérations  did'érentes  dans  le  Bul- 
letin de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XI  (i883),  p.  iSO.  Dans 
l'ordre  d'idées  dans  lequel  il  s'est  placé,  A.  Pringsheim  obtient  aussi  quelques 
relations  nouvelles  qui  viennent  ainsi  s'ajouter  à  celles  de  M.  Poincaré. 

Soit 

a,,     a..,     ...,     rt.,,     ... 

une  suite  de  nombres  tels  que  l'on  ail,  pour  iliaque  indice  v, 

o<laJ  j|a,_J 
et  (|uc 

lim    cf.=:-h-x. 
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Supposons  aussi  qu'il  existe  un  nombre  posi/if  3  tel  i|ue  la  série 


soil  convergente. 
Si 


=  p-\-i 


est  le  plus  petit  entier  pour  lequel  cette  série  est  convergente,  on  dit  que   la 
fonction  entière  de  x,  définie  par  le  produit  infini 


P(^)=    17 


^-'kK-' 


Sic»-.)'], 


qui  est  uniformément  et  absolument  convergent  dans  tout  domaine  fini  (x),  est 
de  rang  p. 

Si    p    est    la    borne   inférieure   (nécessairement    comprise    dans    l'intervalle 
(/?,   ...,/>-i-i)  des  exposants  z  pour  lesquels  la  série 


est  convergente,  on  appelle  0  Vexposant  de  convergence  de  la  suite  envisagée 
«p     (I.,,     ...,    o,,     ...; 

E.  Borel  a  montré  que,  pour  tout  e  >  o  et  pour  tout  x  supérieur  en  valeur  absolue 
à  un  nombre  déterminé  H^  (qui  dépend  en  général  de  e  ),  on  a 

|P(j;)l<e"'i'. 

A.  Pringsheim  démontre  que,  pour  que  cette  inégalité  soit  vérifiée,  il  n'est 
nullement  nécessaire  <jue  la  série 


I  «,  I  I  «.,  I  I  Cl.,  \ 

soit  convergente;  pour  que  l'inégalité  ait   lieu    il  est   nécessaire  toutefois  (]iie 
l'on  ait 

lim    V  —      =0. 

Quand  s  n'est  pas  un  nombre  entier  celle  condition  néccssctire  csl  »u^s'\  su flî- 
sante. 
Quand  }  est  entier  et  que  la  série 

I  '  1^       I  '   1^  I   '   1^ 

I  a,  I        I  a.j  I       '  "         \"  A 

est  divergente,  cette  mèiuc  condition   nécessaire  est  cnorc  sul/isantc  à  condi- 
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tioii  que  l'un  ait 


^mà    a:. 


A.  Pringsheim  lerriiiiic  snn  Miimoirc  en  montrant  que  Vordre  apparent 
{Cf.  E.  BoRKL,  Leçons  sur  /es  fondions  entières,  Paris,  1900,  p.  ~^)  d'une 
fonction  primitive  entière  P(.i")  est  égal  à  l'exposant  de  convergence  de  la  suite 

fl,,     a.,,     ....     a,^,     . . ., 
au  moyen  de  laquelle  est  formée  V(a:). 

IJninii  (//.).  —  Additions  au  .Mémoire  du  tiièine  aiileiir  sur  les 
lliéorènies  des  valeurs  moyennes  des  inléi;rales  définies.  (20.)- 
21  2). 

Dés  i885.  V.  Franklin  avait  ilémontré  (American  Journal  of  Mal/i.. 
Vol.  VII)  d'une  façon  simple  et  élé|;ante.  en  généralisant  un  théorème  de 
P.-L.  Cebysev  exposé  dans  le  Cours  autographié  de  Cli.  Ilerniile,  les  proposi- 
tions contenues  dans  le  premier  Chapitre  du  .Mémoire  de  II.  Brunn  sur  les 
théorèmes  des  valeurs  moyennes  des  intégrales  définies.  Quoique  les  résultats 
obtenus  par  H.  Brunn  ne  soient  donc  pas  nouveaux  et  quoique  les  démonstra- 
tions de  H.  Brunn  soient  infiniment  moins  élégantes  que  celles  de  F.  Franklin, 
il  convient  toutefois  d'observer  iju'elles  supposent  moins  de  conditions  réalisées 
que  celles  de  F.  ["ranklin  et  que  les  résultais  obtenus  s'a|)pliquent  donc  à  une 
classe  plus  étendue  d'intégrales  définies. 

Dans  le  .Mémoire  actuel.  II.  Brunn  montre,  en  outre,  que  la  monotonie  crois- 
sante (ou  décroissante)  des  fonctions  envisagées  /"(vC).  ^^(ar),  qui  csl  évidem- 
ment une  condition  suffisante  pour  que  l'intégrale 

/     f{x)-{j.-)dx 


soit  plus  grande  (nu  plus  petite)  que 

1-  f" 

b 


r''  r'' 

/     /  (  -^  )  il-t^    I      'A  (  ■^'  )  'f-^' 


est  loin  d'être  une  condition  nécessaire  pour  que  cette  inégalité  soit  vérifiée. 
II.  Brunn  étudie  enfin  de  plus  près   les  conditions  snus   lesquelles   les  divers 
théorèmes  qu'il  avait  énoncés  dans  son   premier  .Mémoire  ont  ellectivement  lieu 
et  il  les  compare  aux   résultats  obtenus  par  I-".  Franklin. 

Aor/i  (A.).  —  Sur  une  exlension  possible  de  la  loi  de  la  ^ravi- 
lalion  universelle.  (  .'^S.'î-f')  i  cl  .')().'^-.k)()'). 

Daii>  un  Mériiniic  inséré  dans  les  \nnales  de  l'École  \ormale.  t.  W  (i.jo.")), 
p.  i33,  sous  le  tilre  Aes  cibratinn-i  uniierselles  de  la  matière.  \.  K<>rn  a 
exposé  une  théorie  nouvelle  de  la   gravitation  universelle. 
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H.  von  Sceligcr  avait  montré  (  Sitzgsb.  Akacl.  Mùnc/ien,  t.  XXVI,  i8(jR, 
p.  378)  que,  pour  expliquer  certains  pJRnomènes,  il  peut  y  avoir  avantage  à 
remplacer  la  loi  d'attraction  de  Newlon,  où  l'inU-nsité  de  Tattraclion  est  de  la 
forme 

///,  ni.. 

par  une  loi  d'attraction  plus  ^'énérale  où  l'intensité  de  l'attraction  est  de  la 
forme 

,  m,  m., 

ou  encore  par  une  loi  d'attraction  où  l'intensité  de  l'attraction  est  de  la  forme 

où  ti  est  une  constante  convenablement  choisie. 

A  cette  modification  de  la  loi  de  Newton  correspondrait  une  sorte  d'absorption 
dans  le  milieu  qui  transmet  l'attraction  des  éléments  de  la  matière. 

A.  Korn  se  propose  de  rattacher  cette  extension  de  la  loi  de  Newton  à  sa 
théorie  nouvelle  de  la  gravitation  universelle  dans  laquelle  toute  action  à  dis- 
tance est  remplacée  par  des  actions  se  propageant  d'une  manière  continue  dans 
une  matière  très  fme  qui  obéit,  du  moins  pour  les  mouvements  très  rapides, 
aux  lois  générales  de  l'Hydrodynamique. 

Au  lieu  de  supposer  que  la  matière  pondérable  est,  au  moins  pour  des  vibra- 
tions rapides,  assimilable  à  des  particules  de  fluide  incompressible  se  mouvant 
dans  un  éther  théoriquement  incompressible  et  infini,  en  ce  sens  que  le  poten- 
tiel 9  des  vitesses  des  vibrations  universelles  de  la  matière  pondérable  vérifie 
l'équation  de  Laplace 

A'f  =  o, 

A.  Korn  suppose  que  la  matière  pondérable  est,  au  nîoins  pour  des  vibrations 
rapides,  assimilable  à  des  particules  de  lluide  faiblement  conijiressible  se  mou- 
vant dans  un  cther  incompressible,  en  sorte  que  le  potentiel  'f  des  vilcsses  des 
vibrations  universelles  àc  la  matière  pondérable  vérifie  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  de  la  forme 

A'J  —  [A--^   =:  O, 

où  ijL-  est  une  constante  positive,  sans  que  rien  soit  d'ailleurs  changé  aux  autres 
conditions  du  problème. 

De  l'hypothèse  de  l'incompressibilité  de  la  matière  pondérable  qui  se  traduit 
par  la  condition  Asp  =  o,  il  résulte  que  l'intensité  de  l'attraction  exercée  par 
deux  éléments  de  masses  pondérables  /»,,  m.,  à  distance  r,  est  nécessairement 
de  la  forme 


—  /ni,  m  .  —  (  -  )» 


où  y  est  une  constante  numérique,  ce  qui  est  conforme  à  la  loi  île  Newton. 
De  ihypolhcse  de   la  faible  compressibilité  de  la  matière  pondérable  qui  se 
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traduit  par  la  condition 

A  y  —  [x'-'y  =  ') 

que  doit  vérifier  le  polensiel  ç>  des  vitesses  île  cliaque  élément  pondérable 
(tandis  que  le  potentiel  des  vitesses  de  cliai|ue  élément  du  milieu  vérifie 
l'équation  de  Laplace),  il  résulte  que  cette  même  intensité  est  de  la  forme 

.  '> 

Si  l'on  suppose  enfin  que  non  seulement  la  matière  pondérable  soit  compres- 
sible, mais  (]ue  l'étlier  dans  lequel  elle  est  ploni;ée  soit  également  compressible, 
tout  en  l'étant  beaucoup  moins  qu'elle-même,  le  potentiel  9  des  vitesses  de 
chaque  élément  de  matière  ponilérable  vérifierait  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre 

A?  -r-  A-  r  =  o. 

tandis  (|ue  le  ijulentiel  9  des  vitesses  de  cliacjue  élément  du  milieu  vérilieruit 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 


OÙ  lû  et  A"  sont  des  constantes  positives,  telles  (jue  le  rapport  —  soit  un  nombre 


très  petit. 

Sous  cette  bypotlièse,  on  démontre  i\u'il  est  impossible  (jue  le  milieu  ne  soit 
pas  absorbant.  Ainsi  des  vibrations  universelles  ne  sont  jjossibles  que  si  le 
milieu  est  ou  bien  incompressible,  ou  bien  compressible  et  AiisoiiBANT. 

Si  le  milieu  est  compressible  et  absorbant,  le  potentiel  des  vitesses  vérilie 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  forme 

A-i  =  3.  — ■-  -h  i  -^  , 
Ot-         '    ()t 

où  3.  et  |i  désignent  des  constantes. 

Dans  le  cas  le  plus  simple  d'un  élément  unique  de  forme  sphérique,  le  poten- 
tiel des  vitesses  cp  est  donc,  extérieurement  à  cet  élément,  de  la  forme 


5  =  -  e^!^""  cos 


(-^^-Ar-t-oj, 


où  c  et  5  sont  des  constantes  qui  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  possibles, 
tandis  que  11  et  A  sont  des  constantes  positives  données  en  fonction  de  ot  et  Ji 
par  les  formules 


"'=î(y)"4v/'*'S.''*'] 


Les  constantes  ;x  et  h.  doivent  tfailleurs  être  d'un  ordre  de  grandeur  tel  que,  si  s 
désigne  une  distance  de  l'ordre  des  distances  des  dill'érenls  points  du  système 
solaire,  les  deux  produits 

;i;,     Il  y 

soient  des  nombres  très  petits. 
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A  ce  polenlitl  des  vitesses  9  d'un  élément  de  forme  spliéiique  correspond 
une  loi  d'allraclion  de  deux  masses  m,,  ///.,  à  distance  0,  dont  l'intensité  est 

donnée  par  l'expression 


i..  --  (/,  -  e^^?  cos/fp  -^/^  -  e-'f-'i  sia/tp  \, 


où  /,.  f.,  désignent  deux  conslanles  numériques  indépendantes  des  masses  envi- 
sagées: y,  est  toujours  >  o. 

C'est  là,  si  Ton  se  borne  à  une  première  mais  déjà  très  grande  approximation, 
la  forme  la  plus  générale  de  la  loi  d'attraction  de  deux  éléments  matériels  sup- 
posés compressibles  et  vibrant  très  rapidement  dans  un  étlier  beaucoup  moins 
compressible  et  absorbant.  Les  termes  que  l'on  néglige  sont  de  l'ordr*  du  rap- 
port des  rayons  des  éléments  matériels  sphériques  pondérables  aux  distances 
lies  divers  éléiiienls  pondérables. 

Pringshrini  {A.).    —   Le    théorème  de   Caiîcliv-Goursat  et  son 
exlension    aux    intégrales    prises    le    long   de    combes    réelles. 

(6;::;-(38o). 

L.  H  ciller  {-\achricliten  dcr  Gescllschafl  der  Wissenschaftcn  zu  Gottingen 
pour  1902  et  pour  1900)  a  étendu  à  des  intégrales  curvilignes  réelles  de  la  forme 


f[P{a:,y)dx-i-q{x,y)dy] 


le  lliéoreme  jiar  lequel  E.  Coursât  (  Transaction  0/  t/ie  American  niatlienia- 
tical  Society,  t.  1,  1900.  p.  i^)  avait  généralisé  le  célèbre  thcorcme  de 
Caucliy  sur  les  intégrales  des  fonctions  de  variables  complexes. 

A.  Pringsheim  se  propose  d'obtenir  le  lliéoréme  de  L.  Heffler  dans  le  cas  où 
le  contour  réel  est  un  rectangle,  cas  auquel  se  ramènent  aisément  tous  les 
autres,  sans  faire  intervenir  dans  la  démonstration  aucun  passage  à  la  limite 
étranger  à  la  question  : 

TiiÉOHL.MK  I.  —  Si  l'on  désigne  par 

V{x,y).     Çi{x.  y) 

deux  fo/ictions  uni^ogues  des  deux  variables  x  et  y  admettant  chacune,  en 
chaque  point  situé  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  d'un  triangle  A,  une  dif- 
férentielle totale:  si  l'on  a,  en  outre,  en  chacun  des  points  situés  à  l' inté- 
rieur ou  sur  le  contour  de  A  la  relation 

àVjx.  y)  _  iiq(x.  y) 
Oy        ^         ox 

on  démontre  (juc  l'intégrale  curviligne 

f    [V{x.  r)dx-~  i*(x.  y)dy\. 

prise  le  long  du  contour  du  triangle  (A),  est  nécessairement  égale  à  zéro. 
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Il  faut  icmarquei"  que  la  façon  dont  se  comportent,  liois  du  triangle  A,  les 
deux  fondions  envisagées  n'intervient  pas  ilans  la  dcmonslralion.  Le  tliéorènie 
a  encore  lieu  quand  bien  même,  en  chaque  point  du  contour  de  A,  chacune  des 
deux  fonctions  P{x,y),  0{x,  y)  serait  discontinue  dans  toute  direction 
extérieure  à  A. 

On  sait  que  la  continuitc  des  deux  fonctions 

(lO{  x.  y  )        (iV(  X.  y) 


des  deux  variables  x,  y  entraine  lexistence  d'une  dill'érciilioHc  lnUili-  pnur 
V(j:,y)  et  Q{x,  y).  La  réciproque  n'a  toutefois  pas  lieu,  en  surte  (|tic  les 
conditions  sous  lesquelles  on  a  énoncé  le  théorème  I  sont  (/isti/iclrs  lie  celles 
sous  lesquelles  on  démontre  le  thcoréine  de  Greeii 

donl  on   fail  gcnéialciiieiit  usau:e  pour  démoiilrer  le  llionirnic  I. 

Vax  décomposant,  en  ses  parties  réelles  et  imaginaires,  une  Idiictinn  f{z) 
d'une  variable  complexe  z,  on  déduit  aisément  du  tliéorcnic   I   le  tlicorcnie  de 

Coursai    concernant     lf{z)dz    prise    le    long    de    A.    Mais    du    l/teorcnw   de 

Gonrsot  on  ne  peut  déduire  inversement  le  théorème  I,  en  sorte  ([uc  ce  théo- 
rème I  diiit  être  envisagé  comme  le  Ihéorèine  fondamental  île  toute  cette 
thi'orie. 

Fiiisl<'r\.valdcr  {S.^.  —  Remarques  sur  Tanalogic  enlre  certains 
problèmes  de  la  théorie  des  eompensalions  des  erreurs  et  cer- 
lains  problèmes  de  Slalitpie.  ((383-()8()). 

Fiiislcrwdltlci-  [S.)  cl  Scheufcic  {^W.').  —  Clt'néralisiilioii  du 
problèine  de  Pollietiol.  (  .m)i -(i  i  .'i  )• 

Si  l'on  mesure  les  angles  que  font  entre  eux  les  ravons  d'une  gerbe  joignant 
le  centre  inconnu  de  celte  gerbe  où  l'on  se  trouve  à  l'instant  actuel  (dans  un 
voyage  en  ballon  par  exemple)  à  diirérents  points  connus  situés  sur  les  rayons 
de  cette  gerbe  (des  points  de  repère  détertniaés  du  sol  par  exemple),  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  avec  la  plus  grande  approximation  possible  la  posi- 
tion actuelle  du  centre  de  la  "crbc. 


1904. 

Fopjd  (.//).  —  Sur  une  exprricuec  gvros(<ipi(|iic  avant  pour 
(d)jcl  la  délerminalion  de  la  vitesse  angulaire  de  rolalion  <le  la 
Terre.  (-"i-iiS). 

Les  résultats  obtenu;  par  A.  Foppl  concordent  avec  ceux  iju^on  admet  gène- 
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ralcrmnt  comme  exacts.  Une  léfjère  di'vialion  variable  dans  la  direction  de 
l'axe  instantané  de  relation  n'est  toutefois  pas  à  rejeter  absolument;  par  contre 
la  sf'yndcur  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  semble  rigoureusement  constante. 
Il  n'est  pas  im[)0ssible  t\uc  les  mêmes  expériences,  reprises  dans  des  condi- 
tions meilleures  et  avec  des  instruments  plus  perfectionnés,  ne  mettent  en  évi- 
dence, mieux  que  n'ont  pu  le  faire  jus(|uici  les  expériences  de  la  chute  libre 
des  corps  pesants,  la  déviation  de  ces  corps  vers  le  sud  qui,  quoicju'on  n'ait  pu 
trouver  jusqu'ici  à  rexpli(|uer  rationnellement,  ne  semble  pas  moins  être  un 
fait,  sinon  certain,  au  moins  fort  compatible  avec  les  faits  jus(iu"ifi  observés. 

GuggenJicimcr  (S.).  —  Sur  les  \  ihrations  iiiiivcrselleà  tldn  loie. 

La  recherche  du  potentiel  des  vitesses  9  vérifiant,  en  chaque  point  extérieur 
au  tore,  l'équation  de  Laplace 

A9  =  0, 

et,  en  chaque  point  intérieur  du  tore,  l'équation  de  l'oisson 

A9-i-Â--f  -  o, 

donne  la  solution  tlu  problème.  Si  l'on  pose 

(Jx  (ir  tiz 

les  vibrations  des  éléments  pondérables  supposés  faiblement  compressibles  dans 
un  milieu  incompressible  s'élendant  à  l'infini  seront  en  effet  de  la  forme 

u  =  L  sin  )  r  =  \  sin  —7^1  w  =  \>  si  11  —rrr-' 

La  méthode  dont  S.  Guggenheimer  fait  usage  pour  le  tore  est  identi({ue  à 
celle  qu'.V.  Korn  avait  développée  pour  la  sphère. 

Les  formules  obtenues  ici  pour  s,  dans  une  première  approximation,  seraient 
peut-être  utilisables  dans  des  recherches  concernant  les  vibrations  universelles 
de  l'anneau  de  Saturne.  Les  vibrations  fondamentales  sont  ici  des  pulsations 
(au  degré  d'approximation  avec  lequel  on  opère)  et,  pour  des  points  suflisaiii- 
iiient  éloignés  du  tore,  le  tore  se  compnrte  à  l'égard  de  ces  pulsations  comme 
une  s|)hèrc  animée  de  pulsations. 

Fabcv    (G.).    —    Sur    la    non-conliiuuilion    de    ccrlaiiies    séries 
enlièies.  (()3--4). 

Soit 


une  suite  de  nombres  naturels  croissant  indéfiniment  avec  v.   Envisageons  la 
série  entière  en  x  {oii  x  désigne  une  variable  complexe) 

P(x)  =  a„  x"o  -T-  a.,  x")  -^  a»^ x"j -~ . . . -f-  ti„.^x":  4- . . . , 
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dont  la  suite  des  coefficients 

On    .         On    ,         On^.         .  ...        «r.^,         .  .  . 

est  telle  (jiie  l'on  ait 

lim    y  [</n.,  I  =  I, 

V  =  -4-  00 

en  sorte  que   le   rayon    du    cercle   de   convergence    de   cette   série    V{x)    soit 
égal  à  I. 

On  sait  que  pour 

et  dans  plusieurs  autres  cas  particuliers,  la  série  entière  envisagée  P(:r  )  ne  peut 
être  continuée  hors  du  cercle  de  centre  a;  =  o  et  de  rayon  i. 

J.  Hadaiiiard  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4"  série, 
t.  VIII  (1S92)]  a  montré  qu'il  en  est  de  même  pour  chaque  suite  de  nombres 
naturels  croissants  tels  que  la  limite 

lim     —^—^ — ■ — - 


soitégaleà  un  nombre  positif  déterminé;  E.  Horel  (  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  du  5  octobre  i>^7'i)  a  montré  ensuite  qu'il  en  est  encoi-e  de 
même  cha(]ue  fois  ([ue  la  limite 


lim       •'■*■■_    ■' 
'I  —  +X       y  n.^ 

est  égale  à  un  nombre  positif  déterminé;  enfin  Cli.  Fabry  (Annales  de  l'Ecole 
.\ormale  supérieure,  3"  série,  t.  XIII,  1896;  Acta  niat/iemadca,  t.  XXll, 
1898)  a  montré  qu'il  suffit  même  que  l'on   ait 

lim    («.,+, —  n.^)=-{-x, 

V  =  -l-  00 

et  que  même  cette  condition  si  simple  n'est  pas  la  plus  générale  que  l'on  puisse 
établir. 

La  démonstration  donnée  par  Ch.  l'abry  est  toutefois  assez  compliquée; 
G.  Faber  s'est  proposé  de  la  simplifier  et  il  est  parvenu  à  une  démonstration 
relativement  simple,  s'appuyant  sur  des  lemmcs  déjà  connus  et  ne  nécessitant 
pas  de  loiiiis  calculs.  Les  lemmcs  sur  lescjuels  il  s'appuie  ont  été  établis  par 
Leau  (Journal  de  Mathématiques  jnires  et  appliquées,  5°  série,  t.  V,  1S99), 
J.  Hadamard  (/(/..  j"  série,  t.  Mil,  189.1.,  et  Acta  mathematica,  t.  XXII, 
1893). 

Lindemann  (/'.).  —  Sur  le  principe  de  d'Alemberl.  (77-101). 

1.  Imaginons  n  points  matériels  de  masses  /»,.  m._,  ...,  ///„  assujettis  it 
a  liaisons  bilatérales 

A=o.        /,=  o,         ....        /,=  o; 
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fil  fi-   •■  ■•  y.i  sont  (les  Idurtinns  donru-cs  des  coonlonncc? 

des  points  w)p  «Jj,  . . .,  //(„.  Soient,  pour  /  —  i,  2,  ...  ;  /;. 

les  composantes  de  la  force  totale  donnée  applicjuéc  nu  point  ni/,  et  soient,  pour 
/  =  I,  2,  . . .,  n, 

x;'\  y;'\  z;" 

les  composantes  d'un  vecteur,  appliqué  au  point  wi,,  uu(|ucl  nous  donnerons  le 
nom  de  vecteur-adjoint,  à  la  force  donnée  (  X;"*^,  Y/'-,  Z['''). 
On  dit  que  le  sj^stème  de  vecteurs-adjoints 

(x/>, y;'\z;'>),  (x^..y,'\ z^),  ...,  (\;;', Y;f, z,r) 

permet  d'envisager  l'ensemble  de  points  »*,,  ni ,  /»„  comme  s'il  était  un 

ensemble  de  points  libres  de  toute  liaison.  lorsque,  sous  l'action  du  système  de 
vecteurs-adjoints  (envisagé  comme  des  forces)  appliqué  seul  à  l'ensemble  de 
points  «i,,  m.,,  ...,  m^  (en  supprimant  les  forces  données)  supposé  en  repos  à 
f  =  o,  cet  ensemble  de  points  reste  en  repos  quand  t  varie.  El  inversement. 

F.  Lindeinann  démontre  que,  de  cette  définition  d'un  système  de  vecteurs- 
adjoints,  il  résulte  nécessairement  que  les  composantes  X,'.  Y_  ,  Z, •  sont,  pour 
t  =  1,  2,  . . .,  «,  de  la  l'orme 

("=  X  '^  -hl  '^-^  -h. 

\  z  '^  ~\tL^',  '}f-^  + 
1  ^'  - '^' ïï^  ^ ''^yc.  ^' 

où  Ap  ).;j,   ...,  "k    désignent  des  paramètres  indéterminés. 

On  en  déduit  les  équations  dilTérenlielles  ordinaires  du  mouvement  de  l'rn- 
seiiiblc  de  points  »z,,  »ij,  ...,  m„  envisagé 


-^x. 

"A. 

■  Ox^ 

+  \ 

■  OX,  ' 

.     àA 

iV-x 
m 


x«+x<')=xi''^-  yx/-^. 


dt' 

Vr-.  1 

(2)  /       '  dt'  '  '         ^    "(ly^ 

v  =  1 

t,^  =z;''^-^z.'':.z;•u'v)s^, 

'   dt-  — <     '  Oz, 

V-- 1 

(t  =  I,  2.   ...,/()• 
Le  syî-lème  de  vc(tcur>-a(ljoinls 

(x;^Y;^z;•),  (x;/\Y/, z^),  ....  (\.:.Y,;'.z,:>) 
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est   le   plus  souvent  design»;  sous  le  nom   tic   système  des   forces  de  réactions 
exercées  par  les  liaisons  sur  i'ensotnble  de  points. 

2.  Supposons  maintenant  «inc /,, /.,  ■■■^f^  dépendent  non  seulement  de  x^, 
y,,  s,,  x^,  y^,  z.,.  ...,  -r„,  .)'„,  <;„,  mais  aussi  de  t  explicitement.  Il  ne  saurait 
plus  alors  être  question  de  définir  les  forces  de  réaction  de  façon  que  l'en- 
semble de  points  reste  en  repos  sous  l'action  de  ces  forces.  Mais  on  peut  définir 
les  forces  de  réaction  de  façon  que  le  plus  grand  nombre  possible  des  points 
m,,  m^,  ...,  m,,  restent  en  repos  sous  l'action  de  ces  forces.  C'est  ce  que  fait 
F.  Lindeniann. 

Un  système  de  vecteurs-adjoints  est  dit  système  de  forces  de  réaction 
lorsque  sous  Faclion  de  ces  vecteurs-adjoints  seuls  (envisagés  comme  des 
forces),  quand  n  —  \i  quelconques  des  n  points  de  l'ensemble  restent  en  repos, 
les  [A  points  restants  se  meuvent  avec  les  vitesses  que  l'on  obtient  en  (ixant 
arbitrairement  leurs  directions  et  en  portant  sur  ces  directions  les  valeurs 


v/( 


'jHw-m 


\/(S)'-(.t/-(^7/ 


-v=v/(l^HlR 


dz.^ 
'di 


déduites  alors  des  ;j.  équations  de  liaison 

Et  inversement. 

De  cette  définition,  on  déduit  ([ue  les  composantes  des  forces  de  réaction 
vérifient  encore  le  système  d'équations  (i)  où  >>,,  \,  ....  X.^  désignent  des 
pai-aniètres  indéterminés.  Les  équations  diflerentielles  du  mouvement  de  l'en- 
semble de  points  envisagé  soumis  à  des  liaisons  bilatérales  dépendant  explic  i- 
tement  de  t  sont  donc  encore  les  é(iuations  {2). 

3.  Supposons,  d'autre  part,  que  /,,  /,,  ..,  /.^  dépendent  non  seulement  de 
^i>  P'i'  -1'  ^-1' Xi^  ^-ii  •••1  ^n^  y,,'  ^"'  'T'^'is  soient  aussi   des  fonctions   linéaires 

,     d.r,     dy,     dz.     dx.    dv.    dz.,  dx„    dy,^    dz„ 

et  homogènes  de  —7-^,  -^-^ .  -^,  -^>  -^^  -—-^  •••»  — rf  >  —77-»  —77-»  c"i  ^orle 
^  dl       dt       dt       dt       dt      dl  dt       dt       dt 

(|iie,  pour  /  =  1,  ■.!,  ....  a.  on  ait 

V  — IJ. 

•^■=I!('^-'^  ■  -'  dl 


dx..        ,     dv..  fl:.\ 


o»i  »,.^,  'It-.^,  y  .^  sont  des   fonctions  de  .r,,  .r,,   r,,  x..  y...  z...    ...,  .r,,.   )'„,  c„  et 

évcnluelleinent  de  t. 

(Jn  délinil  alors  les   forces  de  reaction  comme  au  n'   1.  où  ni  /,  ni   les  flcri- 
vées  de  x^,   ....  ^„  par  rappcn-t  à  /,  ne  liguraieiit  expliiitcniciit  dun>   l.->   è(|ua- 

tiori-  lie   liaison.   IvL   l'on    di-nioiiirc  sans  difiicullé  que.   dans  le  <a-  actuel,  les 
équations  (i)  cl,  par  suite,  les. équations  {.'.)  subsistent. 
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'i.  Supposons  enfin  que  /,,  /.,  ■•■■  f^  di-pcndent  d'une  faron  quelconque  de 

il.r       ilv       (Iz.      f/.r.,     dv..     dz.. 


r,,  X.,,  r.^,  z...   ....  x,^,  j'„,  ^„, 


dt        dt        dl        dt       (Il        dl 


dx„    d\\,    dz,,  .  .  •  .  I 

■  ~i  —h-^1  —r^i  en  sorte  (ine,  en  roiiscrvaiU  les  mêmes  notiiUons  (iiie  dans  le 
dt       dt       dt  ^  ' 

dx 

cas  .3,  les  fonctions  ».,  •1.,  y ;.,  ne  soient  i)as  toutes  iniiépendantes  de  — r-^>  -••■> 

— ^' •  Il  peut  alors  se  présenter  deux  cas  suivant  ((ue  riijpotiièse  du  repos  simul- 
tané tics  /(  points  est,  ou  non,  compatible  avec  les  liaisons. 

Dans  le  premier  de  ces  deux  cas,  on  adoptera  encore  la  même  définition  des 
forces  de  réaction  qu'an  n"  1.  Afais,  dans  le  second  cas,  il  faut  remplacer  la 
définition  précédente  par  celle  que  voici  : 

Un  système  de  vecteurs-adjoints  est  dit  système  de  forces  de  réaction 
lorsque,  sous  l'action  de  ces  vecteurs-adjoints  seuls  (envisagés  comme  des 
forces),  quand  n  —  ix  quelconques  des  points  de  l'enscnihle  restent  en  repos, 
les  iJL  points  restants  se  meuvent  d'un  mouvement  uniforme  dans  les  directions 
déterminées  sous  l'Iiypotliése  de  ('e  mouvement  uniforme  par  les  équations  de 
liaison.  Et  inversement. 

V.  Lindemann  démontre  que,  sous  ces  hypothèses,  dans  le  cas  4  actuellement 
envisagé,  les  composantes  X'/\  \''P,  Zf^  des  forces  de  réaction  sont  nécessaire- 
ment de  la  forme 


*              ^md         \0X-  Xi     OXiJ 

v  =  l 

-^  ''V'y.  y'i  dy'iJ 

Âm4       '\0Z^  Zi     OZJ 


OÙ  )v|.  >>j,    ...,  >,j  désignent  des   paramétres   indéterminés  et  où  l'on   a   posé, 
pour  abi'éger,  pour  i  =  i,  2,  ...,  /(, 


,      dx, 

X:=     —r^l 

dt 

,       dy, 

*'-  dt 

■^     =       dt^    ' 

•^■•=  dt'^ 

..       d^z 

"■-  dt' 

ô.  Ceci  posé,  on  voit  immédiatement  (jne,  pour  que  l'éciuation  de  d'Mcmbert 


i  —  n 


V 


[      d^-y.       ^.  \.  /       d-z,       ,,\^     1 

\     •    dt'  ')   •''       \     '  dt'  '/      'I 


ait  lieu  dans  tous  les  cas,  (|uelles  (jue  soient  les  liaisons  bilatérales  envisagées 


V 

(: 

'IL 

5j7, 

,-\- 

'>/, 

£>'. 

,+ 

"fi 

?j 

L^ 

llX.^ 

(h:, 

lIZ. 
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il  faut  et  il  suffit  que  les  composantes  Sjt,,  cy-,  oz^  des  déplacements  virtuels 
des  points  de  coordonnées  x-,  y,,  -,  soient  définis  comme  il  suit  : 

Dans  le  cas  1,  les  déplacements  virtuels  des  points  (j:,,  }•,,  z^)  sont  des 
déplacements  infiniment  petits  quelconques  compatibles  avec  les  liaisons  qui 
afTectent  les  points  ^,.1',,  z^  en  sorte  que  l'on  a,  pour  i  —  i,  2.  ...,  a,  les  rela- 
tions 


(3) 


Dans  le  cas  2,  les  déplacements  virtuels  des  points  (x,.  1-,,  z^)  sont  des 
déplacements  infiniment  quelconques,  compatibles  avec  les  liaisons  fixées  à 
l'instant  t,  en  sorte  que  0^  =  o  et  que  l'on  a,  pour  /  =  i,  3,  ....  u,  les  mêmes 
relations  (3)  que  dans  le  cas  1. 

Dans  le  cas  3,  les  déplacements  virtuels  des  points  {x,,  y-,  c,)  sont  des 
déplacements  infiniment  petits  quelconques,  tels  que  leurs  composantes  £jr„ 
cy^,  Zz^,  ex..   ...,  Zz^^  vérifient,  [)0ur  i  =  i,  2,   ...,  a,   les  relations 

Vr-  « 

N    (  -^..^  ùx.^-T-  't'i;  oy.,-i-  y,.^  ô;J  =  o. 


Ce  cas  se  présente  dans  l'étude  des  mouvements  de  roulement. 

Dans  le  cas  4,  enfin,  les  déplacements  virtuels  des  |)oints  (x-,  _r,,  -,)  sont 
des  déplacements  infiniment  petits  tels  que  leurs  composantes  oj-,,  or,,  oc,, 
Sx,,  ...,  Zz^  vérifient,  pour  i  =  i,  2,  ...,  [^,  les  relations 

V  =  1 

V".»'.     '0'.  y  il  '      \<'--i     tiz,  zj    •] 

Les  modifications  à  introduire  dans  ces  différentes  définitions  ([uand,  dans  le 
cas  3  ou  le  cas  4,  t  figure  explicitement  dans  les  équations  de  liaisons  bilaté- 
rales, ou  encore  quand  ([uelqucs-unes  des  équations  de  liaisons  bilatérales  ren- 
trent dans  le  cas  1,  d'autres  dans  le  cas  2,  d'autres  dans  le  cas  3,  d'autres  enfin 
dans  le  cas  4,  sont  assez  faciles  à  formuler.  (  hi  pourrait  aussi  envisager  le  cas 
où  les  fonctions/,,/.,.  .... /^^  dépendraient  de  dérivées,  par  ra|>port  à  /,  de 
a:,,  ...,  5„  d'ordres  supérieurs  au  incmier. 

Dans  le  cas  4,  les  équations  diMërenlielles  «lu  mouvement  do  points  m^, 
m^,  ...,  /«„  se  présentent  sous  la  forme  lialiilucllc 


d-x. 
■'   dl- 

'         '  i)x,          ■  Ox, 

■  Ox^ 

,  d\r! 
■    dt' 

'0'.         ■  'O'i 

•  (h- 

..d'z, 
dt- 

''   ■    '"  OC.        '"-  <>;, 

•■-,^ 

(«■  =  I.  > "  ). 


-\'^. 

I 

■"■  i)x\ 

x\ 

I 

y\ 

-       "/a 

I 

-'•-;)^ 
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si  l'im  fxise.  pour  /  =  i,  2,   ....  », 

^  ,^  __-  '!Jj.  1 -  ['Al 

'  '  '  '  il.l\   x\  '■  ox\    X 

-  <\f,  ■     ,  '\f-.  I 

'•I   =  /", —  A,  -~  —7  —  A.,  ^— :  —  — . . 
(>y,  .T,  "  Oyi  y, 

11,  =  m  —  A,  -^   —   —  /.,.  -^    -1    —  . . 

Los  puiiils   ///,.   /// //?„   (le    rfiisoiiible  se  imuiveul  doiir,    diins  le  ras  'i, 

corninc   si,   au    lieu    de  leurs  vcrilahles   masses  constanlcs  //(,,  /».. //»„.  ils 

avaient  des  niasses  rciriables  fondions  de  leur  position  dans  l'espace  el  de 
leur  ('tat  des   \  itesses. 

Si  dans  une  nouvelle  lliéorie,  comme  celle  des  e/ec/roris.  on  est  amené  à 
ciivisa;;ir  les  masses  connue  des  quantités  variables,  il  convient  donc  de  se 
demander  si  cette  variabilité  n'est  pas  simplement  apparente  et  ne  provient 
()as  de  ce  que.  dans  les  équati(jns  de  liaisons  des  points  envisai;és,  figurent  les 
composantes  des  vitesses  de  ces  |ioints. 

Finster{val(lci'  i^S .).  —  Siif  mie  nouvelle  appliealion  de  la  IMioIo- 
i;raiiiiiiélri<;.  (  i  o.i-i  i  i  ). 

G  tint  lier  ^S.).  —  \^c  |)roblèinc  de  Polhcnot  sur  la  surface  de  la 
sphère,  (i  i  5-i  aV). 

I)aiis  le  [)lan,  le  prnldéiiie  ic-solu  ])ar  Pollienol  à  Toccasion  de  mesures  carto- 
grapliiqucs  concei-nanl  le  cours  de  l'iMirc.  avait  été  résolu  avant  lui  par  \^  .  Snel- 
liiis,  d'une  part,  el  par  Scliickhart,  d'autre  part. 

Sur  la  sphère,  ou  a  envisai^é,  il  y  a  bien  longtemps,  des  quadrilatères  cur- 
vilignes analogues  aux  quadrilatères  plans  du  problème  de  l'otlienot.  On  a 
appelé  jivobli'ine  de  Domves,  le  problème  spliéri(|ue  analogue  à  celui  de  Po- 
llienol dans  le  plan,  mais  là  encore  le  nom  est  assez  mal  choisi  puisque  iNlau- 
pertuis  avait  déjà,  dans  son  Astrononne  nautique  (Paris,  1751,  pages  ^i  et 
suivantes),  donné  une  solution  de  ce  problème. 

La  meilleure  façon  de  poser  le  iirohlème  est,  semble-t-il,  la  suivante  : 

On  donne  les  coordonnées  (•ijuatoriales  de  deux  étoiles  \•.^  et  K.,.  \  un  instant 
déterminé,  on  mesure  les  a/.imuls  de  ces  deux  étoiles.  Si  P  est  le  pôle  nord  et 
Z  le  zénith,  on  connaît,  dans  le  (|uailrilatère  curviligne  E,JvjZP,  le  côté  PE,, 
le  côté  l',lVj  (ce  dernier  calculé  à  l'aide  des  éléments  connus  du  triangle  splié- 
l'iquc  PI"-,E., ),  Tune  des  deux  diagonales  Plv,  et  cnlin  les  deux  angles  que  fait 
l'autre  diagonale  ZKj  avec  les  deux  autres  côtés  ZP  et  ZIv.,.  (In  demande  de 
déterminer  ZP  ou,  si  l'on  veut,  le  complément  de  ZP  i]ui  est  la  hauteur  f  du 
pôle  P  au-dessus  de  l'hori/on? 

désignons  par  a  le  ■^ii  ppicnii  ni  de  l'.i/.iiuiil  d4-  IC,.  par  [i  la  dillercncc  des 
deux  a/.imuls  de  li,  cl  de  Iv.,  par  c  la  diagonale  connue  Plv,.  par  a  le  côte  E,P. 
par  b  le  côté  IC,  Iv,.  par  •;  l'angle  en  E,  du  triangle  sphériquo  connu  P  E,  E„, 
cnlin  |)ar  m  cl  n  les  deux  rapports 

sin  a  sin  3 

m  —  —. —  )  Il  ~  —. — ,  • 

snw/  sinw 
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S.  Guiillier  inuiUre  alors  que 

X  —  COS'J 

est  donné  par  l'équation  du  8"  degré 

I  —  j;'- sin- (  a  +  |j  )  — i>^  cosc  cos(  a  +  ,3  )                 x"- — sin-c  o 

o                          1  —  j;- sin-(a -+- ^)  — i>x- cosc  cos(  a  H- ^)  x- — sin'c 

—  /<'                             2X mil  cos^(                        x" m- — sin-v  n 

o                                          n''                                   2a:/»».  cosy  x- m- — sin'y 

Si  l'on  développe  ce  déterminant,  on  voit  que  l'équation  en  x  ne  contient  que 
des  puissances  paires  de  x;  c'est  donc  une  équation  biquadratique  Cn  x-.  Cette 
équation  fournit  directement  la  hauteur  du  pôle  au-dessus  de  Thorizon  en 
fonction  des  coordonnées  équatoriales  de  deux  étoiles  (|uel<;on((ues  dont  on  a 
mesuré  les  azimuts  au  même  instant. 

Hilbert  ÇC.-S.).  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  aclioii.  (120- 
139). 

1.  Soient  T  l'énergie  ciaéti(|ue  et  U  la  fonction  des  forces  d'un  ensemble  quel- 
conque de  points  matériels  donnés  soumis  à  des  liaisons  bilatérales  y,  =  o, 
/j  =  o,  ....  f.^=  o.  La  fonction  des  forces  U  et  chacune  des  fonctions  /,, 
_/;,  ..-,  f.j,  dépend  des  coordonnées  x^,  y^,  z,,  x ,  0,,  des  »  points  de  l'en- 
semble et  éventuellement  de  i  explicitement. 

Les  équations  difl'ércnticUes  du  mouvement  des  n  points  de  l'ensemble  sont 
alors,  en  désignant  par  </,,  q..,  ...,  q^  des  coordonnées  de  ces  n  points  dans  un 

système  de  coordonnées  (]uelconques  et  par  q\  la  dérivée  —j-^-, 

(i)  \    dt   Oq\         Oq    "~  6»Y,     '     ^^Oq,  "t'y,    '  '"        ''^  t*'/. 

(  (i  =  .,  !..   ...,  A), 

où  A,,  îwj,   ...,  A,^  désignent  des  paramètres  quelconques. 

Le  théorème  de  l'énergie  cinétique  prend,  dans  ce  cas  général,  la  forme 

dt  ut    ~   '■  (it     '    '^"^  ()t     ' 'f-  dt  ' 

qui  se  réduit  à  la  forme  usuelle 

d{T—  U) 

dt  ' 

quand  t  ne  ligure  explicitement  ni  dans  U,  ni  tlans/,,/^,   .    .,/.^. 
Si,  dans  l'expression 

o  =  T  -■-  U, 

on  remplace  q\,  q\,    ....  q[,  en  fonction  de  t,  (7,,  ...,  q,,,  et  des  paramètres 
jD,,  /?2,  •••,  Pi,  de  Poisson  définis  par  les  relations 

Bull,  des  Sciences  inathem..  2'  série,  t.  XWL  (Février  1907.)  R.3 
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fl.  si  Ton  foriiip  nisiiilc  l"inli't;r;ilp 


S  =    f    r'i 


>iii  oluiciil   iiiio  foiictioti  S  '(iii.  vn   \ertu   dos  é(jiiatii>ns  (i)  du  mouvement,   se 
I [•aiisfurriie  en  une  fonclion  île 


t.     V|,     V,,      ....     7^.     t„     7,„,     7.,,, 


'/u- 


où  <7,„  est  la  valeur  de  7,  pour  t  =  ^„.  C"e*t  la  four/ion  principale  (rHainillon. 
La  variation  SS  de  cette  fonclion  principale  se  présente  dans  le  cas  le  pins 
i,'(-néral  sons  la  forme 


oS 


—  oc 


&7, 


—  C.71  ^ «,«, 


—  of  -i-  -—  cf. 
Oi  ot„     " 


Si   l'on   ne  fait  varier  que  les  coordonnées  et  le  temps,  on  démontre  tjue  ôS 
peut  être  transformé  en  une  expression 


où  l'on  a  ]iosé.  pour  abréger, 


zn 


i-k 
(  T  -4-   U  )  Of    -      >      :  n     Zt 

I  — I 
i-k 
\-i  ^     /  ()T         d    ilT 

»      '.(/    [ ; ;-     

_d  ^Jl(/,  dt     lHj, 


cL  ^    f  dt  ^ 
*  '0         L 


■^U) 


dt 


T  -r  l 


-bM 


1.  Ceci  posé,  on  peut  énoncer  le  principe  de  la  moindre  action  sous  la  forme 
générale  (|ue  voici  : 
Tous  les  moiivcmcnls  envisaj;és  ont  lieu  de  façon  que  l'oijuation 

/^''         /v-A  /:-(A  \  /•''         /(-u.  \ 

.y  t^  \'i-\  i—\  /         .     /„  \  ;   -  1  / 

Soit   vérifiée  à  cliaiine  instant  /. 

De  cette  é<iuati<>n  on   peut  déduire  les  équations  différentielles  de  la  Méca- 
nique sous   leur  forme  générale  (i);  de  celle  même  équation   on   peut   aussi, 

sous  riiypolliése  (|ue  7,.  7^ q^  sont  des  paramètres  indépendants  les  uns 

des  antres,  déduire  réquatir)n  d'Ilamilton-llelmliollz  à  laquelle  on  a  souvent 
donné  le  nom  de  principe  d' Hantilton  parce  qu'on  l'a  pris  souvent  comme 
postulat  de  la  Mécanitiue  rationnelle  au  lieu  du  principe  de  d'  \leml>ert.  L'équa- 
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lion  (jtii  li'aduil   le  priiicipr  (ril;ni(illciii    n'i'sl  aiilie  (|iic  IN'cjual  ion 

SL  =  o. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  claiienient  que  l'olqoction  faile  par  Jacobi  à 
l'idée  de  Lagrange  de  prendre  le  principe  de  la  nioimlre  action  comme  point 
de  départ  de  la  Mécanique  est  sans  fondement. 

Ce  résultat  concorde  avec  ceux  de  A.  Mayer  {Berichte  der  sac/tsisc/ien 
Gesellschaft  der  Wissenschaften ,  novembre  1886  )  et  de  H.  Ilelnilioltz 
{Sitzungaberichte  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften,  mars  1S87). 
La  méthode  suivie  par  C.-S.  Hilbert  est  analogue  à  celle  de  0.  Uiilder  {Nacli- 
richten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gottingen.  189G)  et  de  A.  Voss 
{Ibid.,   igno). 

\' oss  (A.).  —  Conlriliiition  à  la  théorie  des  délorma lions  iiilini- 
ment  petites  d'une  surface.  (141-199). 

Signalons  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Toutes  les  déformations  confoi-nies  infinitésimales  de  la  sjilière  s'ob- 
tiennent en  composant  toutes  les  déformations  isométriijues  infinitésimales 
de  la  sj)hère  avec  une  translation  radiale  infininient  petite. 

1.  Si  la  correspondance  entre  deux  surfaces  est  celle  étudiée  par  Moutard 
{aux  points  correspondants  les  directions  correspondantes  sont  à  angle 
droit),  le  système  des  courbes  tangentes  principales  de  l'une  des  deux  sur- 
faces correspond  à  un  système  conjugué  de  l'autre  surface,  ayant  mêmes 
invariants  {Cf.  G.  Darbocx,  Leçons,  t.  II,  Paris,  18S9,  p.  53). 

3.  La  loi  de  correspondance  de  deux  surfaces  non  développablcs  t^ïrt»^  tou- 
jours celle  de  Moutard,  ces  deux  surfaces  ne  peuvent  être  représentées 
simultanément  l'une  sur  l'autre  d'une  façon  conforme  que  si  ces  deux  sur- 
faces sont  des  surfaces  minima  adjointes  {à  normales  correspondantes 
parallèles)  ou  sont  liomothétiques  {semblables  et  semblablement  placées)  à 
de  telles  surfaces. 

4.  Toutes  les  déformations  infinitésimales  conformes  des  surfaces  minima 
se  ramènent  à  des  quadratures. 

5.  Toutes  les  déformations  infinitésimales  conformes  des  cyclides  de 
Dupin  se  ramènent  à  des  quadratures. 

G.  La  solution  générale  du  problème  :  Déterminer  toutes  les  déformations 
infinitésimales  conformes  d'une  surface  en  elle-même,  se  ramène  à  la  recherche 
de  tous  les  systèmes  isothertnes. 

7.  Si  0,  7,  V  sont  les  composantes  {réduites  sur  les  lignes  coordonnées)  du 
vecteur  de  translation  cl  'une  surface  donnée,  dans  la  déformation  de  cette 
surface  qui  change  l'élément  infinitésimal  de  cette  surface  de  façon  que 
dans  les  notations  habituelles  on  ait 

...  ds 

ù  ds  =  3V,  —  , 


3r,  S  K  TON  DR    PAIITIK. 


les  composantes  {réduites  sur  les  lignes  coordonnées)  du  vecteur  de  transla- 
tion pour  la  surface  isométrique,  dans  la  déformation  de  cette  surface  qui 
cliange  l'élément  infinitésimcd  de  cette  surface  de  façon  que  l'on  ait 


.   ,  ds 


S.  Si  l'on  cannait  niio  soiilo  transformation  d'une  surface  à  courbure 
mnslaiile  /losiliKC  qui  fasse  <orrçsj>ondre  isomélriquement  cette  surface  à 
une  sphère,  on  peut  en  déduire  loules  les  déformations  infinitésimales 
conformes  de  cette  surface. 

Oii  Iroiivr  (le  rnètne  cnoncr,  dans  le  long  Mémoire  de  V.  \'os.s.  un  sr;md 
nnaibre  d'autres  ihéorcmes  qui  niellent  bien  en  évidence,  d'une  façon  particu- 
lièrement simple,  le  lien  qui  unit  les  déformations  infiniment  petites  d'une 
surface  avee  des  déformations  prf)jcclives  et  finies,  obtenues  au  moyen  de 
flexions. 

.'^ur  plus  (l'un  point.  \.  A'oss  se  rencontre  avec  \L.  Daniële  [Accad.  Torino, 
'.'.'  si-rio,   t.  1  (ii)M()),  p.  •.>()  |. 

]'oit  {O.  —  Éloge  de  J.-W.  Gibhs.  (2i^)-248). 

I  oss  (A.).  —  F^loge  de  L.  C.remona.  (2/19-252). 

Piiii f;sJteiin  {A.).    —   Discours  sur  riiiiporlance   des  Malhéma- 
li(|ucs.  (  2  "î  -j  ). 

Cili-  mais  non  imprimé. 

Ff'ippl  [A.].  —  Sur  l(^  nioiiveuicni  absolu  el  le  mouveineul  relatif. 

On  sait  (]ue  E.  .Mach  enseigne  que  tout  mouvement  est  relatif  et  qu'on  ne 
saurait,  à  proprement  parler,  concevoir  de  mouvement  absolu;  L.  Bollzmann  a, 
par  contre,  toujours  défendu  l'opinion  contraire  el  son  idée  de  prendre,  pour 
les  trois  axes  du  Irièdre  de  référence  absolu,  les  trois  axes  principaux  d'inertie 
par  rapport  an  centre  de  masses  général  du  système  du  monde  parait,  à  pre- 
mière vue,  assez  séduisante. 

Avec  la  plupart  des  auteurs  contemporains,  A.  I'"<(p|d  dctnne  raison  à  V..  Mach 
el  critique  L.  Boltzmann,  en  cherchant  à  montrei-  l'invraisemblance  de  son  hypo- 
thèse sur  la  position  occupée  par  les  trois  axes  du  trièdre  de  référence  absolu. 

Pour  expliquer  certaines  divergences  entre  les  résultats  du  calcul  el  les 
observations,  A.  P'iippl  se  demande  s'il  ne  conviendrait  pas  d'adjoindre  aux 
forces  de  Newton,  dans  les  équations  différentielles  de  la  Mécanique  correspon- 
dant au  mouvement  d'un  ensemble  de  points  matériels  libres  par  rapport  à  un 
trièdre  lié  à  quatre  étoiles  dites  fixes  convenablement  choisies,  d'autres  forces 
analogues  aux  forces  de  Coriolis.  Comme  les  forces  de  Coriolis,  ces  forces 
complémentaires  d(-prndraiont  non  seulement  de  la  position  des  points  de  l'en- 
sciiiiilc  ni, lis  iiiis'^i  lie  l'i  t.it  di's  vitesses  de   l'iiisemble.   La   loi  suivant   laquelle 
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ces  forces  agissent  devrait  èlre  délerminée  expérimentalement  de  façon  à  expli- 
quer les  divergences  signalées  plus  haut  entre  la  théorie  et  les  observations.  Il 
faudrait,  à  cet  effet,  surtout  s'attacher  d'abord  à  déterminer  avec  soin  la 
période  de  chacune  des  anomalies  observées  ou  les  périodes  des  anomalies  par- 
tielles dans  lesquelles  on  pourrait  décomposer  les  anomalies  observées,  alin  de 
voir  si  elles  ne  sauraient  coïncider  avec  l'une  ou  l'autre  des  périodes  fonda- 
mentales dans  le  mouvement  des  corps  célestes,  telle  que  la  durée  de  la  révo- 
lution de  la  Terre  autour  du  Soleil,  ou  celle  du  jour  sidéral. 

Parmi  les  anomalies  entre  la  théorie  et  l'observation  constatées  jusqu'ici, 
A.  Fôppl  cite  la  déviation  vers  le  sud  observée  dans  la  chute  des  corps  à  la 
surface  de  la  Terre;  elle  est,  comme  on  sait,  plusieurs  centaines  de  fois  plus 
grande  que  la  déviation  que  donne  le  calcul.  A.  Fôppl  insiste  aussi  sur  ce  que 
les  mesures  très  exactes  de  raccélération  g  due  à  la  pesanteur,  effectuées 
depuis  quelques  années  à  Stuttgard  et  à  Carlsruhe,  ont  montré  {Cf.  K.-\\.  Kocii, 
Annalen  der  Physik,  lyo'j,  p.  146)  que  la  différence  entre  la  valeur  de  g  à 
Stuttgard  et  la  valeur  de  g  à  Carlsruhe  varie  certainement  avec  le  temps.  Si 
la  période  de  cette  variation  ou  de  la  partie  principale  de  relie  variation  coïn- 
cidait avec  l'une  des  périodes  astronomiques  connues,  il  y  aurait  lieu  de  se 
demander  si  l'hypothèse  de  A.  Foppl  de  l'existence  île  forces  complémentaires 
analogues  aux  forces  de  Coriolis  ne  pourrait  pas,  en  choisissant  conNciialile- 
nient  la  loi  de  ces  forces,  expliquer  l'anomalie. 

Weber  (E.  von).  —  Sur  le  rôle  des  imaginaires  dans  rétiide  des 
quadriques  liomofocales.  (iij-i"^')- 

Les  génératrices  réelles  des  surfaces  d'un  système  de  quadri(]ues  homofocales 
réelles  jouissent  de  cette  propriété  caractéristique  que  les  deux  plans  minimes 
conjugués  passant  par  une  quelconque  de  ces  génératrices  sont  tangents  à 
toutes  les  surfaces  du  système.  E.  von  ^^'eber  en  déduit  une  méthode  permet- 
tant de  représenter  très  simplement,  par  des  ligures  réelles,  les  éléments  ima- 
ginaires qui  interviennent  dans  l'étude  projective-algébrique  des  quadriques 
homofocales. 

Plusieurs  des  théorèmes  obtenus  par  E.  voa  Weber  se  déduisent  aussi,  par 
application  du  principe  de  dualité,  de  théorèmes  sur  les  courbes  gauches  du 
quatrième  ordre,  de  première  espèce,  dus  à  A.  Clebsch  (Journal  fiir  reine  und 
angewàndte  Math.,  t.  63,  1864,  p.  g'i  et  p.  189)  et  à  A.  Harnack  {Math. 
Annalen,  t.  XII,  1877,  p.  47)  :  d'autres  sont  entièrement  nouveaux.  Parmi  ces 
derniers,  quelques-uns  concernent  les  cercles  de  courbure  des  coniques,  d'autres 
les  surfaces  de  striction  et  les  surfaces  des  moyennes.  En  général,  dans  plu- 
sieurs des  Chapitres  de  son  .Mémoire,  E.  von  Weber  met  en  évidence  le  lien 
qui  rattache  ses  recherches  à  la  Géométrie  inliiiilésimale  réglée  et  à  la  théorie 
des  surfaces  minimées. 


1903. 

Finsterivalder  (S.).  —  Sur  la  combe  sphériqiie  du  sixième  orifre 
que  l'on  peut  qualifier  de  courbe  sphé/'ique  (htngereiisc  dans 
l'extension  à  la  surface  d'une  sphère  du  problème  de  l'ollicnoU 

(■>-'■). 
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Dans  le  prultlème  de  l'ollienot  lui-inriiie  on  iiii[)clle  courbe  dangereuse  la 
circoiiféience  de  cercle  passant  par  les  trois  points  donnés;  c'est  une  courbe 
dangereuse  en  ce  sens  qu'il  faut  éviter  que  le  point  cherché  se  trouve  sur  cette 
circonférence,  car,  s'il  s'y  trouve,  le  problème  de  Pothenot  admet  une  infinité 
de  solutions,  puisque  chaque  point  de  cette  circonférence  en  fournit  une. 

Dans  le  problème  de  Pothenot,  étendu  à  la  surface  d'une  sphère,  le  cas  dan- 
gereux se  présente  quand  deux  des  quatre  points  qui  fournissent  des  solutions 
du  problème  sont  confondus.  Le  lieu  des  points  de  la  surface  de  la  sphère 
pour  lesquels  il  en  est  ainsi  est  une  courbe  du  sixième  ordre  située  à  l'inter- 
section de  la  surface  de  la  sphère  et  d'un  cône  du  troisième  ordre  a^'ant  son 
sommet  au  centre  de  la  sphère  et  que  S.  Finsterwalder  apprend  à  former. 

Si  l'on  envisage  le  triangle  sphérique  formé  par  les  trois  points  donnés  de  la 
surface  de  la  sphère  envisagée  et  le  triangle  polaire  de  ce  triangle  sphéritiue, 
la  courbe  sphérique  dangereuse  du  sixième  ordre  passe  par  les  trois  sommets 
du  triangle  sphérique  et  par  les  trois  sommets  de  son  triangle  polaire.  Si.  d'un 
point  quelconque  de  cette  courbe  dangereuse,  on  abaisse  des  arcs  de  grands 
cercles  perpendiculaires  sur  les  côtés  du  triangle  sphérique  et  de  son  triangle 
polaire,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  situés  sur  un  même  grand 
cercle;  les  plans  des  divers  grands  cercles,  obtenus  ainsi  en  envisageant  succes- 
sivement les  divers  points  de  la  courbe  dangereuse,  enveloppent  un  cône  de 
troisième  classe  tangent  aux  côtés  du  triangle  sphérique,  aux  côtés  de  son 
triangle  polaire  et  aux  hauteurs  curvilignes  communes  à  ces  deux  triangles. 
Ce  cône  de  troisième  classe  est  polaire  réciproque  du  cône  de  troisième  ordre 
(a^'ant  son  sommet  au  centre  de  la  sphère)  sur  lequel  est  la  courbe  sphérique 
dangereuse. 

La  courbe  sphérique  dangereuse  du  sixième  ordre  étudiée  par  S.  Finsterwalder 
est  liée  à  la  courbe  plane  de  troisième  classe  de  Steiner  par  certaines  pro- 
priétés projectives.  Mais  les  propriétés  métriques  de  ces  deux  courbes  dilTèrent 
essentiellement. 

hotn  {A.)  el  Strauss  {E.).  —  Sur  une  relalion  oiilrc  ia  vilossc 
de  cheminement  et  la  forme  des  ions.  (  k3-i()). 

Supposoris  que  les  ions  soient  des  solides  élastiques  dont  la  forme  puisse 
être  envisagée  dans  une  première  approximation  comme  sphérique  ou  ellipsoï- 
dale. 

Supposons  que  les  ions  aient  tous  même  densité. 

Lorsqu'un  ion  a  la  forme  d"un  ellipsoïile  de  révolution  allongé  et  qu'il  se 
ment  dans  la  dircelinii  de  son  grand  axe,  supposons  enfin  que  la  résistance 
(ju'il  rencontre  soit  pour  chaque  élément  de  sa  surface  proportionnelle  à  la 
composante  normale  de  la  vitesse  de  cet  élément  et  soit  dirigée  suivant  la  demi- 
normale  intérieure  à  cet  élément. 

Sous  ces  hypothèses,  si  un  premier  ion  a  une  forme  sphérique  tandis  iju'un 
second  ion  a  la  l'orme  d'un  ellipsoïde  de  révolution  allongé,  .\.  Korn  et  K.  Strauss 
montrent  ((ue  Ion  peut  évaluer  le  rapport  des  axes  du  second  ion,  ([uand  on 
connaît  le  rapport  des  vitesses  des  deux  ions. 

INlais  alors  on  a  à  sa  disposition  un  movcu  de  déterminer  peut-être  la  forme 
des  ions. 

Sup[)osons,  en  cllot,  en  premier  lieu  (|uc  Tion-zine  soit  de  forme  sphérique 
tandis  que  l'ion-sodium,  ainsi  que  lion-potassium,  aient  la  forme  d'un  ellip- 
soïde allongé.  Les  formules  de  A.  Korn  et  L.  Strauss,  jointes  aux  expériences 
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dont  on  peut  déduire  la  vitesse  des  ions,  permettent  alors  d'uflirmcr  que  le 
rapport  de  l'axe  équatorial  à  l'axe  axial  est,  pour  l'ion-sodium,  é§al  à  0,92 
tandis  que,  pour  l'ion-potassium,  ce  même  rapport  est  égal  à  o,58. 

Supposons,  au  contraire,  que  l'ion-liydrogéne  soit  de  forme  spliérique  tandis 
que  l'ion-sodium,  ainsi  que  l'ion-potassium,  aient  la  forme  d'un  ellipsoïde 
allongé.  Les  mêmes  formules,  jointes  à  des  expériences  convenables,  permettent 
alors  d'afiirmer  que  le  rapport  de  l'axe  équatorial  à  Taxe  axial  est,  pour  l'ion- 
sodium,  égal  à  OjtjtJ  tandis  que,  jiour  l'ion-potassium,  ce  même  rapport  est  égal 
à  o,6>. 

II  est  d'ailleurs  à  espérer  que,  connaissant  les  rapports  des  axes  des  ellip- 
soïdes de  révolution  all'ei;tés  par  les  i(jns-sodium  et  les  ions-potassium,  on 
pourra  en  déduire  par  le  calcul,  en  utilisant  des  équations  établies  à  cet  effet 
par  F.  Lindemann,  les  longueurs  d'onde  des  lignes  spectrales  correspondant  au 
sodium  et  au  potassium.  En  comparant  les  longueurs  d'onde  observées  aux  lon- 
gueurs d'onde  calculées,  en  partant  de  l'iiypotlièse  de  la  forme  spliérique  de 
l'ion-zinc,  et  aux  longueurs  d'ondes  calculées  en  parlant  de  riijpotlièse  de  la 
forme  sphérique  de  l'ion-liydrogùne,  on  aurait  alors  un  moyen  de  décider  entre 
ces  deux  h^'potlièses. 

Sto/z  {O.).  —  Démonstration   diin   tliéorènie  concernant  l'exis- 
tence   de   rinléyrale   d'une   fonction    d'une    variable    complexe. 

(21-28  ). 

Soit  .r  =  o-(t)  une  fonction  complexe  d'une  variable  réelle  t  continue  pour 
chaque  valeur  de  t  comprise  dans  un  intervalle  (ini  donné  a  ^  t  ^^  jî. 

Cette  fonction  x  =  g{z)  représente,  dans  le  plan  des  variables  complexes, 
une  courbe  (w)  allant  du  point  a  de  ce  plan  dont  les  coordonnées  sont  définies 
par  l'égalité  a  =  g(^)  au  point  O  de  ce  plan  dont  les  coordonnées  sont  définies 
par  l'égalité  b  =  g C^). 

Si  f{x)  est  une  fonction  de  la  variable  complexe  x  définie  en  chacun  des 
points  X  de  la  courbe  (»v),  de  façon  qu'en  chacun  des  points  de  cette  courbe 
la  valeur  absolue  \f{x)\  reste  inférieure  à  un  nombre  positif  déterminé  P, 
on   peut   définir  l'intégrale 

I  =    f   f{x)dx, 

prise  le  long  de  la  courbe  (iv),  de  la  façon  que  voici  : 

Soient  5[,  5^,  ...,  0^  un  nombre  quelconque,  aussi  grand  (|uc  l'on  \cul,  de 
nombres  fixés  arbitrairement  de  façon  que 

5,-;-  6„  +  ..  .4-  ô„=  ?  —  3f, 
posons 

a.  ~  x^,  a-f-S,—  a,,         a,+  Oj—  a,_j  .  .  . ,.         a_^_, -i- S„  =  a„  —  p, 


!-"ixons  arbitrairement 


T,  dans  l'intervalle  (  a„i  ^1  )> 
T^  dans  l'intervalle  (a,,  a..), 

T,,  diin>  l'intcrvalk'  (  a,,.,,  >„), 
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et  dcsii;nons  par  .r,.  .r...  ....  x,^  les  valeui's 


g(\.)- 


S'il   existe  un   nombre  I  tel  que,  à  chaque  nombre  positif  s,  on  puisse  faire 
correspondre  un  nombre  positif  5  pour  lequel,  quand  chacun  des  nombres  ô,, 

S ,  6    est  inférieur  à  S,  on  ait 


21    («v-«v-,)/(^v)-I 


on  (lit  qu  il   existe  une  intégrale     /      f{x)  dx,  prise  le  long  de  la  courbe  («')• 

et  que  celte  intégrale  est  égale  à  I. 

C'est  ce  que  l'on  peut  alors  exprimer,  d'une  façon  abrégée,  en  disant  que 


1  r^  lim 

ô,=0.  c„— 0.  . 


V  r-  n 

V 


(^'v-«v-,)/(-ï'v) 


On  dit  que  la  courbe  {»')  est  régulière  lorsque,  ou   bien  la  dérivée  g'(~)  est 
continue  pour  chaque  valeur  r  de  l'intervalle  a  ^  t  =  p,  ou  bien  l'intervalle  (a,  p  ) 
peut  être  divisé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  dans  chacun  desquels 
la  dérivée  ^'(t)  est  continue  pour  chaque  valeur  de  t  de  cet  intervalle. 
Lorsque  la  courbe  {w)  est  régulière  et  lorsque  l'intégrale 

(■)  /    /[.ir(^)].^'(^)rf- 

•'x 
existe,  on  peut  de  montrer  que  l'intégrale  envisagée 


r 


f{x)  dx. 


prise  le  long  de  la  courbe  (u'),  existe  et  est  égale  à  l'intégrale  (i). 

Le  procédé  de  démonstration  employé  par  0.  Stolz  lui  permet  de  démontrer 
que  chaque  courbe  («v),  qui  est  régulière,  est  aussi  rcctifiahle. 

Baucr  (G.).  —  Stir  la  coiirhe  du  sixirine  orilre,   lien  des  l'overs 
des  coniques  passant  par  qiialre  j>oints  donnés.  (<)--)  o8). 

J.-J.  Sylvestcr  {London  Dublin  Edinh.  />/iiios.  magazine.  ]'  série,  t.  \\\I, 
i86'i,  p.  38o)  a  fait  observer  que,  si  A,  lî,  C,  I)  désignent  des  cercles  ayant  pour 
centre  les  quatre  points  donnés  et  des  rayons  iuliniment  petits,  on  ublicnl  la 
courbe  cherchée  en  détcrniinanl  ),,  |x,  v,  lo  de  façon  ((ue  Téquatinn 


A  \  A  -i-  ;j.  \'  B  4-  V  ^  C 


vi) 


Sdit  du  sixième  degré. 

A.    (.layley    [London    Didilin    L'dinb.    l'hilos.    magazine .    t.    \\\II.    iiSiifi; 
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Piipers  7,  Cainhiiclge,  iSt)^,  p.  i)  en  a  conclu  que  l'équalion  de  la  courbe  clier- 
cliée  peul  être  mise  sous  la  forme 


I  I  I 

b  c  d 

/;,  r,  r/, 

I  I  I 

c  (/  a 

c,  d,  a, 

1  I  I 

d  a  b 

rf,  a,  b, 

I  I  I 

a  b  r 

a,  b,  c, 


\{x  —  uy-^{y  —  a,)- 


\  {X  —  b  y-^  {Y  —  b^  j- 


\^{jc  —  c  )■--+- (j'  —  c,  Y 


V  (X  —  d }--.-  [y  —  (/,)-  =^  o, 


si  <7,  b,  f,  d  sont  les  abscisses  des  quatre  points  donnés  cl  r/,,  i,.  r,,  rfj  les 
ordonnées  de  ces  mèincs  points. 

A.- F.  Mœbius  (/.  reine  angew.  Math.,  t.  '20,  i8'(3,  p.  ^6  ;  Werke,  t.  I, 
Leipzig,  i885,  p.  58i)  avait  obtenu  une  relation  équivalente  au  moyen  de  consi- 
dérations empruntées  au  calcul  barj'centrique. 

Cette  équation  semble  être  du  huitième  degré  en  x  et  y.  mais  elle  se  réduit 
au  sixième  degré,  en  raison  de  ce  que  la  droite  infinie  du  plan  figure  comme  droite 
double  pouvant  être  mise  en  évidence  dans  l'équation  du  huitième  degré;  tou- 
tefois cette  réduction,  qui  n'oiïre  d'ailleurs  pas  de  difficulté,  ramène  Téquation 
de  la  courbe  à  une  forme  très  compliquée  peu  propre  à  la  discussion  des  pro- 
priétés de  la  courbe. 

G.  Bauer  rapporte  la  courbe  au  triangle  polaire  du  faisceau  de  coniques 
défini  par  les  quatre  points  donnés.  En  prenant  ce  triangle  comme  triangle  de 
référence  d'un  système  de  coordonnées  trilinéaires  x^,  .t.,,  x^^,  on  obtient  encore 
comme  équation  de  la  courbe  cherchée  une  équation  du  huitième  degré 

/(.r,,  X.,,  X,)  =  o, 

dans  laquelle  il  est  aisé  de  mellre  f{x,,  .r.,,  .2:3)  sous  la  forme  du  produit  d'un 
facteur  homogène  du  second  degré  en  x^,  x.,,  x^  par  un  facteur  homogène  du 
sixième  degré  en  a:,,  a;^,  x^;  mais  ce  dernier  facteur,  qui,  égalé  à  zéro,  repré- 
sente l'équation  finale  cherchée,  se  présente  sous  une  forme  extrèiuemcnt 
simple  et  élégante. 

On  obtient,  en  effet,  pour  le  lieu  cherché,  l'équation 

(ii)j;,j;,I\,K.,-f-  {■i'h)x.,x^K.A<-^-\-  (3i)  jTjJ;,  KjK,  —  o 
où 

K,  =  a7..r3-T-  ^i(—  x^  cosA  -t-  X.J  cosB  -h  x^  cosC), 
Kj^  x-^x^-¥  ^.,(-i-  07,  cosA  —  ar.^cosB  4- jTjCOsC), 
K,=  x^x..-^  .2^3 (+  -2^1  cosA  -î-  x„  cosB  —  X:^  cosC), 

A,  B.  C  désignant  les  trois  angles  du  triangle  de  rcfcrcucc;  cl  où  (12),  (23), 
(3i)  sont  trois  confiantes. 


49-  SECONDE  PAKTIE. 

Suus  celle  forme  les  propriétés  de  la  courbe  du  sixième  ordre  peuvent  être 
démontrées  sans  aucune  diflicullé. 

Cette  courbe  a  huit  points  doubles.  Que  les  quatre  points  donnés  qui  déter- 
minent le  faisceau  de  coniques  envisage  soient  tous  quatre  réels  ou  tous  quatre 
imaginaires;  en  d'autres  termes,  que  les  deux  coniques  qui  dclermincnt  le  fais- 
ceau de  coniques  se  coupent  en  quatre  points  ou  ne  se  coupent  pas  du  tout, 
six  de  ces  points  doubles  sont  toujours  réels  :  ce  sont  les  trois  sommets  du 
triangle  de  référence  et  les  trois  pieds  des  perpendiculaires  abaissés  de  ces 
sommets  sur  les  côtés  opposés  de  ce  triangle.  Les  deux  autres  points  doubles 
de  la  courbe  du  sixième  ordre  sont  les  deux  points  circulaires  situés  à  l'infini. 

La  courbe  du  sixième  ordre  envisagée  une  fois  construite,  on  peut  construire 
aisément  les  foyers  de  chacune  des  coni(jues  du  faisceau  de  coniques  corres- 
pondant. 

Ln  cas  particulier  très  intéressant  est  celui  où  les  quatre  points  donnés  sont 
situés  sur  la  circonférence  d'un  même  cercle.  La  courbe  du  sixième  ordre  se 
décompose  alors  en  deux  courbes  du  troisième  ordre  (  Cf.  J.-J.  Sylvestek, 
London  Edinb.  Dublin  philos,  magazine,  4°  série,  t.  X\XI,  ;S()6,  p.  38o). 
Le  mécanisme  de  cette  décomposition  apparaît  clairement  sur  la  forme  si 
simple  donnée  par  G.  Baucr  dans  le  cas  général  à  l'équation  de  la  courbe. 

Fiippl  {A.).  —  Sur  la  torsion  de  liges  rondes  à  seclions  circiiiaires 
de  diamèlre  variable.  (24y-'^-(32). 

Giiggenhcitner  {S.).  —  Sur  les  oscillations  universelles  de  svs- 
tènies  de  corps  de  révolution.  (  2(35-3  i  3). 

L'auteur  envisage  d'abord  les  oscillations  universelles  qu'exécute,  dans  un 
milieu  incompressible,  une  ligure  légèrement  compressible  formée  par  une 
sphère  et  un  tore  concentrique  dont  le  rayon  du  cercle  générateur  est  suffi- 
samment petit  par  rapport  à  la  distance  du  centre  de  ce  cercle  à  l'axe  du 
tore. 

En  appliquant  une  méthode  duc  à  .Min[thy,  il  détermine  en  particulier  la 
fonction  potentielle  d'abord  hors  du  système  formé  par  la  sphère  et  le  tore  et 
ensuite  à  l'intérieur  de  la  sphère  et  à  l'intérieur  du  tore. 

S.  Guggenheimer  étudie  ensuite  le  cas  où  la  sphère  et  le  tore  ne  sont  pas 
concentriques. 

Les  résultats  obtenus  peuvent  être  utilisés  dans  l'étude  de  l'équilibre  du  sys- 
tème formé  par  la  planète  Saturne  et  ses  anneaux. 

Perron  (0.).  —  Note  sur  la  convergence  de  iVaclions  conliniies  à 
ternies  [)ositifs.  (3i  5-32  2). 

Une  condition  nécessaire  et  suflisantc  pour  la  convergence  dune  fraction 
continue  (pour  les  noiati(»iis  employées,  voir  Encyclopédie  des  Sciences  ma- 
thcni.,  édition  française,  t.  I,  art.  3  cl  5,  Paris  et  Leipzig,  iyo'>  et  kjo^) 
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à  Icrnics  positifs  </,.  b^.  a...  b.,,  ...,  rt.^,  b.^.  ...,  esL  que  les  deux  séries 

o,  .  ^,<Tt  .  a,n,n.,  .  n,a^...a,.    ,  , 

0...,    4-... 


divergent  toutes  deux. 

A.  Pringsheini  en  a  déduit  toute  une  suite  de  théorèmes  fournissant  des 
conditions  suffisantes  pour  la  convergence  d'une  fraction  continue  à  termes 
positifs.  Tous  ces  théorèmes  se  rattachent  à  l'étude  des  séries. 

O.  Perron  donne,  à  son  tour,  une  infinité  de  critères  suffisants  pour  la  con- 
vergence des  fractions  continues  à  termes  positifs  :  mais  ces  critères  de  O.  l'erron 
ne  se  rattachent  en  rien  à  l'étude  des  séries.  Ces  critères  forment,  d'ailleurs,  une 
suite  de  critères  de  plus  en  plus  efficaces,  mais  aussi  de  plus  en  plus  coni- 
pli(|ué5. 


Posons 


A,=  «p  15,=  ^,, 

A.^  =  a^ b.,  \^.,  =  b^ b.. -{-  a.^. 


A,  =^  a.,  \.^_ , -i-  b.,  \,,_,,         lî,,  =  a.,  15,^, -^  b.^ H.,_j  ; 

\ 

-  '  est  la  v'"'"  réduite  de  la  fraction  continue  envisagée. 

La  fi-aclion  continue  emùsage'e  converge  loisi/ue,  pour  un  seul  indice  a, 
on  a 

hm y—  >o, 

donc  a  fortiori  iors(iuc,  pour  un  seul  indice  a,  on  a 

liin     -r 6.^>  o. 

Pans  ces  inégalités,  A.^  ^  représente  ce  que  devient  A.^  quand  on  augmente  de  k 
les  indices  de  tous  les  éléments  a  et  de  tous  les  éléments  b\  de  même,  R.^  j 
représente  ce  que  devient  15.^  quand  on  augmente  de  A  les  indices  de  tous  les 
éléments  a  et  de  tous  les  éléments  b;  de  sorte  que 


A,, 

est  la  V'*""  réduite  de  la  fraction  continue 


On  observe  d'ailleurs  que,  si  l'une  des  deux  inégaliti's  précédentes  est  vérifiée 
pour  un  indice  a,  celle  même  inégalité  est  aussi  vérifiée  pour  tous  les  indices  a 
/ilus  grands. 
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O.  Perron  démontre  aussi  que  la  fraction  continue  envisagée  converge  lorsque, 
pour  un  seul  indice  ).,  on  a 

P-     '^^v  B,_,  ^ 
hm —  ^>o, 

et  a  fortiori  quand,  pour  un  seul  indice  a,  on  a 


Pour  A  =1,  2,  3 on  obtient  ainsi   une  seconde  suite   infinie  de  critères  de 

convergence  qui  sont  suffisants  pour  la  convergence  d'une  fraction  continue  à 
termes  positifs. 

Voit  {€.).  —  Éloge  de  E.  Abbe.  (346-305), 

PringsJieim  {A.).  —  Sur  quelques  critères  de  conver-gence  pour 
des  fractions  continues  à  termes  complexes.  (359-38o). 

1.  Le  critère  fondamental  de  convergence  dû  à  A.  Pringsheim  peut  s'énoncer 
ainsi  :  • 

Soit 

aA  aA  rt,  I 

1  *.  \b,  I  *v 

une  fraction  continue  infinie  dont  les  éléments  a,,  h^,  a,,  b^ a,  b.^,   ... 

sont  des  nombres  complexes  quelconques.  L'ensemble  des  conditions 

l^vl   —   l«vl  =•  (V  =  ',    2,    3,     ...) 

constitue  une  condition  suffisante  de  convergence  absolue  de  la  fraction 
continue  infinie.  La  valeur  absolue  de  cette  fraction  continue  est  alors  tou- 
jours comprise  entre  o  et  i,  sauf  quand  on  se  trouve  dans  le  cas  singulier 
où  l 'on  a,  à  la  fois,  d 'une  part, 

IM-I«vl=' 

pour  chacun  des  indices  v  =  i,  2,  3,  . . .,  d'autre  />art 

_?v±l_ 

réel  et  négatif /?o»/-  chacun  des  indices  v  =  i,  2.  3,  ...,  et  oit  enfin  la  série 
|n,|  -1-  \a,a..\  -h\a,a.,a,\  -^. .  .-r\a^a.a^. .  .a^ -k-. . . 

est  divergente.  Dans  ce  cas  singulier,  la  fraction  continue  infinie  a  pour 
valeur 

^1  I  '''i  I 
en  sorte  que  sa  valeur  absolue  est  égale  à  i . 
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A  ce  théoiv'me  fondamental  on  peut  joindre  le  suivant  : 
5t  la  condition 

l^|-!«vl^i 

est  vérifiée  pour  v  ^^  2,  //  suffit  d'y  joindre  la  condition 

pour  être  sûr  de  la  con^'ergence  absolue  de  la  fraction  continue 

aA  a..\  a\ 

I  b^     ^  \~b7       '"       I  6, 

sauf  toute/ois  dans  le  cas  singulier  où  l'on  a,  à  la  fois,  d'une  part 

pour  chaque  indice  v  ^  2,  d'autre  part 

b~b~~, 

V        V-J- 1 

réel  et  négatif  pour  chaque  indice  v^2,e^  où  enfin  la  série 

|«J  +  la^ajl  -I-  \a^a^a^\  -r-. . .+  \a.^a■^a^. .  .a.^\  +. . . 

est   divergente:  dans  ce  cas  singulier,  si   l'on  adjoint  aux  conditions   qui 
caractérisent  ce  cas  singulier  la  condition  que  6,  soit  distinct  de 

^■i  I  '^ï  r 

la  fraction  continue  env'isagée  sera  encore  ab^^olunient  con^-ergente. 
On  a  d'ailleurs  aussi  le  tliéoréme  : 
Si  la  condition 


est  vérifiée  pour  v  ^  2,  il  suffit  d'y  joindre  la  condition 

IMjI«-..| 

pour  être  assuré  de  la  convergence  absolue  de  la  fraction  continue 
a,  a..  «., 

sauf  toutefois  dans  le  cas  singulier  où  l'on  a.  à  la  fois,  d'une  part, 

IM-1«.-.,I  =  ' 
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pour  cha<jm-  indice  v  "  r<.,  d'autre  part 

réel  et  négatif  pour  cliaque  indice  v^  2.  et  où,  en  outre,  la  série 


j«._,Wj«j.  -  .a., I 


est  divergente.  Dans  ce  cas  singulier,   si  l'on  adjoint,   aux  conditions  qui 
caractérisent  ce  cas  singulier,  la  condition  que  b^  soit  distinct  de 

—  —  -'   a  . 
b,      ^' 

la  fraction  continue  envisagée  sera  encore  absolument  convergente. 

1.  La  fraction  continue 

a  A  a.,\  a.^ 

est  absolument  convergente  lorsqu'on  peut  déterminer  une  suite  de  nombres 
positifs 

tels  que,  pour  v  ^  j,  on  ait 

I        «v        i    .:■    P.  —  ' 


K-'v^,/',  I     p.,,  p., 
Jl  y  a  toutefois  un  cas  d'exception:  c'est  celui  où  l'on  a,  à  la  fois,  d'une  part 

I        ^'v        I    _     P^  —  ' 
kv-l'^vl    ^    /^     l/'v 

pour  chaque  indice  v  ^  .',  d'autre  part 

a.^ 
VA 

réel  et  négatif  pour  c/iaque  indice  v  ■;  j,  et  où,  en  outre,  la  série 

p.,—  l  +  iP2—i)(P,—  ^) 

-t-  (/J,-i)  (/»,,-!)( />,  —  !)  ^-- ••-!-[(/':- >)(/'j- ')••■•(/'>-')]  +••• 

est  simplement  divergente.  Dans  ce  cas  singulier,   la  fraction  continue  est, 
elle  aussi,  simplement  divergente. 

On  a  donc,  en  particulier,  les  crilércs  de  convcri;ence  que  voici,  obtenus  eu 
spécialisant  les  nombres  positifs/*,,  p„,  ...,  /\,  ...  satisfaisant  aux  conditions 
précédentes  : 
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La  fraction  continue 


b.. 


est  absolument  convergente  lorsqu'on  a  {voir  déjà  Sitzber.  Ahad.  Miinrhen, 
l.  XXVIII,  1898,  p.  295  et  suiv.) 


o>.. 


b,  h.,    - 


6.,.,....  6., 


b.,..   ,  b...    "  2 


(v^.); 


il  y  a  toutefois  un  cas  d'exception  :  c'est  celui  où  la  série 


«1  ■ 

(1  K^'.     , 

-  '-  b., 

+ 

-^^-^b, 

«4    ' 

a,a^ 

a, a,. .  .a 


'^^^b.. 


a^a^. .  .u...^ 


est  simplement  divergente;  dans  ce  cas,   la  fraction  continue  envisagée  est 
simplement  divergente,  tandis  que  la  fraction  continue 


est  convergente  et  a  pour  valeur  —  b^. 
La  fraction  continue 

"A  ^  "'  I 


est  absolument  convergente  lorsqu'on  a 


b..   Jj.. 


En  particulier,  la  fraction  continue 


'  +  I 


if.c, 


(v-2). 


-I-...+ 


oà  ï,,  £,,  C3,  £j,    ...,  z.^,    ...    désignent  des  nombres  complexes  quelconques 
de  valeurs  absolues  toutes  égales  à  i,  est  convergente. 

/m  fraction  continue 


est  absolument  convergente  lorsque  la  série 


a„  «, 

b^b^    '    b..b^ 


b.-x  b.. 
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est  absolument  coinergente  et  que  la  snmnie  des  caleurs  absolues  des  termes 
de  cette  série  est  inférieure  ou  égale  à  i. 

C'est  là  le  critère  de  Ilclge  von  Koch  (  Cf.  Bulletin  Soc.  math,  de  France. 
t.  XXin,  1895,  p.  37),  un  peu  élar;;!  puisque  Helge  von  Koch  suppose  seule- 
menl  que  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  de  la  série  est  inférieure 
à  I. 

3.  La  fraction  continue 

ï    I  e.'"-.  I  S;, '•:.(!  —  '•■.)   I  S«''l(»  —  ''3)  I 


ail  r,,  /'j,  /-j,  ...  so/it  des  nombres  positifs  quelconques  plus  petits  que  i,  et 
^2?  ^3>  ^i>  •  •  •  d^^  nombres  complexes  quelconques  de  valeurs  absolues  égales 
toutes  à  1,  est  toujours  convergente  sauf  dans  le  cas  singulier  où  tous  les  s^ 
(v  =  2,  3,  '|.  . . .)  sont  réels  et  égaux  à  —  \  et  où  la  série 


t\ 


I  —  r.,         I  —  /\    1  —  r^         I  —  r„    i  —  r^    i  —  r^ 

est  simplement  divergente.  Dans  ce  cas  singulier,  la  fraction  continue  envi- 
sagée est  simplement  divergente;  mais  la  fraction  continue 

B..  r..  I  £-,  ;•.,  (  I  —  /•._,)!  ^i  '■,  ^  '  —  /',,  "1 


est  convergente  et  sa  valeur  est  — i. 

Ce  théorème  précise  et  complète  un  théorème  de  C.-B.  van  Vleck  (  Transac- 
tions American  mathematical  Society,  t.  II,  1901,  p.  4'^i)  dont  l'cnoncé  pou- 
vait prêter  à  ambiguïté. 

Perron   (O.).   —    Sur   un    crilèio   de  convergence   des  fractions 
continues  périodiques.  (495-5o.'^). 

Envisageons  une  fraction  continue  pénoditjuc  simple 

dont  les  éléments  a,,   6,,   a..,   b„ r/,„.  /»„,  soient  des   nombres  complexes 

quelconques  donnes  tels  que  o,,  a„,   ...,  «„^  soient  toutefois  différents  de  zéro. 

Soit  T-ï  la  v''"*  réduite  de  cette  fraction  continue.  Si  B,„_,  était  nul,  la  frac- 
tion continue  ne  pourrait  èlrc  convergente;  nous  supposerons  donc,  dans  ce 
qui  suit,  que  B,„_,  n'est  pas  nul;  dans  ce  cas,  si  la  fraction  continue  est 
convergente,  sa  valeur  x  est  racine  de  l'équation  du  second  degré 
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Envisageons  aussi  les  deux  racines  p,,  et  p,  de  réi|ualion  du  second  degré 

(  •^„-i -  ?  )  (  B,,.-  P  )  -  A,„  B„._,  =  o, 

et  plaçons-nous  successivement  dans  le  cas  où  ces  deux  racines   sont  inégales 
et  dans  le  cas  où  elles  sont  égales. 

Si  p„  et  P,  sont  inégales,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  conver- 
gence de  la  fraction  continue  envisagée  est  que  l'on  ait  simultanément 

B„,_i  difTérenl  de  zéro, 
I  p„|     distinct    de  |p,  |, 

et,  si  alors  la  valeur  absolue  de  p,  est  plus  grande  que  celle  de  p,,,  les  expressions 

dilTèrent  toutes  de  zéro  pour  >.  =  o,  1,2,  . . .,  m  —  7.  La  valeur  x  de  la  fraction 
conlinue  périodique  simple  envisagée  est  alors 

X  = 


Si  p,|— p,,  la  fraction  conlinue  périodique  simple  envisagée  csl  toujours 
convergente. 

Autrement  dit  :  La  fraction  conlinue  périodique  simple  envisagée  converge 
et  ne  converge  que  si 

B,„,  est  différent  de  zéro, 

et  si.  en  outre,  les  deux  racines  o",,,  x^  de  Téqualion  du  second  degré 

B„._,  x"-  +  (  B,„  —  A,„_j  )  X  —  A„,  =  o 

sont,  ou  bien  égales,  ou  bien  vérifient  les  inégalités 

I  B„._ ,  X,  +  B„.  I  >  I  B„,_,  a:,  +  B^  I . 

et  les  inégalités  A-,  —  ^i^x  différent  de  zéro   pour  X  =  0,  i,  2,  ...,  m  —  2.  La 
valeur  de  la  fraction  continue  périodique  simple  envisagée  est  alors  égale  à  x^,. 
On  peut  observer  que  si,  de  ces  conditions  de  convergence,   les  deux    pre- 
mières 

B„,_,  différent  de  zéro, 
et 

I  Rm-i  ^u  +  B,„  1  >  1  B„_,  .r,  +  B^  I 

sont  seules  vérifiées,   la  fraction  continue   périodique  simple  envisagée  oscille 
en  ce  sens  que  l'on  a 

A,      ^         l  ^„         pour         A- — oo.Yi-,  différent  de  zéro, 
lim  ''^''  =  I 

/.=-hx  '^km+i        i  Xt         pour  \-,  —  X,  B,  =  o 

I  Cy.  Tiiikm:.   Tidskrift  for  Math.,  t.  III  (i.Syg)]. 

J.  M. 
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MEMORIli  DEi.  Ri:m.e  Istitlto  I.oviuahdo  di  Sciiixzi:  i;  Lkttkre.  Classe  di 
Scienze  fisiclie,  inatciiiiiticlu'  e  iiatur;ili.  Iii-j",  V  série.  Milano,  tip.  Ber- 
iiardoni. 

Tome  I,  18O7  (lome  X  de  la  collection  )  (^  ). 


Brioschi  (/'"•)•  —  [A4(r/].  Propriélés  fondamenlales  d'une  classe 
(J'équalions  algébriques.  (1-21). 

Dans  une  Note  Sur  la  résoh'ante  de  Malfatti  (ces  Mémoires,  t.  IX,  troi- 
sième de  la  deuxième  série,  p.  224  ),  l'auteur,  dans  le  but  de  donner  une  trans- 
formation de  celte  résolvante,  a  considéré  une  classe  d'équations  algébriques 
de  degré  pair,  ayant  le  même  groupe  que  les  équations  du  multiplicateur  dans 
la  transformation  des  fonctions  ellipticjues.  Ici,  il  reprend  ces  équations  et  en 
démontre  certaines  propriétés;  par  exemple  : 

Étant  n  un  nombre  premier  impair,  si  les  racines  carrées  des  racines  d'une 
équation  du  degré  n  +1  satisfont  à  v  relations  de  la  forme 


V'a;, 


ou  de  l'autre 


\^n 


=       Jn  u 


y      «t"'-';'^/[r^=  o         ( — - — pair), 


^'' — nx^,  y^    a  !"'-•' ""v/j:,,  =  o  (  — ; — impair), 


a  étant  une  racine  imaginaire  de  1  équation 

a"  —  I  =  o, 

et    r    l'un    ([uelconque   des   résidus   quadratiques   de    n,    ou    peut   déterminer 

autres  fonctions  rationnelles  entières  de  \/j:,  linéairement  indépendantes, 

2 

qui  satisfont  à   des  équations    de   même    forme.    Toutes    les   autres   fanctions 

rationnelles  entières  de   \/x,  pour  lesquelles    la    même   propriété   est   vérifiée, 

sont  des  fonctions  linéaires  de  ces  v  fonctions. 

Coclazza  {G.).  —  [ll6rt].  Sur  le  principe  de  la  conservation  de  la 
Ibi-ce.  (1-8). 

Déduction  de  ce  principe  de  celui  des  forces  vives,   pour  un   système  quel- 
conque de  points  physiques. 

(')  Chaque  Mémoire  a  une  pagination  spéciale. 
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SchiaparelU  [G.-J'.).  —  [L].  Sur  l'influence  de  la  Lune  sur  les 
vicissitudes  atmosphériques.  (1-26,  2  planches). 


Tome  II,  1870  (XI). 

Frisiani  (P-).  —  [J2(?].  Sur  la  conihinaison  la  plus  avanlageuse 
des  observalioiis.  (1-21). 


Tome  III,  1S73  (Xin  ('). 

Schiaparelli  (G.-V.).  —  [U].  Sur  la  relation  entre  les  comètes, 
les  étoiles  lilantes  et  les  météorites.  (i45-iG8,  i  planche). 

Avec  un  Appendice  :  Sur  la  probabilité  des  orbites  hyperboliques  pour 
les  corps  qui,  des  espaces  stellaires,  arrivent  dans  l'intérieur  du  système 
solaire.  Et  une  aulre,  contenant  la  démonstration  que  les  météorites  de  Knia- 
guinia  et  île  Pultusk  n'ont  pu  venir  d'une  même  région  de  l'espace  stellaire. 

Schiaparelli  (G.-V.).  —  [V3,  4].  Les  précurseurs   de  Coper- 
nicus  dans  l'antiquité.  (38i-432). 

Pliiloiaus  et  Sketas,  Pialou,  Heraclidès  Ponticus  et  Ecphantus,  Aristarche  et 
Séleucus,  Arjabatta  et  Prilliudaca,  Swami.  Suivent  des  documents. 


Tome  IV,  1877  (XIII). 

Gabba  {A.).  —  [T!2].  Exposition  du  principe  d  élasticité,  et 
études  sur  quelques-unes  de  ses  applications  au  moyen  des 
déterminants.  (8i-ii()). 

Première  Partie  :  Exposition  du  principe  de  Ménahréa  pour  déterminer  les 
pressions  et  les  tensions  dans  un  système  élastique.  (Lorsqu'un  système  élas- 
tique est  en  équilibre  sous  l'action  de  forces  extérieures,  le  travail  intérieur 
développé  dans  la  déformation  du  système  est  minimum.) 

Deuxième  Partie  :  Application  à  la  rccherclic  de  la  répartition  d'un  rlfort 
sur  plusieurs  membres  prismatiques  dont  les  axes  soient  convergents  en  un 
point,  ou  bien  parallèles  et  situés  ou  non  dans  un  même  plan. 

(')  A  partir  de  ce  Tome,  la   pagination  est  suivie. 
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Comme  les  formules  trouvées  sont  exprimées  au  moyen  de  déterminants, 
l'auteur  est  amené,  pour  les  simplifier,  à  s'occuper  des  propriétés  de  certains 
déterminants  particuliers  (symétriques). 

SchiapareUi  {G.-V.).  —  [U].  Les  sphères  homocenlriques  d'Eii- 
doxe,  de  Callippe  et  d'Arislolélès.  (i  i  --i  jj),  i  planches). 

Casorati   {F.).    —    [C3].    Sur    les    déteiminanls    de    fonelions. 

(.81-18;). 

Théorèmes  concernant  lejacobien  J(F)  de  n  + 1   fonctions  F,,  le  déterminant 


le  déterminant 


K(4>)  = 


A(Y)  = 


*0            *, 

<ï>„ 

ÙX^        ÛXi 

ÔXi 

ôx„     Ox,, 

Ox,, 

Y„      .. 

Y 

= 

Y'„      .. 

Y 

• 

, 

YM     .. 

Y;. 

0 

et  le  hessien  d'une  fonction,  particulièrement  pour  ce  qui  regarde  la  divisibilité 
des  fonctions  correspondantes. 

Celoria  (G.).  —   [U].   L'éclipsé  solaire   totale  du   3   juin    laSc). 
(2;5-3oo,  1  carte). 

Celoria  (G.).  —  [U].  Sur  les  éclipses  solaires  totales  du  3  juin  i  23^ 
et  du  G  octobre  124  1 .  (363-38 1 ,  1  carie). 


Tome  V,  1881  (XIV)  (>). 

Clcricetti  {€.).  —  [T!2Z>].  Théorie  des  éehafaudag;es  réliculaires, 
combinés  avec  un  système  articulé,  dans  les  pools  suspendus 
américains  modernes.  {i-/\-i). 

Celoria  {G.).  —  [U].  Sur  quelques  sondages  du  ciel  faits  à  l'ob- 


(')  Miiaii.  tip.  Bcrnardoni  di  C.  Rebeschini  c  C;  U.  Hocpli.  editorc. 
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servaloire  roval  de  jMilan,  et  sur  la  dislribulion   générale  des 
étoiles  dans  l'espace.  (43-8-,  5  Tableaux). 

Clericetti  {€.).  —  [T!2Z>].  Théorie  des  systèmes  composés,  en 
général,  et  spécialement  des  ponts  suspendus  américains  mo- 
dernes. Inlluence  des  charges  accidentelles.  (8()-i2G). 

A  se /lie  ri  (F.).  —  [Pô/ref.N,  1].  Sur  une  classe  de  transforma- 
tions rationnelles  dans  les  espaces  de  trois  dimensions,  (aoi- 
26;). 

Correspondance  enlre  un  complexe  linéaire  0  et  l'espace  (S)  de  points.  Celle 
correspondance  est  d'ordre  imniédiatenient  supérieur  à  celle  qui  a  élé  donnée 
par  Nœlher  [Zur  Théorie  der  algebraischer  Functionen,  etc.  {.\aclirichten  de 
Gœllingue,  lï^Oy)]  et  Lie  [Over  en  Classe  geom.  Transf.  {Actes  de  la  Soc. 
de  Christianie,  1871)  et  L'eber  Complexe,  etc.  {Math.  Ann.,  t.  V)],  à  une 
droite  de  (S)  correspondant  en  0  une  surface  gauche  du  troisième  degré. 
L'auteur  donne  aussi  les  formules  de  cette  transformation  et  la  vérification 
analytique  des  propriétés  trouvées. 


Tome  VI,  i«S5  (W). 

Ascliieri  {F-)-  —  [P6/"rer.  N,  1].  Fondements  pour  une  géométrie 
de  l'espace  composé  de  droites,  (jj-go). 

A  toute  droite  x  de  l'espace  S  de  droites,  l'auteur  fait  correspondre  une 
conique  C^^'  du  système  Q,  formé  par  les  coniques  circonscrites  aux  triangles, 
qui  sont  circonscrits  à  une  conique  fixe  C'-'.  Puis  il  substitue,  au  système  Q, 
un  autre  système  £2,  formé  par  les  enveloppes  de  la  deuxième  classe,  conjugués 
aux  triangles  circonscrits  à  C^-'. 

Les  particularités  de  cette  correspondance  sont  aussi  traitées  par  voie  analy- 
tique. 

Asc/iieri  (F.).   —  [>«].    Introduction  à  la  géométrie  de  l'espace 
réglé.  (263-290). 

Par  la  méthode  suivie  dans  le  Mémoire  précédent,  l'auteur  étudie  les  formes 
fondamentales  de  l'espace  S  de  droites. 


Tome  VII,  1886-1891  (XVI). 

Murani  (O.).  —  [l'o].  Recherches  sur  la  distance  explosive  de 
l'élincclle  électrique.  (.5.5-8 1). 
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Ascoli  (O.)-  —  [DIr/].  Recherche  des  condilions  auxquelles  doit 
stilisfaire  la  foiiclion  /"{s)  des  polnls  du  contour  C^^  d'une  aire 
connexe  quelconque  A,  silucc  à  distance  finie,  afin  que  Von 
puisse  y  construire  une  fonction  f{x,  y)  qui,  »'lant  [yarloiil 
continue,  croisse  toujours  dans  le  sens  posilif"  de  chacun  des 
axes,  et  prenne  les  valeurs  /'(  s)  sur  C^.  (i()--a.'35). 


]^ieii. 

Tome  I\,  1896-1900  (XVill). 

Schiaparelli  (G.).  —  [U].  Origine  du  système  planétaire  lnMio- 
centrique  chez  les  Grecs.  (61-100). 

Fossati  [F.).  —  [^^^]-  Rihiiographie  des  écrits  inédits  d'Alexandre 
Voila.  (181-217). 

S.  R. 


ACTA  IMATHEMATICA. 
Tome  \\H.   1899. 


Poincaré  [IL).  —  I/œuvr(!  mathématique  de  Weiersirass.  (  i-i<S). 

Mcllin   (I/j.).    —    Sur    lintégralion   des   (''f|ualions   linéaires   aux 
dérivées  partielles  par  des  intégrales  multiples,  (nj-.jo). 

Après  avoir  rappelé  (  §  1  )  la  fornialion  <lo  Vequation  adjointe  (  Cf.  pAunoix, 
lierons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  l.  II.  §  Xû)  d'une  équalion 
linéaire  cl  sa  propriété  de  réciprocité,  l'auleur  considère  le  cas  où  les  coeffi- 
cienls  sont  des  polynômes  enliers.  On  peut  alors  ramener  l'inlégralion  de 
l'équalion  donnée  à  celle  d'une  autre  équalion  linéaire  analogue  à  la  trans- 
formée de  I>aplace  poui-  les  équalions  dillércnlicllcs   linéaires  ordinaires  ('). 

(')  .loiuiw.  Cours  d'Analyse,  I.  III.  Chap.  II.  ir  '^Vi:  CtoriisAT.  Cours  d'Ana- 
yxe.  l.  Ht,  f.liap.  \\,  11°   'lOli, 
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Des  relalioiis  de  celle  espèce  peiivenl  dailleurs  èlre  oblciuics  sous  iliverses 
formes,  doiil  certaines  sont  analogues  à  Tintégrale  définie  connue  qui  équivaut 
à  la  fonction  hypergéoinétricjue. 

Mellin  (fJJ.).   —   Sur  rinléyialion   des  équations  difiérenlielles 
linéaires  simultanées  j)ar  des  intégrales  définies.  (4i-54)- 

Après  s'élre  occupé,  dans  le  Mémoire  précédent,  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles,  l'auteur  étudie  au  même  point  de  vue  les  systèmes  d'équa- 
tions difTérenlielles  linéaires  ordinaires.  Là  encore,  chaque  fois  que  les  coeffi- 
cients seront  des  polynômes  entiers  en  x,  on  pourra  exprimer  la  solution  par 
une  intégrale  définie  analogue  à  celle  de  Laplace,  si  l'on  sait  intégrer  un  second 
système  dont  l'ordre  dépend  des  degrés  des  polynômes  en  question,  et  dont  les 
relations  avec  le  premier  ofl'rent,  comme  dans  la  méthode  de  Laplace  ordinaire, 
un  certain  caractère  de  réciprocité. 

Dans  d'autres  cas,  on  dirigera  les  calculs  de  manière  à  obtenir  un  résultat 
analogue  à  celui  qui  est  relatif  à  l'équalion  hypcrgéoméirique. 

/Jadamarc/  (J.).  —  Théoiènie  sur  les  séries  entières.  (55-63). 
Soient  les  deux  séries  de  Mac  Laurin 

f{x)  =  «u+ «I  j; -r  . .  .-1- a„,a:"'-t-. . ., 

■Ç{X)   =  6,1  -r-  6,07  +.  .  .H-  0,,,X"'  -h.  ■  . 

convergentes  dans  des  cercles  ayant  pour  centre  l'origine  et  de  rayons  res- 
pectifs A"  et  /.  Formons  la  série  analogue 

'^{x)  =  a,,6„-+-  «,6, X  -+-. .  .-H  a,„6„,.r'"-H. . ., 

obtenue  en  niullipliant  entre  eux  les  coefficients  coiTespondants. 

La  fonction  ^{x)  n'a  (et  cela,  dans  tout  le  plan)  d'autres  points  singuliers 
(|ue  ceux  que  l'on  obtient  en  multipliant  les  affixes  des  différents  points  sin- 
guliers de  la  première  série  donnée  par  celles  des  dilTéreiits  points  singuliers 
de  la  seconde. 

Démonstration  à  l'aide  de  l'expression  de  '^  sous  forme  d'une  intégrale  définie 
prise  suivant  un  contour  fermé. 

I^emarques  analogues  relatives  aux  fonctions  représentées  par  des  séries  de  la 
forme  Sa„,e~'m-'. 

Fabfy  {£.).   —  Sur  les  séries  de  Tavlor  qui  ont  une  infinité  de 
points  singuliers.  (65-88). 

L'auteur  développe  la  dcmonstralion  qu'il  a  donnée  (  Comptes  rendus  des 
séances  de  l' Académie  des  Sciences,  i8  janvier  i!?97)  du  théorème  de  ^L  Borel 
d'après  lequel  une  série  de  Mac  Laurin 

(')  /(-)  =  a„-h  a,- 4-.  ..-H  a,,,-"'-!-..., 

donnée  au  hasard,  admet  en  général  son  cercle  de  convergence  comme  coupure 
essentielle.  Il  reprend  et  tililisr.  d'aulrr   part,  la   méthode  qui    lui  a  servi   dan-^ 
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un  Mémoire  précédent  sur  le  même  sujel  (Ann.  scient,  de  l'Ecole  .Xormale 
supérieure,  octobre  1896). 

La  série  (i)  étant  supposée  (ce  qui  est  toujours  possible)  avoir  pour  rayon 
de  convergence  l'unité,  la  recherche  de  ses  points  singuliers  sur  ce  cercle  dépend 
de  l'étude  de  l'expression 

(2)     ^ ^  =  a„-t-a„,,< H...-4-a„,    /f  ^^ ^ —^  +.... 

ni  "^'        I  "^1  i.2...p 

Le  terme  de  cette  expression,  pour  lequel  le  coefficient  de  o„4.,,  est  le  plus 
grand,  s'obtient  en  prenant  pour  y?  la  valeur  (ou  la  valeur  entière  immé- 
diatement suivante);  et,  si  ni  est  la  valeur  correspondante  de  n-^-p,  on  peut  se 
borner  à  considérer,  dans  la  somme  indéfinie  (2),  les  termes  dont  l'indice  est 
compris  entre  m(i-(->>)  et  m(i — >.)  (où  )k  est  un  nombre  positif  fixe);  tous 
les  autres  termes  donnant  un  ensemble  négligeable  au  point  de  vue  qui  nous 
intéresse. 

Soit  alors  V  l'entier  immédiatement  supérieur  à  X,„  :  on  est  ramené  à  étudier 
la  somme  (d'un  nombre  de  termes  fini  pour  chaque  valeur  de  m,  quoique 
augmentant  indéfiniment  avec  ni) 

{m  -T- 1)  (  /??  +  V  )  !  »  ! 

.mx  ,n  m+1  yj   4-  ,  "•+'        (  y,  _j_  v  )  !  m  ! 

i    p  p\{  m  —  V )  ! 

t    ni  ni'.(p  —  V  )  ! 

Le  point  z  =  e"',  situé  sur  le  cercle  de  convergence,  ne  sera  un  point  ordi- 
naire que  si,  lorsque  l'argument  de  t  est  égal  à  w,  la  quantité  \  |'f,„(Ol  «*  ""^ 
limite  supérieure  plus  petite  que  i. 

Or  si,  laissant  ni  fixe  ainsi  que  le  module  de  t,  on  fait  varier  l'argument  u, 
on  voit  immédiatement  que  | '■?„,(  Ol  admet  un  maximum  au  moins  égal  à  |a„,|. 
Si  (pour  des  valeurs  de  m  telles  que  v|«„,|  tende  vers  i)  la  valeur  correspon- 
dante de  (iJ  a  une  variation  absolument  irrégulière  et  s'approche  indéfiniment 
de  toute  valeur  comprise  entre  o  et  a-::,  le  cercle  de  convergence  sera  coupure 
essentielle.  Or,  c'est  ce  qui  arrivera  généralement  si  les  coefficients  a  sont  pris 
au  hasard,  comme  on  le  voit  en  prenant  des  valeurs  de  m  assez  éloignées  les 
unes  des  autres  pour  que  les  expressions  9,„(0  correspondantes  n'aient  aucun 
terme  commun. 

La  méthode  précédemment  employée  par  l'auteur  (Mémoire  cilé)  consiste  à 
remarquer  que,  si  un  point  du  cercle  de  convergence  est  ordinaire,  il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  voisins  et,  en  particulier,  de  ceux  dont  l'argument  est 

de  la  forme  -^  (le  rapport  jj  étant  suffisamment  petit). 

En  écrivant  qu'il  en  est  ainsi,  on  a  une  série  d'inégalités  et  c'est  en  les  com- 
binant linéairement  d'une  manière  convenable  qu'on  arrive  à  des  résultats 
utiles. 

Soient  p  un  arc  variable  avec  m  et  a',  [n  étant  un  entier  coenpris  entre 
/n(i  —  X)  et  m(i-H)k)]  la  partie  réelle  de  fl„c  ?'.  On  est  conduit  à  étudier  les 
changements  de  signe  de  ût',.  Si  q  est  le  nombre  de  ces  changements  de  signe 

et  que  (pour  des  valeurs  de  m  telles  que  —  L  |a^,  |  ait  pour  limite  zéro  )  le  rap- 
port —  tende  vers  zéro,  le  point  d'affixe  i  est  singulier. 
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Si,  pour  une  suite  illimitée  de  valeurs  de  m  (telles  que  — I-|a,,J  tende  vers 


zéro,  c'est-à-dire  telles  que  '(/|«,„|   tende  vers   il  la   diiïéience   w,,^, —  a)„   des 

arguments    des   coefficients   consécutifs    compris    entre   «„,  .x,„    et   «,„_^7^,„   tend 

vers  w,  sauf  pour  un  nombre  a  de  valeurs  de  n  tel  que  —  tende  vers  zéro,  le 

rn 

point  d'affixe  e"'  est  singulier. 

On  peut  d'ailleurs  trouver  des  cas  oii  ceci  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  w  (chacune  d'elles  correspondant  à  une  autre  série  infinie  de  valeurs  de  m) 
et  où  l'on  met  ainsi  en  évidence,  comme  coupures  essenlielies,  certains  arcs  du 
cercle  de  convergence  ou  même  ce  cercle  tout  entier.  Ainsi,  si  y  o,,  tend  régu- 
lièrement vers  I,  la  série 

OÙ  6  est  un  nombre  compris  entre  o  et   i,  admet  le  cercle  de  rayon  i  comme 
coupure.  Dans  les  mêmes  conditions,  la  série 


/  -"o,_e' *"*■"?'"', 


où  «[(p(/i  +  i)  —  9('0]  'end  vers  zéro,  admet  comme  coupure  l'arc  compris 
entre  les  points  d'arguments  —  a  et  -+-  a.  Suivant  le  choix  des  p„,  la  coupure 
peut  être  limitée  à  cet  arc  ou  s'étendre  au  delà  et  comprendie  même  le  cercle 
tout  entier. 

La  considération  delà  même  quantité  o,„{t)  permet  de  trouver,  au  contraire, 
des  cas  où  un  point  déterminé  du  cercle  n'est  pas  singulier.  Si,  par  exemple, 
l'on  applique  à  la  fois  celte  nouvelle  méthode  et  la  précédente  à  la  série 

(3)  V  ({/(n)s"e'ans'ni''«'S 

où  o<a<i:,  o<6<i,  ^J'C")  étant  une  fraction  rationnelle  (ou  même  une 
fonction  algébrique  continue  de  n),  on  voit  que  cette  série  admet  comme  cou- 
pure l'arc  du  cercle  de  rayon  i  compris  entre  les  points  z  =  g-"",  z  =  e+°"  et 
n'a  aucun  autre  point  singulier  sur  la  circonférence  de  ce  cercle. 

L'auteur  envisage  finalement  le  cas  où  une  infinité  de  coefficients  sont  tels 
que  vl'^,,!  3't  une  limite  supérieure  inférieure  à  i  :  on  peut  alors  supprimer 
les  termes  correspondants  de  la  série  donnée  sans  changer  les  points  singuliers 
sur   le  cercle  de  convergence.   Soit  q  le   nombre  des  termes  restants  entre  le 

rang  m  —  )>//i  et  le  rang  m  -i-'km.  Si  —  tend  vers  zéro  en   même  temps  que 

/n 

^^  )  le  cercle  de  convergence  est  coupure.   C"cst  ce  qui  arrive  pour  la  série 


(4)  2]^^- 


si  la  différence  c„,_^,— c^  tend  régulièrement  vers  l'infini.  Mais,  si  celle  dif- 
férence a  simplement  des  valeurs  indéfiniment  croissantes,  alternant  avec 
d'autres  qui  restent  finies,  on  n'arrive  pas  nécessairement  à   la  même  conclu- 
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sion.  C'est  ce  que  inonUc  l'exemple  de  la  série 

V   -" -^  ( /j  )  e"  1  -  l -f- los  .  I.  n  i  J^ 

on  C>{n)  et  6  onl  le  même  sens  que  dans  la  série  (3),  et  qui  peut  être  nii>e 
sous  la  forme  (4)  pui"  suppression  de  termes  consécutifs  dont  le  nombre  va  en 
croissant  indéfiniment  à  mesure  qu'on  s'éloigne  dans  la  série.  Cependant  cette 
série  n'a,  sur  le  cercle  de  convergL-ncc,  que  le  seul  point  singulier  z  =  t. 

Poincaré  (//.).  —  Sur  les  |)ro])rlétés  du  polenliel  el  sur  les  fonc- 
tions abéliennes.  (i^9-'7<^)- 

Une  courbe  de  genre  p  dépend  de  ip  —  3  modules  et.  par  conséquent,  les 
fonctions  0  à  /)  variables  (|ui  dérivent  d'une  courbe  algébrique  par  le  procédé 
de   Hiemann   dépendent  de  3/?  —  3  paramètres  arbitraires.   Or  les  fonctions  © 

les  plus  générales  de  p   variables   dépendent  de  — —  paramétres,   nombre 

supérieur  au  premier  dés  que  p  dépasse  3.  Donc  les  fonctions  définies  par  Uie- 
mann  ne  sont  pas  les  plus  générales  qui  aient  p  variables  et  ip  périodes. 

Ces  dernières  fonctions  peuvent-elles,  au  contraire,  toutes  être  représentées 
par  des  quotients  de  fonctions  0? 

U'eicrstrass  avait  montré  que  la  réponse  est  affirmative;  mais  sa  démonstra- 
tion n'a  été  publiée  que  récemment,  après  que  MM.  Poincaré  et  Picard,  d'une 
part,  M.  Appell,  de  l'autre,  avaient  démontré  le  théorème  de  leur  côté. 

M.  Poincaré  indique  une  troisième  démonstration,  procédant  des  principes 
qu'il  a  développés  dans  le  Tome  II  des  Acta  niathenialica. 

Le  Mémoire  cimimeuce  par  le  rappel  des  propriétés  fondamentales  des  poten- 
tiels et  leur  extension  aux  hyperespaces.  Il  traite  dans  l'espace  ordinaire  le  cas 
ilu  potentiel  de  ligne,  lequel  devient  logarillimiquement  infini  au  voisinage 
de  la  ligne  attirante.  Cette  propriété  est  caractéristique  du  polenliel  de  ligne, 
comme  on  le  voit  par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  est  employé  pour  les 
potentiels  superficiels  de  simple  et  de  double  couche. 

On  peut  d'ailleurs  préciser  la  forme  de  la  fonction  holomorphe  qui  entre  dans 
le  logarithme,  ainsi  que  de  celle  qui  forme  le  coefficient  de  ce  logarithme. 

D'autre  part,  l'équation  de  Laplace  ii  m  variables 

d'V        (P\        ô-\        d-V  f>'V        fi=V 

(0  — ^H ^  -(-  --^  -f-  — ^  T- . . . -1-  --^  -H  -— r  =  o 

0X\  lly\  ()X^  f>>'5  OXn  ({Vn 

est  d'ailleurs  en  relation  avec  la  théorie  des  fonctions  analytiques  de  n  variables 
complexes  a7,-t- /_>',,  x^-h  iy^,  x„-h  iy„.  Mais  celle  relation  n'est  pas  aussi 
étroite  que  pour  n  =  i.  L'équation  (i)  exprinJC  une  condition  nécessaire  pour 
que  V  soit  la  partie  réelle  d'une  fonction  des  n  variables  complexes  en  question. 

Mais  la  condition  suffisante  est  exprimée  par  le  système  des  équations 

/  (P\        (/\  </■•  \'  <<-  \       _  ^_ 

\  (ixi       ôri  ~"    '         t^x^  (IX ^  ~^  fM'i  l'y 

^   '  1  ir-\ 0"-  \ 

\  Ox.  dv ,       or.  f)x , 

qui  entraîne  d'ailleurs  l'èqualion  (i).  Une  fonction   \'.   ^ol»ll>'n  de   fe  srslcme. 
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(|ui,  de   plus,   es.t   continue   et  iiilmet   îles  dérivées  secondes  en    (mis  les    points 
d'un  certain  doniaine,  est  dite  bi/iarinoni'/tie  dans  ce  domaine. 

Cette  remarque  faite,  la  généralisation  aux  hyperespaces  du  tliéorènie  men- 
tionné tout  à  l'heure  relatif  au  potentiel  de  ligne  s'obtient  en  considérant  (dans 
l'espace  à  m  dimensions)  une  variété  attirante  C,  m — a  fois  étendue,  et  consi- 
dérant un  potentiel  de  la  forme 


l'intégrale  étant  ni  —  2"?'"  et  d<s  étant  l'étendue  d'un  élément  de  la  variété  C. 
r  est  la  distance  d'un  point  déterminé  quelconque  A  de  l'espace  à  ni  dimensions 
à  un  point  variable  sur  C.  V  qui  est,  en  dehors  de  C,  une  fonction  liolomorphe 
des  coordonnées  du  point  A,  est,  au  voisinage  de  C,  de  la  forme 

(3)  V^UJogll-^*, 

V „,  H  et  «t»  étant  des  fonctions  holoinorphes.  La  variété  H  =  o  est  (comme 
ilans  le  cas  du  potentiel  de  ligne  pour  «i  =  3)  l'enveloppe  des  cônes  isotropes 
qui  ont  pour  sommets  les  dill'érents  points  de  C. 

Inversement,  une  fonction  harmonique  en  général,  qui  devient  ainsi  loga- 
rithmiquement  inlinie  dans  le  voisinage  de  C,  est  la  somme  d'une  fonction  har- 
monique et  du  potentiel  (au  sens  précédent)  de  la  variété  attirante  C,  avec 
une  distribution  des  densités  convenablement  choisie. 

Soit  maintenant  V  =  V  -h  iW  une  fonction  holomorphe  des  n  variables  com- 
plexes j;,-i- n,,  x^-\-i}\_i  ...,  J^n-^h'n-  iJans  l'espace  à  m  =  211  dimensions, 
lieu  du  point  (x,,  j:^,  ...,  .r„,j>-,,,i ,,  . .  .,;)'„),  la  quantité  log|F|  pourra  se  mettre 
sous  la  forme  d'une  fonction  holomorphe  et  harmonique  des  x  et  je,  augmentée 
du  potentiel  d'une  matière  attirante  distribuée,  avec  une  densité  égale  à  1,  sur 
la  variété  C  (2^1  —  2  fois  étendue)  définie  par  les  équations  V  =  o,  W  =  o 
(autrement  dit,  par  r  =  o).  La  quantité  désignée  plus  haut  par  II  n'est  autre 
que  iF|. 

Pour  appliquer  ces  considérations  aux  fonctions  abélicnnes,  soit  F  une  fonc- 
tion méromorphe  de  n  variables  complexes,  laquelle  peut  par  conséquent,  aux 
environs  d'un  point  quelconque,  se  mettre  sous  la  forme  du  quotient  de  deux 
séries  entières  P.  Q.  Soient  C,  C  les  variétés  définies  (dans  l'espace  à  2  «dimen- 
sions) respectivement  par  les  équations  P  =  o,  Q^o;  \V,  leur  intersection 
(variété  2n  — 4  fois  étendue).  F  étant  donnée,  P  et  Q  ne  sont  pas  entièrement 
déterminés;  mais  C  et  C  le  sont. 

Si  maintenant  F  est  2n  fois  périodique,  il  lui  correspondra  une  division  de 
l'espace  en  prismatoïdes  des  périodes  analogues  aux  parallélogrammes  des 
périodes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Soient  H^  un  quelconque  de 
ces  prismato'ides;  C,,  C^,  Vt\  les  portions  de  C.  C,  W  intérieures  à  n^.  Dési- 
gnons par  \\  le  potentiel  de  la  variété  attirante  Ci  (la  densité  étant  égale  à  i). 

Développons  V;  suivant  les  puissances  croissantes  des  coordonnées  du  point 
attiré,  et  soit  Sj  l'ensemble  des  termes  de  degrés  zéro,  un  et  deux. 

On  constate  que  la  série 


v  =  y](Vi-sj 


(la  sommation  étant  étendue  a  tous  les  indice;  /. ,  c'csl-à-dirc  à  tous  les  prisma- 
toïdes) est  absolument  convergente. 


6o        .  SECONDK  PARTIH:. 

La  fonction  V  ainsi  définie  est  harmonique  en  tout  point  extérieur  à  G.  Au 
contraire,  au  voisinage  de  G,  elle  est  infinie  comme  log|I'|. 

V  ne  satisfait  pas  aux  équations  (2),  mais  elle  donne  pour  les  premiers 
membres  de  ces  équations  des  fonctions  liolomorpiies  et  harmoniques  dans  tout 
l'espace. 

Enfin,  lorsqu'on  augmente  d'une  période  les  variables  {x -i- iy),  V  s'aug- 
mente d'un  polynôme  du  premier  degré  par  rapport  aux  x  et  aux  y. 

On  démontre,  dés  lors,  l'existence  d'un  polynôme  Z  du  second  degré  Z  tel 
que  la  difTérence  V  —  Z  —  log|P|  soit  partout  biharinonujue.  L'expression 


rfT„=2; 


OXi  •"  '  Oyi 


est    une   difTérentielle    exacte,   et  son    intégrale  T,,   est   une  fonction   uniforme 
des  X  et  des  y.  La  quantité 

t?  =  V-Z  +  tT, 

est  une  fonction  holomorphe  des  n  variables  complexes  z^,  z^,   ...,  z„  et  il  en 
est  de  même  de  la  quantité 

0  =  Peî. 

Des  propriétés  établies  jusqu'à  présent  et  des  résultats  précédemment  déve- 
loppés par  M.  Poincaré  dans  VAmerican  Journal  of  Mathematics,  il  ressort 
que  cette  quantité  est  une  fonction  0  ordinaire. 

La  fonction  Q  donnerait  de  même  lieu  à  une  série  V  et  à  une  fonction  6' 
analogue  à  6.  On  a  alors 

F  -  -  eH 

H  étant  un  polynôme  du  second  degré.  > 

Hu/'ivitz  (A.).    —   Sur   l'intégrale    finie   d'une  fonclion  enlière. 

(.79-180). 

Après  la  publication  du  Mémoire  inséré,  sous  ce  titre,  dans  le  Tome  XX  des 
Acta  matheniatica,  l'auteur  a  eu  connaissance  du  Mémoire  de  M.  Appel!  Sur 
les  fonctions  périodiques  de  deux  variables  {Journal  de  Mathéni.,  4°  série, 
t.  Vn,  1891)  où  le  même  problème  est  traité  par  une  marche  analogue.  Seule- 
ment les  fonctions  de  M.  Hurwitz  sont  exprimées  par  des  séries  au  lieu  que 
celles  de  lAL  Appcll  l'étaient  par  des  intégrales  définies. 

Kôiiig  (/•)•  —  J-"»  loi  de  réciprocité  dans  la   iliéorie  des  résidus 
quadratiques.  (i8i-i()2). 

L'auteur  se  propose  de  démontrer  celle  loi  par  une  suii-  onlicrcmenl  élémen- 
taire et  sans  même  faire  usage  du  théorème  de  Ker.nat.  ni  par  conséquent  de 

'/  -  1 
l'expression  du   symbole  (— )  à  l'aide  de  />•!./  ^  |  est   donc  exclusivement 

défini  connne  égal   à  -I- i  ou   à  —1  >uivant  que  la  ct>ugrucnie  x' =^i />  (mody) 
est  possible  ou  non. 
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Dans  ces  conditions,  il  est  nécessaire  de  procéder  par  induction  complète, 
comme  dans  la  première  démonstration  de  Gauss.  Mais  la  distinction  à  faire 
entre  les  difTérents  cas  repose,  non  plus  sur  la  valeur  même  du  symbole  à  éva- 
luer, mais  sur  l'ordre  de  grandeur  relatif  des  deux  nombres  p  et  q. 

Weingarten  («/•)•  —  INole  sur  la  théorie  de  Ja  déformation  des 
surfaces.  (193-199). 

Complément  au  Mémoire  précédent  du  Tome  XX  du  même  journal,  Mémoire 
tians  lequel  le  problème  de  la  déformation  d'une  surface  est  ramené  à  l'étude 
de  deux  représentations  sphériques  dépendant  d'un  trièdre  mobile.  L'auteur 
avait  exclu  le  cas  où  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  représentations  dégénère  en 
une  courbe  sphérique.  Ce  cas  a  été  repris,  dans  une  Thèse  inaugurale,  par 
M.  Hessenberg,  qui  a  montré  que,  pour  toute  surface,  on  pouvait,  d'une  infi- 
nité de  manières,  trouver  des  éléments  linéaires  réduits  pour  lesquels  cette  sin- 
gularité se  présente. 

L'auteur  est  donc  conduit  à  reprendre,  dans  ce  cas,  sa  méthode  de  résolution 
du  problème. 

WertJieim  {G.)  —  Rectifications  à  la  Table  des  plus  petites 
racines  primitives  des  nombres  premiers  inférieurs  à  0000. 
(t.  XVII,  p.  3 1  5,  et  t.  XX,  p.  i53).  (200). 

Les  corrections  portent  sur  les  racines  primitives  des  nombres  1021,  3i8i, 
Sigi,  3967,  46J7,  ^lôi. 

Volterra  (F.).   —   Sur  la  théorie  des    variations   des  latitudes. 

(20I-35-). 

L'auteur  résume  dans  ce  Mémoire  une  série  d'articles  publiés  en  189.5  dans 
les  Atti  dell  Ace.  di  Torino,  les  Rendic.  dell  Ace.  dei  Lincei,  les  Annali  di 
Mateniatica  et  les  Astr.  Naehrichten. 

La  théorie  de  la  variation  de  la  latitude  peut  être  poursuivie  à  deux  points 
de  vue  dillérents.  On  peut  d'abord,  avec  Darwin,  Schiaparelii,  Ilelmert, 
Gylden,  etc.,  se  proposer  de  rechercher  l'influence  des  déformations  externes  ou 
internes  du  solide  terrestre  (élasticité,  plasticité,  phénomènes  volcaniques,  etc.). 
Mais  l'auteur  s'attache  tout  d'abord  à  une  autre  catégorie  de  mouvements  (cou- 
rants marins  constants,  circulation  de  l'atmosphère  et  des  eaux  fluviales)  qui 
diffèrent  des  premiers  en  ce  que,  au  moins  en  première  approximation,  ils  ne 
changent  ni  la  forme  de  la  Terre,  ni  la  distribution  des  masses. 

Ces  mouvements  cycliques  modilicnt  la  rotation  terrestre"  parce  qu'ils  don- 
nent, pur  rapport  aux  axes  principaux  d'inertie,  des  moments  cinétiques  m,, 
m,,  «ij  différents  de  zéro.  Les  équations  d'Euler  sont  alors  remplacées  par 

A-^  -I-  (C  —  B)^/-  -t-  in,q  —  m^r  =  o, 

(  I  )  {   B  -^  -i-  (  .\  -  C)  /yj  -t-  /»,  /•  —  '».,/>  =  o, 

C  ^  -(-  (  B  —  \)pq  -\-  in.p  —  »i,  7  =  0, 


&}.  SKCUNDE    l'AiniH. 

si  l'on  suppose  m,,  «j,,  m^  cimslanls.  Même  dans  celle  hypothèse,  on  voit  qu'un 
axe  principal  d'inertie  n'est  pas,  en  général,  un  axe  permanent  de  rotation. 
D'ailleurs,  les  deux  intégrales  algébriques  classiques  du  problème  de  Poinsot 
existent  encore,  l'une  sans  modificalion  (celle  des  forces  vives),  l'autre  sous  la 
forme 

(  2)  A-/;'-t-  B-^'-i-  C'/'^-H  2  \m^p  -+-  2B fu^q  -+■  sC/^jT  =  const. 

Mais,  tout  en  supposant  les  mouvements  c\cliques,  on  peut  supposer  que 
leur  intensité  varie,  de  sorte  que  /«,,  in^,  /?i,  sont  des  fonctions  du  temps.  Dans 
ce  cas,  l'intégrale  (2)  subsiste,  mais  non  celle  des  forces  vives. 

Le  point  de  vue  ainsi  adopté  n'est  autre  au  fond  que  celui  de  Hertz,  que  les 
mouvements  cachés  de  ce  physicien  correspondant  aux  mouvements  cycliques 
(suivant  la  dénomination  de  Helmlioltz). 

On  sait  que  Hertz  entend,  par  l'inlerveniion  des  mouvements  cachés,  ramener 
toute  la  Dynamique  à  la  seule  notion  d'inertie,  à  l'exclusion  de  toute  force 
accélératrice. 

H  est,  à  ce  point  de  vue,  imporlanl  de  constater  que  toute  anomalie  d'inerlie 
dans  la  roialion  libre  d'un  corps  peut  être  expliquée  par  des  mouvements 
internes  cycliques  qui  n'altèrent  ni  la  forme  du  corps  ni  la  distribution  des 
niasses  (  Chap.  V,  art.  2  du  présent  Mémoire). 

D'autre  part,  il  y  a  lieu  de  rechercher,  inversement,  l'eiret  produit  par  la 
rotation  générale  sur  les  mouvements  internes. 

Tous  ces  problèmes  admettent  des  solutions  de  forme  remarquable  au  point 
de  vue  analytique.  Malgré  leur  complication,  ils  se  résolvent,  en  effet,  comme 
dans  le  cas  classique,  par  les  fonctions  elliptiques  et  les  fonctions  de  Jacobi. 

Chapitre  I.  —  L'étude  géométrique  de  la  rotation  d'un  corps  dans  lequel 
existe  un  mouvement  interne  stationnaire. 

Supposant  «;,,  m„,  m^  constants,  on  peut  donner,  du  mouvement  qui  satis- 
fait aux  équations  différentielles  (i),  une  théorie  géomélri(jue  analogue  à  celle 
de  Poinsot.  La  représentation  est,  bien  enlendu,  notablement  moins  simple; 
mais  il  est  remarquable  qu'on  puisse  étendre  au  cas  actuel  le  théorème  de  Syl- 
vester  d'après  lequel,  en  composant  le  mouvement  avec  une  rotation  uniforme 
autour  de  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement,  on  obtient  un  autre 
mouvement  de  même  espèce  et  ne  différant  du  premier  que  par  un  changement 
de  constantes.  On  sait  que  c'est  cette  propriété  qui,  d'après  les  travaux  de 
M.  Darboux,  permet  à  la  solution  de  Poinsot  de  représenter  le  temps. 

Après  une  discussion  des  formes  que  peut  présenter  la  polodic,  on  arrive  au 

CiiAi'iTnK  n.  —  L'étude  analytique  de  la  rotation  d'un  corps  dans  lequel 
existe  un  mouvement  interne  stationnaire. 

Les  équations  du  problème  apparlienncnt  au  type  général 

^r  _  •M/,.A) 


(3) 


dt  D(q,  /•) 

(fq  ^  DÇ./'.-.r.) 

dt  D(;-,  p) 

dt  !>(/',  7)' 

où  /,,  /j  sont  de-  fondions  dr  /»,  7.  r. 
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De  telles  équations  admettent  toujours  les  intégrales 

(  4  )  /,  =  cunst.  =  //,,        fi  =  consl.  =  h... 

Par  l'introductiiin  d'une  (]iiatriéme  variable  iriiomugénéité,  en  posant 

elles  pourront  s'écrire 

x,  dx.  —  X.  dx,  _   D  (  -j, ,  »,  ) 
^^^  Tt  ~  D{x^,  Xi)' 

où  jp  •^.,  sont  certaines  fonctions  iiomogènes  et  du  second  degré  de  x^,  x.^,  jTj, 
x^  et  t,  y,  /.',  /  une  permutation  alternée  quelconque  des  indices  i,  2,  3,  4- 

Cette  dernière  forme  présente  la  propriété  remarquable  d'être  invariante  par 
une  substitution  linéaire  edecluée  sur  ;r,,  x^,  x-^,  x^. 

Si  maintenant,  comme  dans  le  cas  actuel,  on  prend  pour  /,,  /._,  des  poly- 
nômes du  second  degré  en  p,  q,  r,  '^,  et  ts^  seront  des  formes  quadratiques  par 
rapport  aux  x,  formes  que  Ton  pourra,  par  une  substitution  linéaire,  ramener 
simultanément  à  des  sommes  de  carrés.  Les  x  sont  alors  exprimables  en  fonc- 
tion du  temps  par  des  fonctions  ff  ;  />,  </,  /'  s'exprimeront  donc  par  îles  quotients 
de  pareilles  fonctions. 

C'est,  au  reste,  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  courbe  représentée  par  les  équa- 
tions (4)^  à  savoir  la  polodie,  étant  une  biquadratique  gauche,  les  coordonnées 
d'un  quelconque  de  ses  points  sont  dos  fonctions  elliptiiiues  d'un  même  para- 

,  dt  ,  ,,,..... 

mètre  u.   Le  rapport  -j~  ne  devenant  en  général  jamais  inlini.  on  en  conclut 

que  u  est  une  fonction  linéaire  du  temps. 

Après  avoir  ainsi  calculé  p,  q,  r,  il  leste  à  obtenir  les  neuf  cosinus.  L'auteur 
réduit  à  une  extrême  simplicité  celte  partie  de  la  question  par  un  tliéorème 
général  qui  fournit  la  raison  pour  laquelle,  dans  le  problème  classique  de 
l'oinsot.  ces  neuf  cosinus  sont  des  fonctions  méromorphes  du  temps,  et  montre 
immédiatement  que  ce  résultat  doit  s'étendre  au  problème  actuel. 

Ch-^pitue  IIL  —  Les  axes  permanents  et  leur  stahilitc. 

Les  axes  permanents  de  rotation  passent  par  les  points  doubles  P  des  biqua- 
dratiques  gauches  représentées  par  l'équation  générale  (4),  points  dont  le  lieu, 
lorsque  /(,  et  h^  varient,  est  une  hyperbole  cubique.  (  Pour  certains  systèmes 
de  valeurs  de  A,  lî,  C,  /«,,  ni^,  ni^,  l'axe  permanent  de  rotation  pourra  occuper 
une  position  quelconque  dans  l'espace,  ou  aura  pour  lieu  un  plan). 

Les  axes  permanents  ainsi  obtenus  seront  stables  si  les  [)oinls  I'  correspon- 
dants sont  des  points  isolés  de  courbes  gauches  telles  que  (4);  ils  seront,  au 
contraire,  instables  si  P  est  un  nœud.  Le  cas  lin)ite  où  P  est  un  point  de 
rebroussenient  s'obtient  en  résolvant  une  certaine  équation  du  dixième  degré 
qui  a  deux  racines  réelles;  en  ces  points  de  rcbroussement,  l'hyperbole  cubique 
est  tangente  aux  quadriqnes  (4)- 

Il  résulte  de  la,  en  particulier,  que  les  axes  permanents  ne  sont  pas  néces- 
sairement des  axes  d'inertie,  même  si  la  forme  du  système  et  la  distribution  des 
masses  sont  fixes,  dés  qu'il  peut  y  avoir  des  mouvements  cycli(|ues. 


fil  SECONDE   PAIlTIi:. 

Chapitre  IV.  —  Rotation  d'un  corps  à  l' intérieur  duquel  existe  un  mou- 
vement poly  cyclique. 

On  a  suppose  jusqu'ici  que  les  mouvements  C3'cliques  élaicnt  pcrnianenls. 

Mais  il  est  évident  qu'en  réalité  il  n'en  est  rien  et  qu'en  général  ces  inouve- 
mcnts  ne  peuvent  se  conserver  d'eux-mêmes.  Il  faudrait  tout  d'abord,  pour 
cela,  que  la  force  vive  fût  constante,  ce  qui  n'arrive  que  dans  quelques  cas 
particuliers  que  l'on  énumère  aisément  à  l'aide  des  calculs  précédents. 

Celte  condition  ne  serait  d'ailleurs  pas  suffisante.  Mais,  parmi  les  mouve- 
ments qui  y  satisfont,  on  peut,  grâce  à  elle,  trouver  tous  les  mouvements 
pour  lesquels  la  permanence  des  mouvements  intci'nes  sera  assurée  sans  l'inter- 
vention de  nouvelles  forces.  Au  contraire,  dans  le  cas  général  examiné  tians 
les  Chapitres  précédents,  ces  forces  existeraient  et  seraient  des  fonctions  ellip- 
tiques du  temps. 

Se  plaçant  ensuite  dans  l'iiypollicse  contraire,  où  les  forces  agissantes  sont 
nulles  ou  données  d'une  manière  quelconque,  l'auteur  traite  d'abord  le  cas  par- 
ticulier où  les  mouvements  internes  se  réduisent  à  la  rotation  (avec  une 
vitesse  angulaire  qui  reste  à  déterminer  en  fonction  du  temps)  d'un  tore  autour 
de  son  axe,  lequel  se  ramène  encore  aux  fonctions  elliptiques. 

Il  aborde  ensuite  le  problème  qu'il  a  en  vue,  celui  de  la  détermination  simul- 
tanée de  la  rotation  et  des  mouvements  internes,  dans  le  cas  général  d'un  mou- 
vement polycyclique  (Hertz,  Die  Principien  der  Mechanik,  Zweiter  Bucli, 
Abschn.  V)  quelconque.  Le  système  sera  alors  défini  :  d'une  part  par  des 
paramètres  ordinaires,  d'autre  part  par  des  coordonnées  cycliques,  dont  les 
dérivées  seules  (les  intensités  cycliques)  figurent  dans  l'expression  de  la  force 
vive.  On  doit  déterminer  en  fonction  du  temps  la  rotation  instantanée,  les 
intensités  cycliques  et  aussi  les  paramètres  ordinaires;  mais  ceux-ci,  pour  que 
le  mouvement  soit  rigourcusemenf  ou  sensiblement  cyclique,  doivent  rester 
rigoureusement  ou  sensiblement  constants. 

Le  principe  de  Hamilton  permet  d'écrire  les  équations  difTérentielles  qui  dé- 
terminent ces  différentes  quantités  en  fonction  du  temps.  Les  résultats  précé- 
demment établis  donnent  les  conditions  dans  lesquelles  le  mouvement  est  iso- 
cyclique, c'est-à-dire  dans  lesquelles  les  intensités  cycliques  sont  constantes. 

Si,  laissant  de  côté  ce  cas  particulier,, l'on  suppose  nulles  les  forces  qui  agis- 
sent sur  les  coordonnées  cycliques,  on. a,  comme  on  le  sait,  autant  d'intégrales 
premières  qu'il  y  a  de  coordonnées  de  cette  espèce;  et,  de  plus,  les  intégrales 
premières  ainsi  écrites  permettent  d'éliminer  les  intensités  cycliques. 

Or,  si  l'on  fait  cette  o|)ération  en  supposant  les  paramètres  ordinaires  constants 
(c'est-à-dire  en  admettant  que  l'on  n'a  à  considérer  que  les  mouvements  cy- 
cliques et  la  rotation  du  système),  on  est  réduit  (art.  VIII)  à  des  équations 
dill'erentielles  toutes  semblables  à  celles  qu'on  avait  trouvées  en  commençant, 
dans  le  cas  isocyclique  (celui  des  mouvements  stationnaires).  Les  coefficients 
seuls  sont  changés  :  tout  se  passe  comme  si  la  force  vive  de  rotation,  au  lieu 
d'être  exprimée  par  la  forme  quadratique  bien  connue  en  />,  q,  r,  était 
donnée  par  une  forme  quadratique  différente,  laquelle  est  d'ailleurs  également 
définie  positive,  mais  ne  satisfait  pas  nécessairement  aux  inégalités  classiques 
entre  les  moments  d'inertie. 

Donc,  ici  encore,  le  mouvement  s'exprime  jiar  îles  fonctions  elliptiques. 

Un  tel  mouvement  peut  être  dit  adiabatique,  puisqu'il  n'y  a  aucun  échange 
d'énergie  entre  le  système  considéré  et  l'extérieur.  Les  équations  diflérenliellcs 
du  mouvement  adiabatique  se  ramènent  donc  à  celles  du  mouvement  isocyclique. 
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La  même  conclusion  s'étend  encore  au  cas  où  l'on  suppose  conslanlcs  cci- 
taines  inlcnsités  cyclic|ues  et  nulles,  les  forces  agissant  sur  les  coordonnées 
C3'cli(|ues  restantes. 

L'aulcur  considère  enfin  le  cas  d'un  solide  renfermant  une  cavité  remplie 
d'un  liquide  incompressible  et  homogène,  lequel  se  traite  par  les  procédés  en 
usa^e  pdur  l'étude  du  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide. 

Cii.vriTRE  \.  —  Quelques  applications  au  mou\'ement  du  pùle  terrestre. 

Si  les  moments  cinétiques  /»,,  jn..,  m^  sont  donnés  d'une  manière  quel- 
conque en  fonction  du  temps,  les  équations  différentielles  en  /?,  q,  r  peuvent 
s'intégrer  par  approximations  successives  lorsque  A  =  15  :  on  détermine  alter- 
nativement/?,  q  comme  si  /•  était  connu  et  cette  dernière  quantité  à  l'aide  des 
deux  premières. 

Mais  il  est  plus  important  de  traiter  le  problème  inverse  : 

Trouver  les  mouve/nents  internes  correspondant  à  un  mou<,enient  de  rota- 
tion donne. 

c'est-à-dire,  connaissant  p,  q,  r  comme  fonctions  du  temps,  de  déterminer  /?},, 
/?ij,  «ij  par  les  équations  dill'érentielles  linéaires 

I     .  dp        ,  .,       „ ,  dm . 

•     S.—. 1-  (L  —  15 17/-  -h  m. a  —  m.r  -, — ^  =  o, 

dt        ^  -  ■'  ■'  ''  -  dl  ' 


(  I   )  ■     lî  -7j  -^  (  A  —  L  )  /yj  -1-  m,  /•  —  /n,p  h -— -  =  o, 

\^Tt^^^^--^  >^"^ ^  "'-P  -  '"■  '^z  +  iir  ^  "• 

Celles-ci  se  prêtent  fort  bien  à  l'application  de  la  méthode  des  approxima- 
tions successives.  Il  suffira  d'isoler,  dans  le  second  membre,  et  de  regarder 
comme  connus,  les  termes  »?, 17  — »;,/•,  ni^r  —  '"3/',  ni.,/>  —  '"j'/-  <*n  a  ainsi 
des  séries  qui  convergent  à  la  façon  des  séries  de  M.  I*icurd. 

De  ce  que  la  solution  existe  résulte  le  fait  essentiel  (]ue  toute  perturbation 
dans  la  rotation  peut  s'expliquer  par  des  mouvements  internes  cycliques. 

Ceux-ci  peuvent  èlre  choisis  d'une  infinité  de  manières  pour  un  même  mou- 
vement de  rotation.  On  peut  les  prendre  très  petits  si  la  perturbation  est  très 
petite;  mais  ils  pourraient  aussi,  même  dans  ces  conditions,  donner  lieu  à  des 
moments  cinétiques  considérables. 

Les  calculs  se  simplifient  (art.  III)  dans  le  cas  du  mouvemeiU  de  la  'l'erre, 
grâce  au  fait  que  l'on  peut  prendre  A  =  B,  p  et  q  1res  petits  ainsi  (|ue  les 
variations  de  /•  autour  d'une  valeur  constante  o). 

Supposons  des  mouvements  internes  périodiques  et  décomposés  en  mouve- 
ments  harmoniques.    Le    mouvement   du    pôle   sera    également   périodique.   // 

pourra   être   quelconque  pour   les  périodes  dijjérentes  de  — -'  ;    mais   il   ne 

2  ~ 
pourra  être  que  circulaire  pour  la  i^ériodc 

O) 

2  7j 

Par  contre,  il  peut  exister  des  mouvements  internes  de  période  —  (|ui  n'ont 
aucune  influence  sur  le  mouvement  du  pcdc,  tandis  que  le  même  fait  ne  peut 
pas  se  produire  pour  les  périodes  dill'érentcs  de  '-^  • 
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De  même,  donnons-nous  un  iiiouveTiicnl  luirnioniquc  du  pùlp  ;  nous  pourrons 

di'ltn'niincr  les  mouvcmenls  inlernes.  mais  il  y  aura  une  période  singulières—^ 

P 
/  C  —  A  m-.\  ,  ,,    -,  .  .  ,  .       , 

(avec  p  =  — T —  w  H — v^  1  pour  laquelle  il  ne  peut  exisLcr  qu  une  seule  espèce  de 

mouvement  interne  harmonique  (laquelle  correspond  à  une  infînilc  de  mouve- 
ments du  pôle). 

Calcul  des  raouvcnienls  internes  pour  la  pci'iodc  annuelle  et  la  période  de 
Cliandlcr. 

Chapitre  \\.  —  Aperçu  sur  les  pcrlurbations  ducs  à  la  plaslicilé  de  la 
l'erré. 

L'auleur  résume  d'abord  ses  résultats  précédents  en  ligiirant  géométrique- 
ment le  mouvement  lorsque  la  i)lasLiciLé  est  négligeable. 

Si.  au  contraire,  cette  plasticité  existe,  elle  se  traduit  par  un  déplacement 
de  l'axe  d'inertie,  ou  encore  du  point  {pôle  d'inertie)  où  cet  axe  coupe  la 
spliére  céleste.  L'auteur  admet,  d'après  Darwin  (P/iil.  Trans.  Roy.  Soc, 
Vol.  Cf^Wll),  que  ce  déplacement  a  lieu  dans  la  direction  de  l'axe  du  grand 
cercle  qui  passe  par  ce  pôle  et  le  polc  de  rotation  inslanlanée,  avec  une  vitesse 
proporlionnelle  à  la  distance  de  ces  deux  points.  Il  appelle  coefficient  de  plas- 
ticité le  facteur  de  proportionnalité  ;x  correspondant. 

Toujours  dans  l'hypothèse  des  mouvements  très  petits,  il  est  alors  conduit  à 
l'inlégralion  d'équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

JensGii  (J.-L.-IV.-V.).  —  Sur  un  nouveau  et  iinpoiMant  llicorème 
de  la  ihéorie  des  fondions.  (Lellre  adressée  à  Al.  Millag-Leffler.) 
(359-364). 

Soit  /'(;:)  une  fonctidU  holomur[iiie  ou  mi'iumor[)lic  de  la  vai'ial>Ic  imagi- 
naire z  ~  /'e'".  En  faisant  varier  rargumcnt  0  de  ;  pendant  que  son  moiluie  r 
reste  constant,  on  a  la  formule 

(')  :h   f"^^^S\/i'-e-')\d<}  =  \o^\fio)\  +\oX--^'''hhii^h,\, 

2  ,.  ^/y  I  a,  2o.  .  .  3,,  I 

a.Q! oc,,  étant  les  aflixes  des  zéros  (\c  /{:)  compris  à  l'intérieur  du  cercle  de 

ravon  ;•;  [i,.  [i..,  ....  |î„.  les  aflixes  des  pôles  compris  dans  le  même  cercle. 
Si  la  fonclion  est  hubimurplic,  la  formule  m'  nduit  à 

-î-     /'"''log'/(,-e'°)|rfO  =  lug|/(o)H-log  /'"  ■ 

Cette  formule  permet  d'obtenir  la  loi  :isympt(>(i(iuc  de  distributions  des 
zéros  a,.  Soit,  en  elVet,  ef""*  le  molule  maximum  de/(:;)  sur  le  cercle  de 
rayon   /•  :  on   aura   évidemment   |  en    rcmpiaianl,    dans   la   formule   précédente. 

|/(c)]  par  celle  valeur  maxima  | 

a(/-)  >  K  -i-  log- - 


(  l\  désignanl  une  conslanle)   et,    par  conséquent,   en    remplaçant  /■  par  /. /',  où 
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y.  désigne  une  constante  plus  grande  que  i, 

'j(v. ;•)  7"  K  -i-  Il  logz, 

inégalité   qui    donne    une    limite    supérieure  du    nombre  n   des   racines  dont   le 
module  est  inférieur  à  /;. 

En  particulier,  on  ohiieat  immédiatement  ainsi  la  condition  suflisante  pour 
qu'une  fonction  entière  soit  de  genre  lini  donné. 

Formule  analogue  à  (i),  lorsqu'on  multiplie  la  quanlilé  sous  le  signe  /  par 
C"^'''  (/.'  étant  un  entier  positif). 

L'auteur  annonce,  en  terminant,  des  résultais  relatifs  à  la  fonction  ^(s)  de 
Uicniann. 

Lercli  (jI/-).  —   S(ir  fniclf|ues    intégrales  avant  rapport    avec   les 
fonctions  ellipticpies.  (.)65-3"o). 


(A) 


L'intégrale 

X'  dx 


L(<r,  .9.  î)=      /* 


IV- H-  71.V  X  ces 


^  -^xAi^-^jc") 


étudiée  sous  une  forme  légèrement  difTcrente  par  l'auteur  dans  un  Mémoire 
publié  par  TAcadémie  de  Prague  en  iS(j3,  possède  les  deux  propriétés  fonction- 
nelles 

{  X  -^  \)  ~  s  ~  "^ 

(  15  )        a-  sin L  (  u'.  .>;,  7)  -1-  sin  —  L(  n',  s  -4-  i,  t)  = 


('V'-^>: 

-»•'-'  sin  — 


(C)  L(n',  $,  7)  -i-  L(a-,  5-f-  -,  7) 


sni  —  sins- 


qui  la  rapprochent  des  fonctions  doublement  périodiques  :  cette  considération 
permet  de  démontrer  encore  (les  points  d'affixes  s,  a  étant  convenablement 
placés  pour  que  les  séries  du  second  membre  soient  convergentes)  la  nouvelle 
formule 


(D) 

V 


En  particularisant  s,  on  en  déduit  également 

7-       fx^-nnsnV                      [t.  (V  .    r.\ 

— T-    /      '■ — -        arc  lang    cot h    —    cosec  -  1 

+  arc  tan2  (  col  -  -I coséc  —  )  -t- ~ 

^\       z        wx  3/         -  .1 

/       ,-    -i     ni  . 
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Lerch  (il/.).  —  Sur  la  naliire  analytique  d'une  fonclion  considérée 
par  P.  du  Bois-Rejmond.  (Extrait  des  Monatshefte  fiir 
Mathem.  und  Physik ;  traduit  par  L.  Laurel.)  (3-1-3-8). 


La  série  entièi'e 


*(«)  =  t/-  y  e-2^'""  u" 


est  prolongeable  au  delà  du  cercle  de  rayon  i  (cercle  de  convergence).   Cela 
résulte  de  sa  représcnlaLion   par  Pinlcgralc  définie 


1         e     i'       dx 


cjj  (  M  )  =  e 

X  \'x 

elle  admet  pour  seul  point  singulier  u  =  i.   qui   est   un    point   cssenlieî   pour  la 
fonction  uniforme 

—  ; \ct^{u  —  r) 

ii{\oguy^ 

liappcl  de  résultats  précédeniuieiit  uLlonus  sur  les  fonctions  à  lignes  singu- 
lières et  publiés  à  nouveau  depuis  par  M.  l'ringslieini. 

Petiovilcli  {M-)-  —  Sur  une  propriiHé  des  équations  difTéren- 
lielles  intégrables  à  l'aide  des  fonctions  niéromorphes  double- 
fhcnt  périodiques.  (3-9-386  ). 

Soit  une  équation  dilVérfintielle  d'ordre  p  en  y,  ne  contenant  pas  explicite- 
ment la  variable  indépendantes,  algébrique  (et  mise  sous  forme  entière)  en  y, 
y\  y",  ...,  y^'"'.  Soient  M  le  degré  total  en  y,  y',  ...,  i- /''  d'un  terme  quel- 
conque; N  son  poids,  obtenu  en  donnant  à  y,  y',    ...   les  poids  respectifs  o, 


On  trace  le  polygone  de  Newton,  tournant  sa  concavité  vers  l'axe  des  M,  qui 
comprend  à  son  intérieur  ou  sa  périphérie  tous  les  points  (M,  N  ).  Si  un  sommet 
de  ce  polygone  correspond  à  plusieurs  termes  de  l'éciuation,  ce  sommet  sera  dit 
multiple  et  il  lui  correspondra  une  certaine  é(iualion  algébri<iue  délinissant 
plusieurs  valeurs  d'un  nombre  )>. 

Cela  posé,  si  l'équation  proposée  doit  adnioitre  une  intégrale  méromorplic 
doublement  périodi(|uc  y  : 

1"  Le  polj'gonc  de  Newlon  a  au  moins  un  coté  à  coeflicient  angulaire  entier 
négatif,  ou  au  moins  un  sommet  multiple  tel  que  son  équation  en  "k  admette 
des  racines  entières  négatives  comprises  entre  les  rocflicients  angulaires  des 
côtés  aboutissant  à  ce  sommet; 

■.>"  Quelle  que  soit  la  fraction  lt(j)  rationnelle  en  r.  la  transformée  en  U(j)) 
jouira  des  mêmes  propriétés; 

3"  Il  en  sera  encore  de  même  si   l\  coniicnt  (toujours  rationnellement)    tes 
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dérivées  de  _>'  ou,  dans  le  cas  contraire,  R  =  consi.  est  une  intégrale  première 
pour  toutes  les  solutions  niéromorphcs  doublement  périodiques  de  Téquation. 


Notice  sur  S.  Lie. 


H. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN. 
Tome  XLVIII;  iSj;  ('). 


Rit  1er  {E .).  —  Sur  la  fonclion  li^pergéométiique,  avec  un  point 
singulier  accessoire.  (i-o()). 

Travail  trouvé  dans  les  papiers  poslhumes  de  Tauteur  et  préparé  pour  l'im- 
pression par  M.  Schilling. 


Riemann  définit  la  fonclion  P 


abc 

a      |î      Y      a; 


par  les  conditions  suivantes  : 


1.  Elle  est  uniforme  et  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  sauf  a,  b,  c. 

2.  Trois  branches  de  la  fonclion  sont  liées  par  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène à  coefficients  constants. 

3.  La  fonction  se  laisse  mettre  sous  la  forme  caP'"' -f- c«'Pî«'),  de  telle  sorte 
que  (a;  —  a )-«?("•)  et  (a;  —  a)-*'P'*'>  restent  uniformes,  finis  et  différents  de 
zéro  au  point  x  ^  a. 

i.  On  a 

a  +  a' -1-  ,3  -H  ,3' +  y  +  ï'  =  I  • 

Cette  fonction  P  vérifie  alors  une  équation  dilTérentielIc  linéaire  du  second 
ordre  entièrement  déterminée. 

Si  l'on  remplace  la  quatrième  condition  par 


1^- 


I  — '/> 


où  g  est  un  entier  positif,  en  conservant  les  autres,  les  fondions  P  vérifient 
encore  une  équation  du  second  ordre,  mais  elle  renferme  q  paramètres  arbi- 
traires :  en  dehors  des  points  singuliers  a,  b,  c,  elle  possède  q  points  singuliers 
accessoires  ou  apparents  r^,  ...,  /•  ,  au  voisinage  desquels  les  branches  P,,  P. 
sont  uniformes;  ce  point  avait  déjà  été  signalé  par  Riemann.  M.  Rillcr  cludio 
en  détail  le  cas  d'un  seul  point  singulier  apparent  : 

Formation  de  l'équation  dilTércntielle  dont  les  points  singuliers  sont  «,  ^,  c,  .s 
avec  les  exposants  a,  a';  ,3,  |i';  y,  y';  o,  2.  Le  faisceau  des  solutions  P  est  une 
fonclion  à  deux  valeurs  de  la   position  du  point  s.  Cas  où  les  points  de  rami- 


(')  Voir  Bulletin,  l.  X\I\,,  p.  M. 
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ficalion  cnïncidenl.  Fonctions  I'  coisincs.  La   reprcscnlalion  conforme  oblcniic 

P 

par  C  =  77^  dans  le  cas  symétri(]ue.Les  points  de  ramification  fin  domaine  fon- 
damental considérés  comme  fonction  (\c  s. 

Gublcr  {E .).  —  Sur  une  liili'jjralc  (lisconLiimc.  (^.5--48). 
L'auteur  s'est  proposé  de  calculer  directement  l'intégrale 

S  =    r   i"{x)}'-{cx)dx, 
où  la  fcjnclion  de  Besscl  i'' {ex)  est  représentée  par  l'intégrale 


ill. 


prise  le  long  d'un  contour  C  qui  part  de  —  oo  pour  y  revenir  après  avoir  en- 
touré l'origine  dans  le  sens  diiecl,  en  passant  par  les  points  rn  i  où  il  traverse 
le  cercle  de  rasoii  un.  Il  lron\e  par  exemple,  pour  «  -i-  ft  +  i  >  o,  o  <  c  <<  i, 


^ — -  c'-I-     >  ,  (!/-i-  I.  c), 


S  = 

r  (  6  +  I  )  1 

et  un  résultat  analogue  pour  c  >  i.  Applications  particulières  aux  cas 
a — b  =  —  {2/i-T-i),         /(entier. 

Moore  (E.-II.).    —    Concernanl  les    fondions    Iraiiscendanlalc- 
nicnl  li-anscendanles.  (49"74)' 

Le  domaine  fonctionnel  de  rationalité  R[/|(a;),  . . ..  f,,{x)]  comprend  toutes 
les  fonctions  rationnelles  à  coefficients  constants  des  fonctions  analytiques 
fn  •  •  1  /„■  Une  fonction  o{x)  est  algébriquement  transcendante  par  rapport 
à  1$,  si  elle  vérifie  une  équation  difTérentielle  algéljrique  dont  les  cocfficienls 
sont  algébriques  dans  R;  sinon,  elle  est  iranscendantalcment  transcendante 
par  rapport  à  R. 

Après  avoir  étudié  les  conséquences  simples  de  celte  dèlinilion,  l'auteur  dé- 
moiitn-  (|iie  la  f(jnction  analylicjue 


?(^)  =  _^  ^"\ 


où  I  a:  I  <  I  cl  a  désigne  un  entier  supt'rieurà  i,  est  li-anscendanlalcmcnt  trans- 
cendante dans  le  domaine  li  (.i'.  logo: ).  Cela  résulte  du  fait  que  9(x)  vérifie 
léqualion  fond  lonnelle 

ï  (.c")  -  -.six)  —  X. 

La  transformation  x  —  t'-'  donne  une  fonction  transeendaul.ilemenl  transcen- 
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dante  dans  le  domaine  U(t,  C»),  el  (jui  vérifie  l'équation 

<^(a.K)  =  ■y(j')— e-'-. 

Un  dernier  paraf;raplie  est  consacré  à  une  nunvelle  démonstration  du  théo- 
rème dû  à  M.  Holder  sur  la  fonction  r{x)  :  Toute  solution  analytique  entière 
de  l'équation 

r{x-^i)=xT{x) 

est  transcendantalement  transcendante  par  rapport  au  domaine  H(j;). 

Petrovilck  {M.).  —  Sur  les  résidus   des    fonctions  définies    |)ar 
les  équations  dillérentlelles.  (-5-8o). 

Après  avoir  rappelé  comment  on  peut  rcconnaitrc,  à  rcxamen  d'une  certaine 
ligne  pol3'gonale,  si  l'intégrale  générale  y  (:;,  c)  d'une  équation  dilVérentielle 
algébrique  du  premier  ordre  admet  des  pùles  simples  variant  avec  la  constante 
d'intégration  c,  l'auteur  montre  que  les  résidus  correspondanis  sont  les  racines 
d'équations  algéliriques  faciles  à  former.  Il  en  conclut  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'ils  ne  déi)endont  [)as  de  la  constante  d'intégration,  auquel 

cas  on  peut  calculer  ccrlaincs  inlégiales  curvilignes    1  r{z,  c)  dz  sans  connaitie 

l'expression  explicite  de  la  foiiclion   r  et  ses  pôles. 

Netto  (l^-)-  —  Stir  rirrt'iiiiclihililé  (\ç'^  fonctions  rnliri-(>s  à  coef- 
ficients entiers.  (8i-8(S). 

On  doit  à  lusenslein  le  tliéorème  suivant,  sur  Iciiuel  est  basée  la  déiiinnslra- 
lion  de  l'irréductibilité  de  ré(iuation  de  la  division  du  cercle  pour  n  = //'■  où  p 
est  premier  :  Si,  dans  le  po/rnorne 

f{z)=  ="-^r,^"-'-t-...-hr,„ 

lotis  les  coefficients  sont  di^'isibles  par  le  nombre  premier  p  et  si  c„  n'est  pas 
divisible  par  p""-^  f{z)  est  indécomposable.  M.  Kœnigsberger  {Crelle,  1.  ll.")i 
en  a  donné  diverses  extensions.  M.  Nelto  en  fait  ici  le  terme  initial  d'une  suite 
de  pioposilions  analogues  relatives  à  des  polynômes  indécomposables  ou  décom- 
l)osables  d'une  certaine  manière.  Par  exemple,  si  tous  les  coefficients  étant 
multiples  de  p.  c„_,  n'est  pas  divisible  par  p-,  f{z)  est  indécomposable  ou 
produit  d'un  binôme  du  premier  dei^rc  par  un  polynôme  de  degré  {n  — i). 

Basset  {A.-B.).  —  Sur  la  stabilité  d'un  li(|uidc  sans  frottement. 
Théorie  des  plans  critiques.  (8f)-()<)  ). 

Ce  travail  a  pour  init  de  relever  certaines  erreurs  d'un  .Mémoire  de  I.ord  Itay- 
ieigli  {Proc.  Lond.  Math.  Soc.  vol.  XWil,  p.  5),  Sur  la  stabilité  d'un  lii/uide 
sans  frottement  dans  le  cas  où  il  existe  des  plans  crili(|ues. 

Le  liquide  coéle  d"nn  mouvement  permanent  entre  les  plans  )■  ^  o.  .)'  =  a,  la 
vitesse  V  parallèle  à  l'axe  des  x  étant  une  certaine  fonction  tle  .)•  :  une  petite 
perturbation  est  communiquée  au  mouvement,  (|iielli'<  suni  les  ((nidilions  de 
stabilité  du  mou\eni(iit  lroid)Ié  .1  d<^ux  diiiirnsions'.' 
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Soient  V  +  m,  v  les  composâmes  de  la  vitesse  du  mouvement  troublé,  u, 
V  étant  très  petits  au  début.  Lord  l'ayleigh  prouve  que  l'équation  qui  donne  v 
est 

n       „\  /(fi'        ,,    \        d-\' 

Dans  le  mouvement  permanent,  la  rotation  moléculaire  est —r-\  si  elle  est 

•j  dy 

constante,     —  s'annule,  et  l'équation  précédente  se  décompose  en  deux.  Si  le 

premier  facteur  s'annule,  on  a  alïaire  à  un  plan  critique;  il  faut  un  examen 
particulier  pour  voir  si  le  second  facteur  s'annule  pour  un  de  ces  plans. 

i\l.  Basset  observe  que,  SI  -;—  n  est  pas  constant.   - — -  ne   peut   s  annuler   que 
".>'  "J" 

pour  certaines  valeurs  de  V;  il  en  conclut  donc  v  =  o  pour  les  plans  critiques. 

dW 
Le  cas  où  —j—  est  constant  est  ensuite  étudié  longuement  par  une  méthode  spé- 
ciale :  existence  et  position  des  plans  critiques;  élude  des  cas  traités  par  Lord 
Hayleygb. 

Lœivy  {yi  .). —  Sur  la  théorie  des  subsliliillons  linéaires,  (pj-i  lo). 

On  sait  que  M.  Voss  a  réussi  à  exprimer  rationnellement  au  moyen  de  para- 
mètres les  coefficients  a,^  de  toutes  les  substitutions 

n 

(')  ^.=  ^  «,A?;  {i=  ' n), 

(|iii  transforment  en  clle-mùnie  une  forme  bilinéaire  dont  le  déterminant  ne 
s'annule  pas.  Cependant  il  a  dû  supposer  que  deux  déterminants  convenables 
formés  avec  les  «,j  sont  dilférents  de  zéro;  M.  Lœwy  étudie  ici  les  cas  ainsi 
laissés  de  côté. 

Si  à  toute  substitution  (i)  luius  faisons,  avec  M.  Frobcnius,  correspondre  la 
fornic  bilinéaire 

cl  si  l'on  conserve  pour  le  produit  de  deux  subslitulions  les  notations  et  défi- 
nitions liabiluelks,  la  lormc  récijiroqiie  A^'  est  définie  par  l'équation 

A  'A  =  E, 

où   1'^  ilésigîic  la  forme  'Zxj\  permutable  avec  toute  forme  bilinéaire  ;  soit  aussi 

A'  =  ÏLa^^xj-^ 

la  forme  conjuguée  de  .\. 

M.  Voss  a  démontré  que,  si  T  est  une  forme  qui  vérilio  TS  -{-  T'S'  —  o,  où  S 
est  une  forme  donnée  à  déterminant  non  nul,  tmites  les  subsl  itulions  qui  u'al- 
lèrent  pas  S  sont  comprises  dans  les  formules 

A  ^=  T.(t;-TS)  (K-î-TS)-', 
où  T|  : — h  I ,  sou-i  1,1  rniiiiiliDn  ipie  les  délermiD.iiil  ^  ilc    V    i    r,  I*',  >oicnl  (lillercnl'- 
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de  z^■ro.  M.  Lœwy  partage  les  A  pour  lesquels  ces  déterminants  sont  nuls  eu 
singulières  et  pseudo-siiigulières  :  le  produit  d'une  des  premières  par  une  sub- 
stitution quelconque  est  singulier. 

Si  les  transformations  propres  de  la  forme  S  constituent  un  système  irré- 
ductible (formes  symétriques  ou  alternées,  par  exemple  ),  les  foinies  singulières 
sont  toutes  les  impropres. 

Pour  ces  formes  S, 

W  =  ï  (  E  —  T^  S  )  (  E  ^  T,  S  )-'  (  E  —  Tj  S  )  (  E  -f-  T, S  )-', 
•  où  T,,  T.,  sont  deux  solutions  de  réipiation 

TS-^T'S'  =  o        et        £=±1, 

représente  toutes  les  substitutions  qui  n'allèrent  pas  S. 

Il  montre  en  outre,  pour  des  formes  quelconques,  que  toutes  les  substitutions 
pseudo-singulières  dont  l'équation  caractéristique  admet  un  facteur  (p-t-i)* 
s'obtiennent  comme  carrés  de  substitutions  non  singulières. 

Le  travail  se  termine  par  l'examen  des  formes  symétriques  qui  conduit  à  des 
résultais  simples. 

Pasch  (Z^/-).  —  Sur  la  Géoniélrie  projecllve.  (i  i  i-i  12). 

Modification  aux  Leçons  de  l'auteur  (Leipzig.  1882)  sur  la  Géomélrie  mo- 
derne. 

Reyc  (Th.).  —  Sur  les  Ir.insfornialions  quadratiques  et  les  sur- 
faces rationnelles  avec  faisceaux  de  coniques.  (1  i3-  i4  i)- 

La  transformation  quadratique  la   plus  générale 

où  b's /.  sont  des  formes  (juadraliques  en  x^,  x.,,  .r..  x^,  fait  correspondre  au 
système  des  plans  de  l'espace  {y)  le  système  des  quadriques 

^i/i  +  \fi  +  \Â  +  \f^  =  o 

de  l'espace  {x).  M.  Reye  a  déjà  montré  (  Géométrie  der  Lage)  qu'à  un  plan  (a?) 
correspond  la  surface  de  Steiner  (du  (juatrième  ordre  et  de  troisième  classe), 
dont  les  propriétés  et  la  représentation  plane  apparaissent  ainsi  immédiatement. 
Si  toutes  les  surfaces  _/,  ont  un  point  commun,  la  même  corres|)ondance  con- 
duit à  la  surface  réglée  gauclic  du  troisième  ordre. 

L'auteur  montre  ici  qu'on  est  conduit  à  d'autres  surfaces  rationnelles  S  pos- 
sédant des  faisceaux  de  coniques  quand  on  transforme  des  surfaces  de  degré  2 
(ou  supérieur)  de  l'espace  {x);  ces  surfaces  S  sont  représentées  univoque- 
nient  sur  celles  dont  elles  dérivent,  et  leur  représentation  sur  le  plan  résulte 
de  celle  de  ces  dernières.  Les  plus  simples  sont  la  surface  générale  du  troisième 
ordre  et  la  surface  du  quatrième  ordre  avec  une  conique  double  (ou  une  droite 
double). 

Af.  lieyc  donne,  par  exemple,  le  tableau  des  surfaces  rationnelles  dont  l'ordri' 
est  infériiiii'  à  ^.  qui  fiossèdenl  de-^  faisceaux  de  coniques  et  des  sections  planes 
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de  genre  un,  deux,  trois,    ...,  avec  les  propriéLcs  principales  qui  rcsullenl  ilc 
leur  définilion. 

Schur  (/*.).  —  Sur  les  cliai-pcnles  |)laiics  .'^impies,  (i  :\'2-i(ji). 

Une  cliarpcnlc  rsi  stable  (ou  mm)  suivant  que  sa  dis/iosition  (nombre  des 
nœuds,  agencement  des  itarres  )  et  la  dircrlion  de  ses  l)arres  déterminent  (ou 
non)  chaque  nœud  d'une  nianitre  uniforme.  I^lle  est  simjj/e  quan<l  la  stabilité 
disparait  par  suppr-cssion  de  l'une  (|ue!eiini[ue  des  barres.  Le  nombre  des  barres 
est  alors  le  double  de  celui  des  meiids  diminué  de  trois  unités 


'SI.  Scliur  s'est  proposé  ici  une  exposition  t;éoui('lrique  compléie  de  la  théorie 
des  charpentes  stables  simjdes. 

Il  montre,  en  particulier,  que  la  méthode  de  Miiiier-I^>ieslau  (application  <lu 
prinripe  des  vitesses  virtuelles  après  suppression  d'une  banc),  qui  permet  de 
déli'i'ininer  individuellement  les  tensions,  est  tonjnm-^  ai)piicaliic. 

On  peul  toujours  aussi,  comme  J'axaiL  montr<''  M.  S,i\iolU  (i.ins  (juelques  cas 
l'emarquables,  compléter  une  eliarpente  de  façon  qu'elle  admette  une  réci- 
proque au  sens  de  Maxwell  et  déterminer  ainsi  les  tensions.  L'auteur  indique 
pour  cette  opération  une  méthode  basée  sur  l'étude  syslématitiuc  de  la  struc- 
ture d'une  charpente  et  de  sa  décomposition  en  polygones. 

Jï  i/nan  (A.).  —   Sur  la  llicorle  des  groupes  fir.'is  de  Irarjsl'oriiia- 
lioiis  birahoniielles  du  [)lan.  (i().")-2 /(o). 

M.  S.  Kantor  a  consacré  à  cette  théorie  divers  .Ménu)ires  fondamentaux  à  la 
suite  descjucls  il  a  donné  Vëniunéiation  de  /oit^  les  lypes  de  groupes  finis  et 
complets  (non  compris  dans  un  autre  groupe  de  la  liste)  de  trans  for  mations 
birationnelles  du  plan.  M.  ^^'iman,  qui  avait,  à  la  suite  des  premières  re- 
cherches de  iM.  S.  Kantor,  abordé  le  même  problème  par  une  méthode  géomé- 
trique (due  à  ISI.  S.  Kantor),  a  trouvé  îles  résultats  difl'érenls  :  types  oubliés 
par  RI.  S.  Kantor  ou  dont  l'ordre  indiqué  est  inexact.  Il  expose  ici  ses  conclu- 
sions. 

Chaque  groupe  fini  de  transformations  birationnelles  du  plan  est  éi|uivalent 
successivement  à  : 

1°  Un  groupe  de  translormali<uis  linéaires; 

a"  Un  groupe  orlhanallagmati((ue  {Gr.  de  Jonquiéres)  ; 

?>"  Un  groupe  de  transformations  (|uadrati(]ues  pour  le(|U(l  deux  faisceaux 
de  droites  forment  un  système  invariant; 

4",  5",  6°,  7°,  8"  Un  groupe  (jui  transforme  en  lui-uu''ine  un  système  de  cu- 
biques avec  3,   '\,  .'),  (j,  7  points  lixes; 

9°  Un  grou]ie  qui  laisse  invariant  un  système  de  courbes  du  sixième  ordre 
avec  8  points  douMis  lixes  et.  pai-  sui:e  aussi,  le  système  adjoint  du  troisième 
ordre. 

L'auteui-  montre,  par  une  nielliode  gèométri(|ue  simple,  comment  on  pour- 
rait former  les  divers  t\pes  de  eha(|ue  catégoiie,  sans  donner  toutefois  leur 
expression  explicite.  Il  n ctilie  les  résultats  de  M.  Kaulor  pour  les  groupes  qui 
laissent  invarian'.  un  système  île  eubii|ni's  à  (>.  7,  S  points  lixes.  en  conlirmaut 
les  autre  s. 
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Caslelnuovo  (G.)  et  Enriques  (/".)•  —  Sur  (iticl(|ucs   rcsiillals 
récenls  clans  la  lliéorie  des  stiiTaces  algébriques.  (9.ii-3i()). 

L'élude  des  intégrales  simples  et  doubles  de  dilTéreiitiolIcs  algébriques  de 
fonctions  de  deux  variables  a  conduit  quelques  géomètres  fiançais,  au  premier 
rang  desquels  il  faut  citer  J\I.  Picard,  à  certaines  propriétés  des  surfaces  algé- 
briques, invariantes  par  une  transformation  birationnelle  (|uclcon(iue.  Les  géo- 
mètres italiens  sont  parvenus  aux  mêmes  résultats  par  l'élude  des  systèmes 
linéaires  de  courbes  algébriques  qui  appartiennent  à  une  surface  algébrique. 
Les  auteurs  ont  eu  pour  but  de  résumer  ici  leurs  recherches  antérieures  et  de 
les  présenter  dans  l'ordre  logique  en  les  rapprochant  des  propriétés  connues  des 
courbes  algébriques  planes  :  les  démonstrations,  qui  exigent  l'examen  d'un  trop 
grand  nombre  de  cas  particuliers,  ont  été  supprimées;  on  donne  seulement  les 
énoncés  des  théorèmes  et  les  considérations  qui  servent  le  mieux  à  les  mettre 
en  lumière. 

Indiquons  rapidement  les  diverses  questions  traitées  dans  celte  intéressante 
iMonoj;rapliie,  écrite  en   français  : 

L  Transformations  birationnelles.  Genre  d'une  courbe  et  d'une  surface  d'après 
Clebsch  et  M.  NœLhcr. 

Transformations  birationnelles.  Éléments  exceptionnels.  Répartition  en  classes 
des  variétés  algébriques.  Genre  d'une  courbe  et  d'une  surface  algébrique  : 
genre  géométrique  /?,..  délini  p.ir  la  considération  des  surfaces  adjointes;  genre 
numérique  />„. 

IL  Série  linéaire  de  groupes  sur  une  courbe.  Système  linéaire  de  courbes 
sur  une  surface. 

Série  linéaire  sur  une  courbe  :  ordre,  dimension.  Série  complète. 

Système  linéaire  de  courbes  sur  une  surface:  dimension,  degré,  genre.  Sys- 
tèmes linéaires  complets.  Opérations  élémentaires  sur  les  séries  et  les  systèmes 
linéaires. 

III.  Courbes  adjointes  à  une  courbe  plane.  Surfaces  sous-adjointes  à  une  sur- 
face de  l'espace  ordinaire.  Courbes  adjointes.  Série  caractéristique  d'un  système 
linéaire  de  courbes  planes.  Surfaces  sous-adjointes  {Restsatz  de  "SI.  Nolher). 

IV.  Système  adjoint  à  un  sj'stème  donné. 

Série  canonique  sur  une  courbe.  Système  adjoint  à  un  système  de  courbes 
planes;  ses  propriétés  caractéristiques.  Système  adjoint  à  un  système  linéaire 
donné  sur  une  surface  algébrique.  Délinition  directe.  Surfaces  adjointes  à  une 
surface,  à  une  courbe  gauche. 

V.  Invariants  d'une  surface  par  rapport  aux  transformations  birationnelles. 

Système  canonique,  sa  dimension  estyj„—  i  ;  sa  construction.  Système  cano- 
nique réductible.  Les  caractères  /?(')  et  y> '-J  :  />('>  genre  de  la  courbe  canonique 
générale,  /?(->  degré  du  système  canoni(iuc  est  égal  à  /?'■>—  i  (exceptions). 

Définition  numérique  de />'■>,  p'-'.  Genre  numéri(iuc;  deux  nouvelles  défini- 
tions de  ce  genre. 

Surfaces  régulières  :  p^  =  P,,-  Quelques  classes  de  surfaces  irrégulicrcs. 
Quelques  relations  entre  les  caractères  invariants. 

VI.  Systèmes  linéaires  spéciaux  cl  non  spéciaux.  I.xtcnsinn  aux  surfaces  dti 
théorènu-  de  Kirniann-ltocli. 
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Séries  spéciales  et  non  spéciales  sur  une  courbe. 

Systèmes  réguliers  el  systèmes  surabondants  sur  une  surface.  S3'Stèmes  spé- 
c  i  a  u  X . 

VII.  Sur  les  surfaces  rationnelles  et  sur  quelques  plans  doubles. 

Quelques  propriétés  des  surfaces,  rationnelles  :  On  connaît  le  degré  (ou  le 
genre)  d'un  système  linéaire  de  courbes  tracées  sur  la  surface.  Systèmes  ad- 
joints successifs.  On  connaît  les  invariants  mumériques;  on  connaît  l'ordre  de 
la  surface. 

Surfaces  dont  les  coordonnées  sont  fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres; 
surfaces  admettant  un  groupe  continu  de  transformations  birationnelles  en 
elles-mêmes.  Plans  doubles  du  genre  un  :  f\  classes. 

koi'ldne  [A .).  ■ —  Sur  les  éf|nalions  différealielles  ordinaires  du 
premier  ordre.  (3i^-3(34). 

Heclierche  des  valeurs  de  R(x)  pour  lesquelles  Téquation 

cly  R 

dx  y 

iidmet  une  intégrale  générale  de  la  forme 

r"  (r  —  ''i  )"'■  {y  —  ''■•  )'"^  •  •  ■  (r  —  v„  y..  =  c, 

où  P  est  une  fonction  de  x;  «j,,  m.,,  ....  /n,,  des  consiantes  données  dont  au- 
<"une  n'est  nulle;  i',,  ....  r„  des  fonctions  de  a^  et  c  la  constante  arbitraire. 

Application  aux  cas  simples  n  —  2,  3,  4- 

Extension  de  cette  rechcrclic  à  Téquation  générale 

y]{r)dx^^{y)dy  =  o, 

où  l'on  suppose  que  M  et  i\  sont  des  polynômes  en  y  sans  facteurs  communs,  le 
dénominateur  N  étant  sans  facteurs  mulliples  et  le  numérateur  M  de  degré  au 
plus  égal  à  celui  de  N.  Les  coefllcicnls  de  .M  et  N  sont  des  fonctions  quel- 
conques de  X. 

M  ii'tinger  (  W.).  —  Coiilrilnilioii  à  la  niélliodc  d'intégration  de 
Kiemann  pour  les  f'qualions  aux  dérivées  j)arlielles  du  type 
Ijyperboliqtie  et  à  ses  applications  an  Problème  des  vibrations 
d'une  corde.  (365-38()). 

1/auteur  s'occupe  uniquement  de  l'éciualion 
à  hKiuello  il  donne  immédiatement  la  forme  /iarnioni</iic 
[mur  ap]iliquer  la  méthode  de  Hiemanii    l'iie  métliodi'  due  à  .M    Picard  lui  pei- 
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met  d'clablir,  cUuis  le  cas  pai-ticulier  de  l"équalion  à  invariants  égaux, 

l'existence  de  la  fonction  de  Riemann  v{l,  t,;  l',  r,'),  sous  la  seule  condition 
que  s  demeure  finie  et  intégrable. 

Application  est  faite  de  ces  résultats  aux'  cordes  vibrantes  de  longueur  finie 
et  de  densité  variable,  ou  aux  cordes  homogènes  vibrant  dans  un  milieu  résis- 
tant. 

L'étude  de  l'intégrale  définie  par  laquelle  Riemann  a  obtenu  la  fonction  v  et 
de  la  représentation  de  v  par  une  série  obtenue  au  moyen  des  solutions  des 
équations  dillercnticlics  (Méthode  de  Sturm  ) 

cl-  y       .  „  ,  ,     , 


rf-f, 
dt- 

lermine  cet  intéressant  travail. 


r-g{()r,  =0, 


Gérard  (^L.).  —  Conslruclion   dti   j3oljgone  régulier  de  17  côtés 
au  moyen  du  comj)as  setd.  (390-392). 

Bierinann  (O.).  —  Sur  les  fondions  de  deux  variables  réelles. 
(393-400). 

Suivant  une  méthode  analogue  à  celle  employée  par  M.  Pringsheim  pour 
former  des  fonctions  d'une  variable  réelle  dont  toutes  les  dérivées  sont  finies 
en  certains  points,  et  qui  n'y  sont  pas  développables  par  la  série  de  Taylor, 
M.  Ricrmann  a  formé  des  fonctions  de  deux  variables  réelles  l^,  t.,,  qui  en  au- 
cun point  dun  domaine  fini  ne  sont  développables  en  série  de  Taylor,  bien 
qu'en  tout  point  du  domaine  elles  soient  finies  et  continues,  ainsi  que  tontes 
leurs  dérivées.  Ces  fonctions  sont  des  séries  de  puissances  en  e"i,  e"j  qu'on  peut 
différentier  indéfiniment  terme  à  terme. 

Ktipper  {€.).  —  Génération  projcctive  des  courbes   algébriques 
d'ordre  m.  (4oi-4i6). 

La  méthode  employée  depuis  Chasles  doit  être  rejetée. 

Si  l'on  pose  m  =  2«-t- v,  une  courbe  Cinr->  pci't  toujours  être  engendrée  au 
moj'cn  de  deux  faisceaux  (C„),  (C„^.J  qui  nont  aucun  point-base  commun. 
Cela  résulte  immédiatement  de  l'application  du  théorème  du  reste  (Brill-.N'ô- 
ther)  quand  ou  suppose  que  C,„^.,  renferme  les  li-  points-bases  d'un  fais- 
ceau (C„). 

La  théorie  acceptée  jusqu'à  présent  repose  sur  le  théorème  fondamental  sui- 
vant :  Si  une  C^,,^..,  passe  par  in  —  2  points  arbitraires  f,  elle  contient  tou- 
jours n-— {'in  —  2)  autres  points  (jui  forment  avec  ces  f  la  base  R  d'un 
faisceau  (C„). 

Les  démonslralions   (ju'uii  en  donne,  en   particulier  celle  de  Cremona,  sont 
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insuffisanlcs;  l'auteur   commence   par  en   exposer  une   nouvelle.  Un  groupe  de 

<^  I)()inls  esl  dil  normal  par  rapport  aux  C,„qui  y  passent  quand  ces  courbes 

1-1.1               w?  (  »i  H-  3  )         _  ,  . ,  ,    . 

(Iciiendenl  de  ;j.j  =  • — Q  panimclrcs;  il   esl  anormal  si  ces  courbes 

liépcndcnt  de  (;j.  >  [J.,,)  a  paramètres.  Si  l'on  prend  9  <  ■ '■ —  points  /  arbi- 
traires, ils  déterminent,  lorsqu'ils  sont  surnneC,,  irréduclibie,  une  série  linéaire 

de  C„  à  —  »  r)aram('ares  :  Tinterseclion  de  deux  de  ces  C,  donne  une 

"  2  ■  " 

base  B  normale  pour  les  Co„_^.,  qui  la  contiennent.  Parmi  ces  Co,,^.^  désignons 
par  F;,,^.,  celles  qui  renferment  au  moins  une  telle  base  B  et  n'en  renferment 
pas  une  infinité;  ces  r2„+.,  peuvent  être  engendrées  projeclivemenl.  S'il  y  a 
[X  courbes  C^,,+.^  linéairement  indépendantes  passant  par  les  /,  la  dimension  cor- 
respondante des  r2„_^,_,  est  tj.  —  (9  —  3n  +  2)  :  d"où  le  lliéorcme  pour 


L'auteur  étudie  ensuite  les  T^^^_^.^  qui  résultent  de  l'intersection  de  deux  fais- 
ceaux projeclifs  (C,J,  (  C„^,J  qui  ont  0  points-bases  en  commun 


0  <  -^^^ et      7?  >  2    ; 


ces  points  seront  doubles  pour  les  F.^,,^,.  Pour  qu'une  C.,„^.^  avec  S  points  doubles 
admette  la  génération  pri'jectivc,  il  faut  o^on  —  2.  Exemples  variés. 

Bados  [G.).  —   Sur  la  llicorie  des  stibsliuilions  adjointes.  (4'7- 
42/î). 

Si,  à  la  matrice 

lie,, Il      («,  :i  = ., ....  «), 

on  fait  correspondre  la  sui)stilnli(in  linéaire  {a) 

.>'„  =  c„,^,-l-. . .+ Cj,„  jr„  (  a  =  I /î), 

il  la  matrice  formée  des  sous-déterminants  du  degré //i  de  la  précédente  corres- 
pond (le  même  une  substitution  linéaire  à  |x  variables  (a  =  rJJ,)  que  nous  dé- 
signerons par  (S).  i"\I.  Rados  montre  (|ne  les  racines  de  Vcquation  caraclc- 
risti/jiie  relative  «  (S)  sont  les  produite  m  à  m  des  n  racines  de  l'équation 
caractéristique  relative  à  (s). 

Il  appli(|uc  cet  élégant  résultat  à  la  formation  de  la  résolvante  dont  dépend 
le  produit  de  m  ia<incs  d'une  équation  (|uelcoiique  et  à  hi  démonslralion  de  la 
relation 

A  =  2^'-' 

entre  le  déterminant  A  de  (  S  )  et  celui  0  de  (s).  (  Kit.vMvi;,  J.  Crcll'.\  t.  GI.) 

Killin g  {}]'.).  —  Sur  les  nombres  Iraiisfiiiis.  {'\-C)-\[\-î). 

Il  cher  {II.).  —  Sur  les  groupes  de  iioiubies  dans  le^  eorps  algé- 
bri(|ues.  (  'î')  \-/\~'-\). 
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Iiilrodiiriion  à  une  élude  <npprofon(lic  de  ccrlaiii^  corps  alj^éljriqiies  dont  l'au- 
tcur  (Iniiiicra  plus  lard   les  conclii-^iuiis. 

Les  résiillats  acliiels  se  i-ap[)(iilcnl  à  un  eorps  quadrali(iiic  ima^inaii-c,  bien 
qu"il  soil  probal)le  qu'on  puisse  leséLendre.  D'un  tel  coi-ps  quadratique  se  laisse 
déduire  une  ciiaine  de  corps  supérieurs  qui  correspondent  à  certains  groupes 
de  nombres  de  ce  corps.  Le  premier  d'entre  eux  est  le  corps  des  classes  (  mul- 
tiplication complexe  des  fonctions  elliptiques),  dont  le  groupe  de  Galois  est 
isomorphe  au  groupe  des  classes  d'idéaux  dans  le  corps  quadratique;  à  celui- 
là  se  rattachent  ceux  qui  correspondent  de  même  aux  groupes  des  classes 
d'idéaux  dans  les  dillérents  ordres  du  corps  quadratique  :  les  corps  d'ordre. 
Ce  sont  des  corps  abéliens  relatifs  vis-à-vis  du  corps  donné.  Chacun  d'eux  con- 
duit à  une  suite  indéhniede  corps  plus  élevés,  les  corps  de  dù'ision.  qui  s'oiïveoi 
dans  la  division  des  fonctions  elliptiques  avec  module  singulier.  Le  diviseur, 
module  du  corps,  peut  être  un  idéal  quelconque  du  corps  quadratique.  Les 
considérations  actuelles  de  l'auteur  sont  nécessaires  pour  fixer  la  génération  et 
les  connexions  de  ces  corps  entre  eux  :  il  signale  dès  maintenant  la  définition 
générale  des  genres. 

La  première  quesliun  qu'il  abordera  ensuite  est  la  détcruiinaliou  du  degré  de 
ces  corps  (irréductibilité  de  l'équation  de  définition  ).  A  celte  détermination  est 
liée  la  démonslralion  d'un  théorème  important  relatif  à  l'existence  dans  un 
idéal  (lune  infmilé  d'idéaux  premiers,  analogue  au  théorème  connu  de  Diri- 
clilct  sur  les  nombres  premiers  dans  une  progression  arithméti<iuc. 

Le  degré  relatif  d'un  corps  d'ordre,  par  rapport  à  un  corps  formé  de  racines 
de  l'unité,  est  égal  au  nombre  des  classes  d'idéaux  contenus  dans  le  genre  prin- 
cipal; d'où  le  résultat  de  Dirichlet,  que  toute  forme  quadraticjue  représente  une 
infinité  de  nombres  premiers  (conicnus  aussi  dans  une  certaine  forme  linéaire). 

Ici,  le  dei;ré  leialif  d'un  corjjs  de  dh'isio/i  vis-à-vis  du  corps  d'ordre  dont 
on  part,  qui  a  un  module  m  réel  ou  idéal,  est  égal  au  nombre  des  nombres 
premiers  avec  m  et  incongrus  suivant  le  mo<iule  ni  divisé  par  le  nomijre  des 
unités  du  corps  incongrues  selon  le  motltile  m  (ce  nombre  =  i,  '^.  'J). 

Si  l'on  ])arlage  les  idéaux  du  corps  quadrati(|uc  en  classes,  de  telle  sorte  que 
deux  idéaux  sont  de  même  classe  quand  leur  ([uotient  est  congru  à  une  unité 
(mod  m),  chacune  île  ces  classes  contient  une  infinité  d'idéaux  premiers. 

Ces  résullats  ont  conduit  l'auteur  à  une  étude  du  nombre  fondamental  et 
de  Vidéal  fondamenlal  du  corps  des  classes  et  lui  ont  permis  d  établir  que, 
comme  Kronecker  l'avait  annoncé,  l'idéal  fondamenlal  partiel  du  corps  des 
cla'ises  vis-à-vis  du  coî-ps  quadratique  donné  est  égal  à  i. 

(iroupes  abéliens.  Groupes  de  puissances.  Groupes  de  nombres  et  groupes 
d'idéaux  dans  un  corps.  Ordres  normaux.  Oriires  dans  les  corps  quadratiques. 
Genres  dans  les  ordres.  Los  nombres  pi-emiers  caractéristiques. 

li\-(f/ili  [G.).  —  Sur  les  (V|ii;iliuns  ans.  (U'iivt'cs  piirlicllcs  titi  .se- 
cond orilre  ù  lioi.s  variables  iiulc|)cii<l;iiiles.  i\-/[-.)  i  5). 

Lssai  d'extension  aux  équations  à  trois  variables  des  méthodes  d'intégration 
de  iMonge  et  d'Ampère  : 

Forme  générale  des  équations  qui  admettent  une  intégrale  intermédiaire  con- 
tenant une  fonction  arbitraire  de  deux  arguments.  La  recherche  d'une  intégrale 
intermédiaire  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  dilféren- 
liellcs  totales    non   linéaires.  Conditions  pour  que  ce   système  se   réduise   à   un 
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système  linéaire;  effecluer  la  réduction.  Propriétés  du  sjstcme  d'éqiialions  li- 
néaires aux  dérivées  partielles  cories|)ondaiit.  Exainen  des  cas  singuliers.  Trans- 
formations de  Lei;cn<lr-c  et  frAiii|)èrc.  ICxemples. 

Rétliy  (M.).  —   Sur  le  principe  de   la    nioinilre  aclion  cl  le  prin- 
cipe dHamillon.  (.5  i  4-547)- 

On  pensait  jusqu'à  i88y  que  le  principe  de  la  moindre  aclion  n'était  appli- 
cable que  lorsque  la  force  vive  du  système  se  conservait.  Le  dernier  travail 
fait  dans  celte  hypothèse,  celui  de  M.  A.  M»ytv  {Sàchsisclie  Bericlite.  iSSf)) 
motiva  de  v.  Ilelmhollz  l'observalicjn  que  ce  principe  demeurait  valable  quand 
le  potentiel  des  forces,  appliquée^  à  un  svslèmede  points  dont  les  liaisons  sont 
indépenilantes  du  temps,  dépendait  explicitement  du  temps  (Comptes  rendus 
de  l'Académie  de  Berlin,  18S7),  bien  que  la  conseivaiion  de  la  force  n"cùt 
plus  lieu. 

L'auteur,  trouvant  les  consiflérations  de  v.  Helmhollz  insuffisantes,  a  repris 
complètement  la  question.  Voici  ses  conclusions  : 

Supposons  que  l'on  ait  intégré  les  équations  de  I^agrani;e  pour  le  mouvement 
d'un  système  de  points  sur  lesquels  agissent  d'autres  points  cjr^e/v'ea/'s  df)iit  les 
coordonnées  y^  sont  des  fonctions  données  du  temps  /:  les  coordonnées  inté- 
rieures q^  sont  alors  des  fonctions  numériquement  connues  des  éléments  ini- 
tiaux (positions  des  points  et  vitesses)  et  du  temps;  l'énergie  F  est  alors  une 
fonction  du  temps  t,  et  inversement  t  est  une  certaine  fonction  ^(F). 

Si  nous  introduisons  cette  fonction  ^(  F)  au  lieu  de  t,  on  aura  les  expressions 
des  coordonnées  extérieures  q^.  au  mojen  de  F;  en  conservant  alors  les  expres- 
sions des  coordonnées  intérieures,  on  peut  transformer  le  potentiel  U  et  l'ex- 
primer au  moyen  des  coordonnées  intérieures  et  de  I":  soii  L  celte  nouvelle 
expression.  On  en  déduit 

et  la  nouvelle  furnie  de  l'équalion  de  conservation 

F  s  T  —  r, 

exprimée  au  moyen  dos  17,,  ^7,'  et  de  l-",  forme  qui  n'est  \alableque  pour  les  élé- 
ments initiaux  donnés. 

Supposons  maintenant  qu'o/J  5e  donne  les  fondions  L  .  /  et  les  éléments  ini- 
tiaux, le  principe  de  la  moindre  action  pourra  s'énoncer  sous  la  foi  nie  sui- 
vante, très  voisine  de  celle  de  v.  Ilelmiiollz  : 

Si  la  variation  de  l'action  s'annule  pour  un  temps  variable  quand  on  passe 
d'une  position  initiale  fixe  à  une  position  (inalc  fixe; 

Si,  dans  l'équation  de  condition  F  =  T  —  U  valable  pour  le  mouvement  donné 
et  pour  le  mouvement  varié,  l'énergie  variable  l'"  iiri'n<l  la  mémo  succession  de 
valeurs; 

Si  les  vitesses  initiales  sont  les  mêmes  que  celles  employées  par  le  calcul 
de/  et  si  la  valeur  initiale  de  l'énergie  V  est  unique  et  fixe  : 

Les  solutions  q -,  q\  exprimées  au  moyen  de  /  salisfonl  aux  é(]iialions  de  La- 
grange  cl  aux  conditions  initiales  indiquées. 

L'auUur  examine  ensuite  le  cas  011  l'énergie  du  système  esl   représentée   par 
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\a  même  funclloii  du  temps  dans   le   mouveineiil   cunsidén-  el  iLms  le   mouve- 
ment varié  :   il  montre  qu'alors  la   variation  de  Faction,  pour  un  temps  variable 
et  des  positions  extrêmes  fixes,  est   encore   nulle  pour  le   mouvement    naturel 
mais  elle  est  nulle  pour  une  infinité  d'autres  mouvements. 

Il  est  nécessaire  d'ajouter  de  nouvelles  conditions  pour  éliminer  ces  mouve- 
ments et,  par  suite,  le  principe  de  la  moindre  action  est  susceptible  de  divers 
énoncés.  M.  Iléthy  en  indique  quatre,  qu'il  étudie  en  détail. 

Dedelund  i^lî.).  —  Sur  les  groupes  dont  Lotis  les  diviseurs   sotit 
des  diviseurs  normatix.  ( 548-56 1). 

L'auleur  appelle  danseur  normal  d'un  groupe  un  sous-groupe  invariant  quel- 
(•r)nquc.  Il  s'agit  donc  de  rechercher  en  dehors  des  groupes  abéliens,  dont  les 
éléments  sont  deux  à  deux  permutables  et  dont  la  structure  est  suflisamment 
connue,  tous  les  groupes  qui  n'admettent  que  des  sous-groupes  invariants. 
M.  Dedekind  les  nomme  groupes  d'IIainillon.  Le  plus  simple  d'entre  eux  est 
en  effet  le  groupe  0  du  huitième  degré  qui  renferme  six  éléments  du  quatrième 
degré  et  que,  en  raison  de  son  lien  avec  la  théorie  des  quaternions,  on  peut 
appeler  groupe  des  Quaternions.  .M.  Dedekind  montre  que  le  groupe  d'IIamil- 
ton  le  plus  général  \\  est  de  la  forme  PQ  où  P  est  le  groupe  abélien  de  R,  formé 
par  tous  les  éléments  permutables  avec  tous  ceux  de  R;  P  est  en  outre  assu- 
jetti à  ne  renfermer  aucun  élément  du  quatrième  degré  et  à  renfermer  celui  du 
second  degré  qui  figure  dans  Q. 

Klein  {F.).  —  Leçons  anlograplilées,  llï.  (562-588). 
[Chapitres  choisis  de  Théorie  des  nombres;  leçons  de  deux  heures 
de  Tannée  i8y6]. 

M.  Klein  s'est  proposé  de  mettre  en  évidence  le  parti  que  l'on  peut  tirer,  pour 
une  exposition  simple  et  claire  de  la  théorie  des  formes  quadratiques  et  des 
domaines  elliptiques  singuliers,  d'une  représentation  géométrique. 

L'ensemble  des  points  du  plan  à  coordonnées  entières  {x,y)  forme  un  sys- 
tème auquel  on  peut  appliquer  les  transformations  linéaires  à  coefficients  entiers 

x'  =  3.x  -T-  3  V 

aô  —  Py  =  —  ,  ; 
y'  =  Y,r  +  0  r 

ii  diinne  sans  diflieullé  la  représentation  des  fraelions  coniinues  et  ans>i,  dèx 
qu'on  a  choisi  comme  distance  de  deux  points  x,y:  x' , y' .  l'expression 

\'/{x  -x',  y  — y'), 

la  théorie  de  la  rctluction  de  la  forme  indéfinie /(x,  ^)-).  .M.  Klein  étiidieensuite 
la  position  des  formes  réduites  dans  l'ensemble  de  toutes  les  formes  à  l'aide  d'une 
autre  représentation  géométrique  déjà  employée  par  M.  Hurwilz  (J/.  .1.,  t.XLIV). 

Le  passage  aux  fonctions  elliptiques  de  périodes  u,,  to..  s'obtient  cri  prenant, 
pour/(j:,^),  la  norme  de  {i»^x  -h  <»^y),  x,  y  étant  alors  des  coordonnées  du 
plan  complexe  x-hiy,el  ce  rapprochement  des  deux  théories  conduit  à  de  nou- 
veaux développements. 

La  seconde    Partie   des    Leçons  est  consacrée   aux    tian^formations  lincdircs 

Dull.  des  Sciences  mathcin..  i'  série,  t.  \\\I.  (\vril  1907  )  H. 6 
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d'ordre  supérieur  (  aS  —  fly  —  n).  La  repiiiscnlalioii  adoplée  conduit  l'auleur  à 
la  classification  des  formes  quadratiques  et  ensuite  à  une  représentation  des 
idéaux  d'un  corps  quadratique  (voisine  de  celle  adoptée  par  M.  Poincaré),  qui 
constitue  le  point  de  départ  arithmétique  de  l'étude  des  domaines  elliptiques 
singuliers.  Cette  étude  est  faite  suivant  la  voie  adoptée  par  .M.  \\  ebcr,  mais 
présentée  de  façon  plus  intuitive. 

M.  Klein  termine  par  l'examen  détaillé  de  l'irralioniialité  attachée  à  l'ico- 
saèdre,  n  ^  o  (  mod  5  ) . 

Millier  {E.).  —  Sur  le  protltiil  niixle.  (589-j()4). 

Étude  des  transformations  du  produit  mixte  [ABC]  des  grandeurs  extensives 
et  en  particulier  des  cas,  au  nombre  de  8,  où  le  produit  [.V.BC]  se  laisse  expri- 
mer par  [ABC]  et  [ACB]. 

Franel  {./.).  —  Sur   une   f'orimile    fondamentale   de    Kronecker. 

(590-602). 

Démonstration  nouvelle  d'une  formule  de  Ivronecker  qui  relie  la  multiplica- 
tion complexe  des  fonctions  elliptiques  et  la  théorie  des  formes  binaires  qua- 
dratiques : 

Si  la  forme  à  coefficients  complexes 

ax"^  -\-  ib xy  -\-  cy-  ( x, y  réels ) 

est  positive,  et  si  1)  désigne  son  discriminant,  la  fonction 

OÙ  la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  de  m  et  n  {m  =  0,  n  =  o 
excepté)  est  uniforme  en  5  dans  tout  le  plan  complexe,  où  elle  admet  le  seul  pôle 
simple  s  =  I.  On  a,  au  voisinage  de  ce  point, 

1-{S)  =   -^    -4   +A„-r-  A,  (5     -.)-!-.... 

La  formule  de  Ivronecker  donne  l'expression  de  A^,  : 

A„=  -^  [loge-  log4  —  2I08  ^^D  — 2r'(i)  —  ilogr,  (w)T,'((o)]  , 
VD 

c  désigne  la  constante  d'Euicr  —  I '(')  f 

T.((o)  =  c"f^  j_|  (,-e-'"^-). 

Krause  (M.).  —  Guslav-Fcrdinuntl  Melilcr.  (^602-6  iti).  [.Nolicc 
néero  logique.] 

Sinio/i  {M-)-  —  Deux  théorèmes  de  géométrie  non  euelidienne. 
(607). 
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Tome  XLIX,    1R97. 

Enriques  {F.).  —  Sur  les  irralioni]elIes  dont  peut  dépendre  la 
résolution  d'une  équation  algébrique  f[x^y^  z)  ^  o  à  l'aide  de 
fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres.  (i-23). 

Toutes  les  équations /(a;,  y,  z)  =  o  d'une  même  classe  de  Bieniann,  c'est- 
à-dire  transformables  birationnellement  entre  elles,  se  partagent  en  sous-classes 
lorsqu'on  place  dans  une  même  sous-classe  deux  équations  qui  dérivent  l'une 
de  l'autre  par  une  transformation  birationnelle  à  coefficients  rationnels. 

A  l'égard  de  la  classe  la  plus  simple,  pour  laquelle  x,y.,  z  peuvent  être  pris 
rationnels  en  u  et  r,  ces  deux  paramètres  étant  eux-mêmes  rationnels  en  x, 
y,  z,  M.  Enriques  s'est  proposé,  par  la  voie  géométrique,  la  reclierclie  des  irra- 
tionnelles dont  peuvent  dépendre  ces  fonctions  rationnelles  x{u,  v),  .}(",  v), 
z{u,  v).  Il  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 

Pour  une  surface  algébrique  f{x,y,  z)  =  o,  dont  les  trois  genres  sont  nuls 
(genre  géométrique,  genre  numérique,  bigenre),  ce  qui  est  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  la  résolubilité  par  des  fonctions  rationnelles  réversibles 
de  deux  paramètres,  la  détermination  de  ces  fonctions  rationnelles  x,y,z  peut 
dépendre,  en  dehors  des  opérations  rationnelles,  de  Vextraction  de  racines 
carrées  et  cubiques,  et  de  la  résolution  d'une  des  équations  pour  la  bissection 
des  arguments  : 

(a)  des  fondions  abéliennes  de  genre  3; 

(b)  ou  des  fonctions  abéliennes  de  genre  4  ; 

(  c)  ou  des  fondions  hyperelliptiqucs  de  genre  p  {p  —  r,  2,  3,  . . .). 

La  méthode  suivie  conduit  à  distinguer  ces  équalrons  f{x,y^  z)  =  o  en 
quatre  familles  :  la  première,  qui  comprend  deux  types  de  sous-classes  ana- 
logues à  celle  des  équations  de  genre  zéro  à  deux  variables,  se  résout  sûrement 
à  l'aide  d'une  extraction  de  i-acine  carrée;  la  seconde,  qui  donne  lieu  à  plu- 
sieurs types  de  sous-classes,  exige  pour  sa  résolution  la  bissection  de  l'argument 
pour  les  fonctions  abéliennes  de  genre  3,  ou  une  racine  carrée  et  une  racine 
cubique;  la  troisième  et  la  quatrième  donnent  lieu  à  deux  types  de  sous-classes 
et  leur  résolution  exige  les  opérations  {b)  et  (o)  énoncées  plus  liaul. 

Les  équations  de  la  seconde  famille  peuvent  en  outre  se  résoudre  par  des 
fonctions  rationnelles  non  réversibles,  à  l'aide  de  racines  carrées  cl  cubiques. 

La  dernière  partie  est  consacrée  à  l'application  de  ces  résultats  à  l'équation  à 
r|uatre  variables 

(1)  /(.Z^r  ^zi  ^i,  X^)  -o  : 

(rt)  Si  l'équation  f{x„  x^,  x^,  a)  =  o,  obtenue  en  faisant  x^  =  a  =  const., 
est  résoluble  à  laide  de  fonctions  rationnelles,  l'équation  (1)  peut  toujours  se 
résoudre  en  prenant  pour  x^,  x..,  x,.  x^  des  fonctions  rationnelles  de  trois  pa- 
ramètres, qu'on  peut  construire  par  des  extractions  de  lacincs  carrées  cl  cu- 
biques. 
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(b)   Si  loiilcs  les  L'i|iialioiis 

/(  J7|,   X.^,   Xj,   «JT.  -T-  A  )  =  O 

sont  résoliil)Ie5  à  Taitle  de  fondions  iaLif)nncllcs  de  deux  paramétres,  on  peut 
prendre  ponr  x,,  x^_,  x^,  x,  des  fonctions  rationnelles  de  u,  t',  w  et  d'un  radi- 
cal carré  qui  porte  sur  un  poiynotne  (particulier)  en  u.  t\  «•, 

(r)  Si  toutes  les  é(|Uiitions 

f{x,.  x.^,  X ^,  ax.,  -+-  bx^+  c)  =  o 

sont  résolubles  par  des  fonctions  rationnelles  de  deux  paranièlres,  on  peut 
prcndi-e  pour  tous  les  a:,  des  fonctions  rationnelles  de  trois  |iaramèlres  (non 
réversibles). 

Dans  chacun  de  ces  cas.  on  ublienl  des  siniplillciilions  (luaiid  l'équation  rno- 
diliée  à  trois  variables  appartient  à  l'une  des  fainilles  caractérisées  plus  haut. 
On  n'exclut  pas  d'ailleurs  la  possibilité  de  résolutions  plus  simples. 

Bomvnian  (If  ■).  —  i^es  nombres  Je  Pliickerde  lii  courbe  de  dc- 
iiaUon.  (24-38). 

-M.  I>oii\\iniin  appelle  :iin>i  le  lieu  des  centres  des  conit/ues  qin  passent  par 
cinq  points  infiniment  voisins  sur  une  courbe  l'„  :  de  même  que  ces  coniques 
de  deViadon  généralisent  la  notion  du  cercle  osculateur,  le  lieu  de  leurs  centres 
i;énéralise  la  notion  de  développée.  L'auteur,  qui  s"est  proposé  la  détermination 
des  sinf;iilaiités  piiickériennes  de  la  courbe  de  déviation  A,  connaissant  celles 
de  C^.  [)ai\  ient  aux  conclusions  suivantes  : 

/^  /n.  g.  A.  h  étant  l'ordre,  la  classe,  le  penre.  le  nombre  des  rcbronssements 
et  celui  de-  inllexitjns  de  C„.  N,  M.  G,  K,  li  les  uond)res  correspimdants  pour  A, 
on  a 

(  ;   -  g, 

K  —  2  (  «i  -+-  3  //  4-  m^"  —  lo  )  —  (  p  —  0  -f-  .>  y.  -j_  :^  Ji'_)_  3x'  ), 

lî   —  a  (  />(  -h  ^  —  1  )  —  (  ^  -j-  ■.!  p  -!-  2  X  H-  3  |i'  -H  3  x'  ), 

N  =  2  (  m  4-  2«  -t-  Gg'  —  (3)  —  (  ^  —  •„>/.•  H-  3  ,3'-}-  3x'  ). 

M  =  2  (  «i  -t-  2  «  -4-  3  or  —  3  )  _  (  3  -i-  p  +  2  y.  -i-  3  ^'  -i-  3  x'  ), 

en  supposant  Ji  inflexions  et  x  rebroussements  sur  la  droite  de  l'inOni,  pour  les- 
quels cette  droite  de  l'inlini  n'est  pas  tangente.  ^1'  inflexions,  x'  rebroussements 
et  p  autres  points  sur  la  droite  de  Tinlini  où  elle  est  tangente   à    la  courbe  C„. 

lloycv  (/'*.).  —    \p|)licalions  de  In  lliéoiie  de  la  connexion  da/is 
les  sftiles  ;i  la  théorie  des  groupes  tle  sid)slil niions.  (3f)-48). 

Si  l'on  choisit  ilans  un  groupe  G  les  substitutions  .v,.  ...  s^.  île  telle  sorte 
qu'aucune  d'entre  elles  ne  soit  identique  à  une  puissance  de  l'une  des  autres,  cl 
que,  d'autre  part,  toute  substitution  du  groupe  soit  une  puissance  de  l'une 
d'elles,  elles  forment  une  base  du  gioupe.  Si  on  les  décompose  en  substitutions 
circulaires,  la  suite  des  lettres  de  ces /•  sub^tilutions  s'appelle  «////f-^ase.  Soilr^ 
l'excès  de  la  substitution  s^  (/(  diminué  du  nombre  de-  Mib-lilulions  circulaires 
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de  s^,  y  compris  la  substilulion  identique);  le  nombre 

s'appelle  le  défibré  de  la  connexion  de  ht  suilc-baje.  M.  Iloycr  montre  ici  qu'on 
peut  conclure  de  la  seule  valeur  de  ce  degré,  quand  il  est  au  plus  égal  à  6,  des 
indications  très  précises  sur  G,  et  même  la  détermination  du  groupe  tran- 
sitif G. 

Si  g"  =  o,  le  groupe  est  formé  des  puissances  d'une  substitution. 

Si  g' >  o,  G  contient  au  moins  trois  substitutions. 

Si  ^  >  o  pour  un  groupe  transitif,  ff  est  égal  au  degré  du  groupe.  [Une 
seule  exception,  le  groupe  dont  la  suite-base  est 

I,     {a:^x„)  (x,x^).     (XiXj)  {x.,x.).     {x,xj  {x.Xj) 
])our  lequel  ^  =  3.] 

Uirsch  (A.).  —  Sur  iiiic,  [)fO|)riété  caraclérlslit|iic  des  équations 
diflerenlielles  du  calcul  des  variations.  (50-72). 

Quelles  sont  les  propriétés  caractéristiques  d'une  équation  dilTérentielle 

••■(•2:, r, y, y",  ... )  =  o 

qui  correspond  à  un  problème  de  calcul  tics  variations? 

Jacobi  a  montré  que  la  détermination  de  la  fonction  y,  qui  rend  maximum 
ou  minimum  l'intégrale  simple 


r^' 


J  =    /      f(x.y,  y',  ...,y("^)dx, 

"-   .>'o 

où  .rj,a:,sont  invariables, exige  l'intégration  de  réquationdilVérenticlled'ordrc  o« 

n 


il  a  remarqué  en  outre  que  l'équation  linéaire  d'ordre  2 /i  en  u 

k-O 


or  =     >      -; M  *'  —  o 


est  identique  à  son  adjointe.  M.  Hirscli  établit  que  cette  dernière  condition 
est  suffisante  pour  qu'on  puisse  trouver  par  quadratures  une  fonction  f 
d'ordre  n,  c'est-à-dire  un  problème  de  variation  correspondant  à  l'équa- 
tion F  =:  o.  On  sait  que,  pour  les  équations  d'ordre  impair 

^{x, y, y\  .-., y^'""-^^)  =  o, 

le  résultat  c^t  tout  dillércnt.  Si 

2/1  +  1 

oI<  ^    >     -r—  m'*> 
--  àyK 
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est  identique  à  l'adjointe  changée  de  sis^ne.  la  fDnrlion  1-'  est  linéaire  par  rap- 
port à  Y  et  à  ses  dérivées. 

L'auteur  cherche  à  étendre  rcs  résultats  aux  jjroldènies  de  variations  des 
intégrales  multiples  et  aux  équations  aux  dérivées  partielles  correspondantes. 
L'extension  présente  des  difticullés  quand  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes dépasse  3.  Pour  ii  =  2.  .3.  lorsqu'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre 

V  =  o 

est  telle  que  réqualioii  linéaire  du  même  ordre 

oh' 


ùh 


soit  identique   à  son   adjointe,  on   peut  déterminer  par  quadratures  une  fonc- 
tion /  (lu  second  ordre  telle  que  l'on  ait 

V  //»,+...+«„      /       ,)f 


L'équation  V  =  o  est  alors  celle  à  laciuelle  conduit  l'étude  de  la  variation  de 
l'intégrale  iiuilliple 


ff 


dx,  dx dx„ 


Baur  [L.).  —  Sur  le   lien  cpii    existe  enlre   la  hase  normale  de 
Dedekintl-Weber  et  le  syslème  fondamental  absolu  de  Hen- 

sel.  (-3-8'.2). 

Soit  0  une  fonction  algébrique  de  la  variable  indépendante  .r.  définie  par  l'é- 
quation irréductible 

<^<,0"-i-  a, 6"-'  -t-. .  .-f-  «„  =  o, 

où  les  coefficients  sont  des  polynonies  en  x  sans  diviseur  commun;  l'ensemble 
des  fonctions  rationnelles  de  0  et  a;  forme  un   corps  algébrique  Q  de  degré  //. 

et   l'ensemble   des    fonctions  de    il  entières  en  xlow  en  o:  =  —  j  foinie  le  sys- 
tème O  (ou  le  système  O). 
Si  y  désigne  une  fonction  quelconque  du  système  0.  on  appelle  exposant  de  t 

le  plus  petit  nombre  /•  pour  lequel  ^  est  contenu  dans  O.  On  détermine  ce 
nombre  en  posant  y  =  ^  dans  l'équation  qui  définit^i  ,  et  exprimant,  après  divi- 
sion par  le  coefficient  de  la  [)lus  haute  puissance  de  y.  que  tous  les  coefficients 

sont  entiers  en  x. 

Quand   les  fonctions  ui,,  ...,  u)„,  dont  les  exposants  sont  r, /•„,  forment 

une  base  pour  0(w,=  i),  les  fonctions  w,  =^  w.o;'^' (t  =  i,  ...,n)  ne  forment 
pas  toujours  une  base  pour  O:  mais,  si  cela  a  lieu,  elles  forment  une  ba^e  nor- 
male, et  il  en  est  de  même  de  lo w„. 
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Posons  maintcnanl 

X  =  —y         ■r\  =  yx'i,, 

x^ 

on  trouve  sans  difficiillé  que  t,  est  de  dimension  r  par  rapport  aux  variables 
homogènes  x^,  x^  ;  I "équation  transformée  qui  définit  t,  peut  être  regardée 
comme  définissant  le  corps  il,  et  il  suffira  de  faire,  dans  un  système  fondamental 
T,,,  ...,T,„de  M.  Hcnsel,  la  substitution  Xi  =  x,  x^  =  i  pour  eu  déduire  une 
base  normale  w,,  ...,  w„  pour  0. 

M.  Baur  montre  en  outre  qu'on  peut  déduire  de  là  sans  difficulté  les  cléments 
des  intégrales  de  première  espèce,  sous  la  forme  donnée  par  Riemann. 

IVebcr  {H.).  —  Sur  les  groupes  de  nombres  clans  les  corps  algé- 
briques. (83-ioo). 

M.  Weber  donne  ici  une  partie  des  résultats  indiqués  dans  l'Introduction  de 
la  première  Partie  de  ce  travail  (.1/.^.,  t.  XLVIII)  et  que  nous  avons  résumés. 

Idéaux  premiers  du  premier  degré  dans  les  classes  d'idéaux.  Groupes  harmo- 
niques spéciaux.  Le  corps  des  classes. 

Ileffter  {L-).  —  Sur  les  systèmes  de  ternes  (loi-i  12). 

Le  problème  des   S3'stèmes  de  ternes   consiste  à  caractériser  les   nombres  a 

d'éléments  qu'on  peut  grouper  3  à  3,  de  façon  que  deux  éléments  quelconques 

figurent  dans  un  terne  et  dans  un  seul,  et  à  former  les  ternes  correspondants. 

On  sait  que  n  doit  être  de  l'une  des  formes  6/?i  -t-  i  ou  6«n-  3  et  que  le  nombre 

n(n  —  i) 

des  ternes  d  un  système  est • 

•'  b 

M.  Netlo  a  montré,  en  particulier,  comment  une  disposition  cyclique  des 
ternes  est  possible  quand  n  est  un  nombre  premier  de  la  forme  6ni  +  1,  ou  en- 
core quand  n  =  6m  -+■  3  est  le  triple  d'un  nombre  premier  6A'-f-5.  M.  Moore  a 
établi  ensuite  que  pour  tout  nombre  6/n  -+■  i  ou  6/;i  -f-  3  il  existe  des  systèmes 
de  ternes. 

Dans  un  travail  antérieur  ( /)/.  A.,  t.  XXXVILI,  1891),    l'auleur  avait    signalé 

les  rapports  du  problème  précédent  avec  celui  des  domaines  voisins  :  sur  une 

surface  de  genre  assez  grand,  on  appelle  points  voisins  un  ensemble  de  n  points 

tels  que  chacun  d'eux  puisse  être  joint  aux  autres  par  une  ligne  continue  sans 

n(n  —  i),.  ,  .  ,  - 

que  ces   lignes  se  croisent;  dans  certains  cas,  la  surface  est  partagée 

n(n  —  1)      .       ,  .  ,,  .,  ,      •     ,. 

en triangles,  et,  si  1  on  attribue  aux  points  les  indices  0,  i,  . . .,  n  —  i, 

il  arrive  que  l'on  puisse  couvrir  de  hachures   la   moitié  des  triangles,  de  façon 
que  toute   ligne  sépare  un  triangle  blanc  d'un  triangle  couvert  de  hachures; 
les  triangles  blancs  (et  aussi  les  autres)   donnent  alors  un  système  de  ternes 
pour  le  nombre  n. 
Il  applique  les  résultats  de  a:  travail  à  la  construction  des  systèmes  de  ternes 

et  à  leur  disposition  en  cycles:  de  —^—  ternes  on  déduit  les  autres  par  per- 
mutation circulaire  des  n  éléments.  Ces  problèmes  sont  résolus  pour  les  cas 
nouveaux  :  /i  =  12/t  -(-  7  où  4^  +  3  est  un  nombre  premier,  avec  la  racine  pri- 
mitive 2;  n  —  6m  -I-  3  ^  '.',/>  où  p  e^t  premier,  et  pour  tous  les  nombres  6m+t, 
6m-+-3  inférieurs  à  100. 
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liochert  {A.).  —  Sur  le  nonibrp  des  valeurs  difTérenles  que  prend 
une  fonction  de  n  lettres  pour  toutes  les  permutations  de  ces 
lettres,  (i  la-iSa). 

Continiialion  de  rcclicnlies  anlérièures  (.1/.  A.,  t.  X\\  et  XL)  sur  le  nièine 
sujet.  Citons  comme  exemple  des  résullals  obtenus  le  tliéoréme  suivant  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  change  de  valeur  par  toute  substitution  de 
moins  de  h, -H  3  (2''  —  i)  de  ces  lettres,  différente  de  la  substitution  iden- 
tique [Ug  et  h  étant  des  entiers  quelconques  :  l'un  inférieur  à  n,  l'autre  po- 
sitif ],  le  nombre  v  des  valeurs  qu'elle  prend  pour  toutps  les  substitutions  de 
n  lettres  satisfait  aux  relations 

où  [x]  désigne,  selon  la  coutume,  lo plus  grand  entier  inférieur  ou  égal  à  x. 

Bochert  (i.)-  —  Sur  la  classe  des  groupes  transitifs  de  substitu- 
tions (1 02-1 44  )• 

Suivant  une  niétliode  iniliciiiée  d^ins  un  travail  antérieur  ( .]/.  A.,  t.  XL)  l'au- 
teur clierclie  à  reculer  la  limite  inférieure  de  la  classe  des  groupes  simplement 
ou  doublement  transitifs  qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  alterné  de  leur 
degré  : 

Si  un  groupe  plusieurs  fois  transitif  de  n  lettres  ne  renferme  pas  le 
groupe    alterné   de   son    degré,   chaque  substitution   de   ce    groupe   altère 

non   seulement   plus   de  trois,   mais  plus  de  \  n  et  plus   de  —  —  \n  lettres 


{  -  est  compris  entre  ces  deux  limites  )• 


Stâckel  (P.)-  —   Sur  l'intégratiou  de  récjualion   d'Haniillon   par 
séparation  des  variables,  (i  .ir)-i/\j). 

L'auteur  montre  que  les  conclusions  auxquelles  il  est  parvenu  (M.  A.,  l.  X\\\  ) 
dans  la  recherche  des  cas  où  l'équation  à  deux  variables 

\  Ou  J  au     r)v  \  àv  / 

s'intégre  par  séparation  des  variables,  subsistent  dans  le  domaine  des  variables 
complexes. 

A'etlo  (/i.).  —  Vnc  l'orniidc  aritlunétiquc.  (1  \S). 

Lllc  donne  le  nombre  X(a,  a)  des  systèmes  tic  coniques   linéairement   indé- 
pendants avec  caractéristi(|ucs  a.  a'. 


a:i^  P<5^V^- 
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Stàckcl  {P-)  et  En  gel  (Fr.).  —   Gauss,  les  deux  Bol  val  et  la 
Géométrie  non  euclidienne.  (\/\g--2o6). 

Quels  sont  les  rapports  des  recherches  des  deux  Bolyai  avec  celles  de  Gauss? 

Les  auteurs  donnent  ici,  pour  répondre  à  cette  intéressante  question,  la  partie 
mathématique  des  lettres  échangées  entre  Gauss  et  les  Bolyai,  et  aussi  la  Théorie 
des  parallèles  de  Wolfgang  Bolyai,  jointe  à  la  lettre  du  16  septembre  1804 
(texte  latin  et  traduction). 

Le  Bulletin  a  donné  la  traduction  française  de  leur  travail. 

Cantor  {G.).  —  Contributions  à  la  constitution  d'une  théorie  des 
ensembles  transfinis  (2*^  article).  (208-246). 

Voir  Bulletin,  t.  XXIX,  2"  série,  p.  83.^,  l'analyse  du  premier  article. 
Les  ensembles  bien  ordonnés   F  sont  ceux   dont  les  éléments  f  se  suivent 
dans  un  ordre  déterminé  à  partir  d'un  premier  élément/,,  de  telle  sorte  que  : 

I.  Il  y  ait  dans  F  un  premier  élément  /,. 

II.  Si  F'  est  une  partie  de  F  et  si  F  possède  un  ou  plusieurs  éléments  de 
rang  supérieur  à  ceux  de  F',  il  existe  un  élément  /'  de  I'"  qui  suit  ininiédia- 
tenient  l'ensemble  F'. 

Toute  partie  F,  d'un  ensemble  bien  ordonné  a  un  premier  élément. 

Si  un  ensemble  simplement  ordonné  F  possède,  ainsi  que  chacune  de  ses  par- 
lies,  un  premier  élément,  il  est  bien  ordonné. 

Chaque  partie  d'un  ensemble  bien  ordonné  est  un  ensemble  bien  ordonné. 

Si  dans  un  ensemble  bien  ordonné  on  remplace  deux  éléments  g  et  g'  par  des 
ensembles  bien  ordonnés  G  et  G',  le  nouvel  ensemble  est  bien  ordonné. 

Si  /  est  un  élément  de  F  autre  que  le  premier/,,  l'ensemble  des  éléments 
de  F  qui  précédent/  constitue  une  section  de  F,  définie  par  /;  l'ensemble  des 
autres  (/compris)  constitue  le  reste  défxni  par/. 

Un  ensemble  bien  ordonné  F  n'est  semblable  à  aucune  de  ses  sections,  mais 
il  y^  a  toujours,  si  F  est  infini,  des  parties  de  F  qui  lui  sont  semblables. 

Si  F  et  G  sont  deux  ensembles  bien  ordonnés  quelconques,  ou  bien  :  i"  ils 
sont  semblables,  ou  2°  une  section  B,  de  G  est  semblable  à  F,  ou  3°  une  sec- 
tion A,  de  F  est  semblable  à  G.  Chacun  de  ces  cas  exclut  les  autres. 

Chaque  ensemble  bien  ordonné  a  (on  l'a  vu  antérieurement)  un  certain 
type  d'ordre,  auquel  appartiennent  tous  les  ensembles  semblables;  ce  type 
d'ordre  sera  appelé  son  nombre  ordinal. 

Soient  a  et  ^  les  nombres  ordinaux  de  F  et  de  G,  les  trois  possibilités  rappe- 
lées plus  haut  s'écriront 

a  =  ?,         a  <  ?,         a  >  ,S. 

Si  l'on  a,  entre  trois  nombres  ordinaux,  les  inégalités 

«  <  ?,      ?  <  r, 

on  a  aussi 

3<r- 

Comme  l'ensemble  (F,  G)  est  bien  ordonné  en  même  temps  que  F  et  G,  son 
type  d'ordre  a -i-  |i  est  un  nombre  ordinal;  a  s'a[^clle  VAugendus,  ^3  VAdden- 
dus.  On  a  toujours  a  <  a -1-  ,3  puist]ue   F  est  u:ic  section  de  (  !•',  G),  mais  on  a 
seulement  ^  =  x  -i-  ^. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  >"  série,  t.  \\\I.  (  .Mai   iyi>7.)  K.7 


go  SECONDE   PAHTIE. 

Si  a  +  jï  =  a  4-  y,  on  a  aussi  ]î  =  y. 

En  général,  a  +  ^  jzi  p  -t-  a,  mais  la  loi  associative  subsiste  : 

(a+  ;i)  +  y  =  a  +  dî-f-y). 

Si  dans  l'ensemble  bien  ordonné  G  de  type  |i  on  lemplare  chaque  élément  o- 
p;ir  un  ensemble  bien  ordonné  F„  de  type  a,  on  obtient  un  ensemble  bien  or- 
donné H  de  type  a.|i;  a  est  le  multiplicande,  p  le  niuiliplicateur. 

En  général,  a.^  ^  |ï.a,  mais  (  a.|î  ).y  =  a.(  |î.y).  On  a  aussi 

a .  (  |î  -H  y  )  =  a .  3  -h  a .  y. 

Si  p>-i,on  a  toujours  a.  ji  >  a,  mais  on  peut  avoir  a.jî^jî;  sia.p  =  a.y, 
on  en  déduit  p  =  y. 

Lorsque  a  et  ji  sont  deux  nombres  ordinaux,  a  <  pi,  il  existe  toujours  un 
nombre  ordinal  p  —  a  qui  vérifie  l'équation 

a  +  (  ,3  -  a  )  =^  ?. 

Les  nombres  ordinaux  se  laissent  aussi  ajouter  en  nombre  infini,  de  telle  sorte 
que  la  somme  soit  indépendante  de  l'ordre  des  parties  :  si  l'on  a  une  suite  sim- 
plement infinie  G,,  G.,,  ...,  G,^,  ...  d'ensembles  bien  ordonnés,  leur  réunion 
donne  un  ensemble  bien  ordonné  G  dont  le  nombre  ordinal  Jî  est 

?=   ?,  +  ?,+...+  ?,  4-.... 

En  posant  «,,  =  p, -i-. .  .-H  p,^,  les  a.^  vont  en  croissant  avec  v;  ils  dépassent 
tout  nombre  ordinal  inférieur  à  p.  Le  nombre  ^  suit  donc  immédiatement  la 
suite  des  a^;  on  l'appellera  limite  de  a,^. 

Les  nombres  ordinaux  finis  coïncident  avec  les  nombres  cartlinaux  finis;  il 
n'en  est  pas  de  même  pour  les  nombres  ordinaux  transfinis  :  à  un  même  nombre 
cardinal  a  correspond  une  infinité  de  nombres  ordinaux  qui  forment  la  classe 
de  nombres  Z{a);  c'est  une  partie  de  la  classe  de  types  [a]. 

La  premièi'e  classe  de  nombres  { v  ■  sera  l'ensemble  de  tous  les  nombres  ordi- 
naux finis;  la  seco«f/e  (7«,sse  Z(n„)  est  l'ensemble  |a;  de  tous  les  types  d'ordre  a 
des  ensembles  bien  ordonnés  de  puissance  n„  :  son  premier  nombre  est 

u)  =  1  i  m .  V . 

I>es  nombres  de  la  seconde  classe  sont  de  deux  sortes  :  les  uns  suivent  im- 
médiatement un  nombre  de  la  classe  (  nombres  de  première  espèce),  les  autres 
{de  seconde  espèce)  sont  la  limite  d'une  suite  croissante  de  nombres  de  la 
classe  : 

a  =  lini.a,^, 

avec  la  seule  condition  a.^,,  suivant  a^. 

L'ensemble  des  nombres  de  la  seconde  classe  {aj  forme  un  ensemble  bien 
ordonné,  dont  la  puissance  (  nombre  cardinal  )  est  le  second  nombre  Irans- 
fini  s,.  Tout  ensemble  infini  de  noinbies  de  la  seconde  classe  a  la  puissance  n„ 
ou  la  puissance  N,. 

M.  Cantor  entre  ensuite  dans  une  étude  approfondie  des  règles  de  calcul  des 
nombres  ordinaux  de  la  seconde  classe,  que  nous  résumerons  très  rapidement  : 

Les  nouibi-es  qui  se  présentent  d'abord  sont  des  polynômes  entiers  en   (o  :   ils 
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peuvent  se  metti'c  d'une  seule  manière  sous  la  forme 
»  =  w:^v„  +  wi*~-'V|  +. .  .4-  Vj^, 

où  Vp  ...,  V  peuvent  être  nuls.  Ou  peut  aussi,  d'une  seule  manière,  mettre  9 
sous  la  l'oriHe  d'un  produit 

es  —  wi^T  vct  (  wî^T-i  "!^T  + 1  )  x^_| . . .  (  o);^-;^i  -+- 1  )  X,„ 

dont  les  facteurs  w*-  +  i  sont  indécomposables.  Si  [>.^  =  o,  o  est  de  première  es- 
pèce, sinon  il  est  de  seconde  espèce. 

Il  existe  une  fonction  uniforme  et  déterminée  de  la  variable  ç  qui  satisfait 
aux  conditions  suivantes  : 

io/(o)=i; 

2°  La  fonction  est  constamment  croissante; 

3°  On  a/(Ç  +  i)=y(Ç)y,  où  y>i  est  quelconque; 

4°  Si  jLj  est  une  suite  croissante,  dont  ^  est  la  limite,  il  en  est  de  même  de 
!/(^^)(  qui  a  pour  limite/(S). 

Cette  fonction  sera  représentée  par  -p;  elle  suit  les  lois  habituelles  de  l'ex- 
ponentielle 

yC(+,3  — —  ya     yS 


et  l'on  a  toujours,  pinir  7  >  i, 

'A  >  ï 

Tout  nombre  de  la  seconde  classe  se  laisse  mettre  d'une  seule  manière  sous 
la  forme  normale 

a.  =  (i>''-a-/.^  -+■  (ij'-'-i  X(  -t-.  .  .+  oj'-'t  X., 

où  les  a,  sont  des  nombres  de  la  première  ou  de  la  seconde  classe: 
«0  >  «1  >  «2  >  •  ■  •  >  a^T  =  O) 

pendant  que  les  %■  sont  des  nombres  non  nuls  de  la  première  classe. 

Le  nombre  a^  est  le  degré,  a^  Vexposanl  de  a. 

Suivant  que  a.  est  égal  ou  supérieur  à  zéro,  a  est  de  la   première  ou  de  la 
seconde  espèce. 

Le  nombre  a  peut  aussi  s'écrire,  et  d'une  seule  façon,  sous  forme  de  produit 

a  =  wïo  X.  (  ojïi  -)-  I  )  x.   ,  . . .  (  (j't  -h  I  )  •/.„ 
avec 

To  =  a^.         ïi  =  «T-i  —  *T)         •••'         ÏT=*o  — *■• 

Pour  que  l'on  ait  a  +  ji  =  [i  -f-  a,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
a  =  yix,         p  =  yv, 

[1,  V  étant  de  la  première  classe. 

Pour  que  l'on  ait  a^l  =  jâa,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 

«  =:  v^,        fj  =  y, 
où  a,  V  sont  de  première  classe. 


çp.  SECONDE   PAUTIE. 

Le  degré  a„  d'un  nombre  a  n'est  jamais  plus  grand  que  a;  il  y  a  des  nombres 
pour  lesqucls_a„  =  a  :  ce  sont  évidcminenl  les  racines  de  l'équation 

w'  =  ?  ; 

I\l.  Canlor  les  appelle  les  nombres  z. 
La  limite  des  nombres  y,,  tels  que 

T,+i  =  "•'         ('  =  »,  ' ''•  •  ••), 

y„  =  Y  n'élant  pas  un  s,  est  un  s  que  Ton  représente  par  E(y). 
Le  nombre  s^  =  E(i)  =  limu,^,  où  l'on  a 

(o^^,  =  u)'";        (  «  =  I,  . . . ,  V,  . . .  ), 

est  le  plus  petit  de  tous  les  s;  après  cela  vient  le  nombre  £(£„+!)  que  Ion 
désignera  par  s,,  puis  E  (  e,  +  i  ),  etc.  L'ensemble  des  e  est  bien  ordonné,  son  type 
est  le  type  Q.  de  l'ensemble  des  nombres  de  seconde  classe,  et  sa  puissance  est, 
par  suite,  Nj. 
Ces  nombres  e  possèdent  des  propriétés  singulières  /si  a  ■<  s,  on  a 


et  les  racines  de  l'équation  a-  =  e  sont  tous  les  t  supérieurs  à  a. 

Basset  (-i. -/?.).  —  Une  lliéorie  des  actions  magnétiques  sur  la  lu- 
mière. (247-254). 

Le  but  de  ce  travail  est  d'apporter  une  amélioration  à  la  théorie  proposée 
par  M.  Rovvland  et  développée  par  M.  Basset  (J'hil.  Trans.,  1891,  et  Pliysical 
Optics,  Cil.  XX),  théorie  qui  expliquait  en  particulier  les  expériences  de  Kcrr  et 
Kundt  sur  la  réilexion  de  la  lumière  par  les  corps  magnétiques.  La  théorie  exi- 
geait la  discontinuité  de  la  composante  tangentielle  de  la  force  étectromo- 
trice  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  ;  AL  Basset  parvient  à  écar- 
ter cette  hypothèse  gênante,  et  modifie  les  équations  de  Maxwell  en  regardant 
une  partie  de  l'énergie  due  au  champ  magnétique  comme  statique  au  lieu  de  la 
regarder  tout  entière  comme  cinétique. 

Slàckel  {P.)-  —  Déformations  et  systèmes  conjugués.  (255-3iu). 

Soient  8,(^7,,,}',,^,),  'S...(x..,y.,,z„)  les  points  correspondants  de  deux  sur- 
faces qui  ont  même  élément  linéaire 


si  l'on  pose 


ds\  =  ds\  —  E  dp"  -(-  1  V  dp  dq  ■h  G  dq"  ; 


rfi,  =  P  -7-^  dp  -)-  ()  — --  dq, 


I'  el  Q  élanl  choisis  do  façon  à  salislaire  aux  condilions  d'intégralilé,  les  points 
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^idn  fi,)  ^1))  ^«(îi!  ■''.M  Cj)  décrivent  encore  deux  surfaces  qui  ont  même  clé- 
ment linéaire 

rfTj  =  d:s\  =  P-  E  djf-  H-  -2  PCF  dp  dq  -t-  Q'  G  rf^-. 
Les  conditions  d'intégrabiiité  sont  les  si\  éc^uations 

àq\     Opj        OlA'^Oqj' 

où  6  est  à  rcinpiacer  par  x^,  j',,  i:,,  x.^,  r.,,  z^  :  elles  expriment  simplement  (|uc 
les  deux  surfaces  Sj,  S2  sont  rapportées  à  leur  s^'stème  conjugué  commun  {p,q  )  ; 
les  six  coordonnées  vérifient  alors  l'équation 

12  j  (>0  _  (  12  )  (X)   _ 
i    )'ÔJ)'~  i    2    idq   ~  °' 

et  P,  Q  seront  déterminés  par  les  deux  équations  linéaires 

Cette  proposition  est  due  au  géomètre  russe  K.  Peterson,  dont  l'Ouvrage 
Veber  Ctirven  und  Flàchen  (Moscou,  Leipzig,  1868)  (premier  fascicule  seul 
paru)  est  passé  presque  inaperçu.  i\L  Stiickel  en  indique  de  nombreuses  appli- 
cations particulières,  et  retrouve  ainsi  d'un  même  point  de  vue  les  résultats 
connus  et  quelques  résultais  nouveaux. 

Si  sur  S,  les  lignes  {p,q)  sont  géodésiques,  elles  sont  encore  conjuguées  et 
géodésiques  sur  S,. 

Si  les  lignes  p  =  const.,  q  =  oonst.  sont  les  génératrices  de  la  surface  de  trans- 
lation S|,  elles  le  sont  encore  pour  la  surface,  également  de  translation,  S,. 

Conditions  pour  qu'un  sjstènie  conjugué  (p,q)  sur  S,  reste  conjugué  dans 
une  déformation  continue  de  cette  surface  :  l'auteur  retiouve  les  conditions  don- 
nées par  M.  Cosscrat  (  C.  /?.,  t.  CXIII,  1891). 

Déformations  des  hélicoïdes;  application  de  la  mélliode  de  Peterson.  Défor- 
mations des  surfaces  moulures.  Cas  simples  où  l'on  sait  intégrer  le  système 
en   P,  Q. 

La  correspondance  entre  S;  et  S;  a  été  depuis  étudiée  souvent,  en  particulier 
par  M.  Guichard,  sous  le  nom  de  correspondance  par  réseaux  parallèles. 

Ahrcns  {^V.)-  —  Sur  le  système  d'équations  qui  clédnil  la  distri- 
bution d'un  couianl  dans  un  conducteur  lint'airc.  (3ii-3cî4). 

K\rcho{[  {PoggendorJ/'s  Annal.,  t.  LWII,  1847)  a  donné  complètement  la 
loi  de  formation  des  intensités  dun  courant  qui  passe  dans  un  S3slcmc  de  con- 
ducteurs linéaires,  en  faisant  intervenir  le  postulat  physique  suivant  :  Il  revient 
au  même  de  supprimer  un  fil  ou  de  regarder  sa  résistance  comme  infinie. 

Comme  le  problème  de  la  répartition  des  intensités  est  un  problème  mathé- 
matique, l'auteur  s'est  proposé  d'en  donner  une  solution  purement  mathéma- 
tique. Elle  exige  une  étude  préalable  de  la  connexion  des  systèmes  de  lignes  : 


ç)4  SECONDE   PAllTIE. 

poiiUs  tic  croisement,  cycles,  ponls,  etc..  après  laquelle  railleur  ('lablil  que  les 
deux  lois  de  KirchofT  donnent  les  équations  linéaires  nécessaires  pour  calculer 
les  intensités  et  indique  une  règle  pour  ce  calcul. 

Pincherle  (S.).  —  Mémoire  sur  Je  calcul  fonclionnel  dislribulif. 

(325-382). 

L'objet  de  ce  Mémoire,  écrit  en  langue  française,  est  l'étude  des  opérations 
distributives  qu'on  peut  appliquer  aux  fonctions  analytiques,  plus  spécialement 
aux  séries  de  puissances  entières  de  la  variable  x  et  qui  donnent  comme  résul- 
tat des  séries  de  même  nature.  Ces  opérations  donnent  Heu  à  un  calcul  qui 
offre  assez  d'analogie  avec  le  calcul  ordinaire  des  fonctions  grâce  à  l'introduc- 
tion du  symbole  D  pour  représenter  la  dérivation  ordinaire  :  les  expressions 
formelles  en  D  auxquelles  on  est  conduit  (série  de  puissances  de  D,  D~',  etc.) 
sont,  sous  des  restrictions  convenables,  aussi  valables  que  les  séries  conver- 
gentes ordinaires. 

M.  Pincherle  commence  par  les  opérations  distributives  A  dans  un  espace 
fonctionnel  à  un  nombre  fini  de  dimensions  (système  linéaire  de  fonctions  à 
coefficients  constants)  ;  l'étude  des  racines  [solutions  de  A(a)  =  o]  et  des  va- 
riétés invariantes  [solutions  de  A(a)=Aa,A"  constant]  l'amène  à  retrouver 
simplement  le  concept  des  diviseurs  élémentaires  de  Weierstrass. 

Il  passe  ensuite  aux  propriétés  générales  des  opérations  distributives  appli- 
quées aux  séries.  Étude  de  quelques  opérations  simples  :  multiplication  par  une 
constante;  dérivation 

Dx"  =  nx"-',        D-'a:"=  > 


qui  lui   permet  de  définir  F(D)  (F  polynôme  en    D  )  et  de  considérer  l'opéra- 
tion inverse  F-';  substitution  S^{x")  —  a". 
La  dérii'ation  fonctionnelle  de  l'opération  dislributive  A  donne 

\'  =  \{xs)  —x\{:i); 

on  peut  obtenir  le  développement  de  A(  ï '{<  )  sous  une  forme  analogue  à  la  série 
de  Taylor, 

A(9^)  =A(?)-;  +  .\'('^)  D.;-i-...-t-  ^  A<"'C9)D"^+..., 

dont  M.  Pincherle  étudie  les  conditions  de  validité. 

Une  opération  fonctionnelle  peut  être  déterminée  par  une  é(iualion  symbo- 
lique. L'auteur  détermine  l'opération  .\  qui  vérifie 

\\'"^  -i-).,.\ :"•)-!-... -!->.„ A  =  o, 

où  les  )k  sont  des  fonctions  données. 

Toute  opération   A  peut,  au   moins    fornicllcniont,  èirc  mise  sous  forme  de 
série  de  puissances  symboliques  de  D, 

A(9)  =.  A  (.)  ?  -h  A'  (I)  IM?)  -^.  • .  -H  ^,  A"(>)  D"(  9 )  -H.. .  : 
si  l;i  si'iic  coiivcr^r  piuir  tmiii'  l'oiiclion  .:.  rllo  est  dite  de  première  esjirce. 
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M.  Pincherle  étudie  aussi  les  séries  de  seconde  espèce  et  celles  qui  procèdent 
suivant  les  puissances  de  D~' ;  il  termine  en  indiquant  l'expression  de  D'o 
pour  s  quelconque  : 


ir{o)  =  e-^y^  ('^)D"(e-?) 


et,  en  appliquant  ses  méthodes,  à   l'équation   difTérentielle  linéaire  non  homo- 
gène 

F(.;)  =  9. 

KneseJ'  (-4.).  —  Quelques  théorèmes  sur  Texpression  asjmplo- 
lique  des  intégrales  des  équations  différentielles  linéaires.  (383- 
399)- 

Si  la  fonction  réelle /(a;)  est  finie  et  continue  à  partir  de  x  assez  grand, 
s'il  en  est  de  même  pour  sa  dérivée  f  {x)  et  si  \\mf{x)  =  a-  pour  x  infini, 
on  sait,  d'après  M.  Poincaré,  que  chaque  intégrale  de 

(0  r"  =  J>'/(-2^) 

vérifie 

lim   —  =  ±  a 
r 

pour  X  infini. 

M.  Kneser  a  démontré  (/.  de  d'elle,  t.  IIG)  qu'il  y  a  bien  des  intégrales  pour 

lesquelles  il  faut  prendre  — a.  Il   prouve  ici  que,  si  f{x)  —  a-  finit  par  avoir 

pour  X  assez  grand  un  signe  constant,   les  intégrales  de  (i)  s'expriment  sous 

une  des  formes 

B  constant,  lim  s  =  o. 
Si,  en  particulier, 

''        '  XX-  ' 

où  la  série  réelle  est  convergente  pour  x  assez  grand,  il  montre,  en  supposant 
a^  =  o,  que  s  peut  être  exprimé  asymptotiquement  (au  sens  de  M.  Poincaré) 

par  une  série  divergente  de  puissances  de  —  • 
Krazer  (v4.).  —  Sur  la  convergence  des  séries  thêta.  (  ioo-4i(3). 

Ce  travail  contient  en  particulier  des  recherches  de  MM.  Krazer  et  Prym  sur 
la  convergence  des  séries  thêta, y>fois  infinies,  dont  les  points  essentiels  figurent 
dans  le  Livre  des  auteurs  :  Neue  Grundlogen  einer  Théorie  der  allgemeincn 
Thetafunclionen,  Leipzig,  1892. 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  convergence.  Si  le  terme  général  tend 
vers  zéro  quand  l'une  quelconque  des  lettres  par  rapport  auxquelles  on  fait  la 
sommation  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue,  la  série  est  absolument 
convergcnlc. 
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M.  Kriizcr  fiiil  ensuite  une  étude  ciiti(juc  de  toute»  les  démonstrations  con- 
nues de  la  converjjence. 

Sonin  (N.-J.).  —  Sur  rinlégralioii  des  éc|ualions  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  (4i7-4'Î7)-  [Traduit  du  russe  par 
Fr.  Engel.] 

Dans  ce  travail,  paru  en  août  1871  dans  le  Tome  \II  du  Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique  de  Moscou,  l'auteur  s'était  proposé  de  former  cl  d'étudier 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  que  doivent  vérifier  les 
premiers  membres  des  équation»  d'ordre  quelconque 

!p  =  consl., 

dans  le  cas  où  elles  ont,  avec  une  équation  donnée  du  second  ordre,  une  infi- 
nité d'intégrales  communes  dépendant  de  constantes  ou  d'une  fonction  arbi- 
traire, c'est-à-dire  d'étudier  les  équations  du  second  ordre  auxquelles  s'applique 
la  métbode  de  M.  Darboux  {Ann.  de  l'École  Normale,  i8-jo). 

Les  résultats  sont  ceux  qui  peuvent  se  conclure  immédiatement  de  ceux  de 
M.  Darboux;  l'exposition  seule  présente  quelques  innovations. 

Lœivj'  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  substitutions  linéaires,  2*^  Partie. 

(448-452). 

Dans  la  première  partie  de  ce  travail  ( .]/.  ,1.,  t.  XLVIII)  l'auteur  a  établi 
en  particulier  que,  si  deux  substitutions  linéaires  U,  et  L  ^  transforment  en 
elle-même  une  forme  quadratique  S  à  déterminant  non  nul.  elles  peuvent 
être  transformées  l'une  dans  l'autre  au  moyen  d'une  substitution  R  qui 
possède  la  même  propriété,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Uj  =  HU,R-'. 

Il  donne  ici  une  nouvelle  démonstration  de  celle  proposition,  valable  à  la  fois 
pour  les  formes  bilinéaires  symétriques  et  pour  les  formes  bilinéaires  alternées. 

M.  Lœwy  répond  également  à  une  question  laissée  en  suspens  par  M.  Taber 
(M.  A.,  t.  XLVI  )  :  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  substitu- 
tion linéaiie,  qui  n'altère  pas  une  forme  bilinéaire  alternée  à  déterminant  non 
nul,  puisse  être  regardée  comme  le  carré  d'une  substitution  linéaire  de  même 
nature. 

Iloni  {J-)'  —  Utilisation  des  expressions  asvnjploliquos  pour  la 
reclierclie  des  intégrales  d'une  certaine  écpialiou  dilTérenlielle 
linéaire,  (l,  453-472;  II,  472-196). 

I^'é(| nation  didérenticlle 

d^-v       ,  ,   .  dv        ,  ,   , 

^  dP  -^(«.-^'  +  ^1)  'i^  -h{a,X'\-b.,)y  =  o 


peut,  quand  ré<|natioii 


A-  -i-  a^x  -h  a.  =  o 
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a  des  racines  dislincles,  ùlre  ramenée  à  la  forme 

(A)  a:y"-h{'k,-i-X,  +  2}y-i-  [x+i{l,  —  l,)]y  =  o. 

Elle  possède  deux  intégrales  linéairement  indépendantes 

où  les  G  désignent  des  fonctions  transcendantes  entières;  l'auteur  s'est  proposé 
d'étudier  ces  fonctions  dans  le  voisinage  de  x  =^  x  au  mo^^en  des  séries  diver- 
gentes 

s,  =  e"  x-'i^'  (  A„  4-  —■  -^  '—=+.. , 
\  X         X- 

\  X         X- 

dont  les  coefficients  sont  calculés  de  façon   à   satisfaire  formellenient  à  l'équa- 
tion différentielle. 
Le  cas  de  l'équation  qui  définit  les  fonctions  de  Bessel 


r/-J         I     di 
dx-    '    X  dx 


a  déjà  été  étudié  longuement  (Jordan,  Cours  d'Analyse,  t.  II). 

La  première  partie  est  consacrée  à  la  recherche,  pour  les  diverses  valeurs  de 
arg.o;  au  voisinage  de  a;  =  oc,  des  expressions  qui  représentent  asymptotique- 
ment  y,  et  y-,,  au  sens  adopté  par  M.  Poincaré.  Dans  la  seconde,  l'auteur  dé- 
termine le  genre  des  fonctions  entières  Gi{x)  et  0,(0;),  qui  est  égal  à  l'unité, 
en  utilisant  l'expression  as^mptotique  des  zéros  de  ces  fonctions. 

Application  est  aussi  faite,  dans  le  même  but,  des  résultats  connus  de 
MM.  Poincaré  et  Hadamard  sur  la  relation  entre  le  genre  et  la  croissance  du 
coefficient  de  x"  dans  le  développement  taylorien  de  la  fonclion. 

L'auteur  utilise  enfin  les  expressions  asymplotiques  pour  l'étude  des  inté- 
grales réelles  quand  x  est  très  grand. 

Sludy  {E.).  —  Le  problt-nie  d'Apollonius.  ( 497-5  i'^)- 

Suivant  l'exemple  de  M.  Klein  [Considérations  comparatives  sur  les  re- 
clierckes  géométriques  modernes  {M.  A.,  t.  XLIII)],  M.  Study  s'est  proposé 
l'étude  systématique  du  problème  classique  de  la  recherche  du  cercle  langent 
à  trois  cercles  en  faisant  jouer  au  groupe  (complexe)  des  transformations  cir- 
culaires, qui  est  le  plus  grand  groupe  de  contact  changeant  des  cercles  tangents 
en  cercles  tangents,  le  rôle  essentiel. 

La  solution  qu'il  recherche  doit  donc  garder  son  caractère  par  une  transfor- 
mation circulaire;  elle  doit  en  outre  faire  appel,  au  nombre  minimum  d'irra- 
tionnelles, avoir  le  plus  grand  degré  de  généralité  possible,  ne  devenir  illusoire, 
par  exemple,  que  lorsque  le  problème  lui-même  disparaît,  enfin  avoir  égard  à  la 
réalité  des  solutions  et  pouvoir  s'obtenir  par  des  constructions  réelles  toutes  les 
fois  où  il  existe  un  ou  des  cercles  réels. 

Toutes  ces  conditions  empêchent  qu'elle  puisse  s'exprimer  aussi  simplement, 
en  apparence,  que  celle  donnée  par  Cicrgonnc  qui   ne   satisfait  à  aucune  ifclles. 
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La  vérilable  simplicilé,  dil  railleur,  est  ccpendiint  là  :  les  formules  qu'il  oh- 
tient  présentent  en  e(Tet  une  sjmélrie  et  une  élégance  remarquables. 

Invariants  d'un  système  de  cercles  par  l'inversion  ;  comment  se  formule  algé- 
briquement le  problème.  Solution  algébrique.  Solutions  couplées.  Dépendance 
des  diverses  solutions.  Cercles  auxiliaires.  Triangles  spliériques  ;  invariants  des 
groupes  de  quatre  cercles  d'Apollonius.  Introduction  des  fonctions  elliptiques. 
Cercles  isogonaux  à  quatre  cercles.  Quadruples  de  seconde  espèce  et  cercles  de 
Hart.  Triples  supplémentaires  de  cercles.  Hexagones  associés,  extension  du 
théorème  de  Feuerbach.  Quadruples  couplés.  Les  triples  indépendants.  Géo- 
métrie (les  inversions  :  consLruclions  linéaires,  quadratiques.  Solution  géomé- 
trique du  problème  d'Apollonius.  Construction  des  cercles  de  Hart.  Conclu- 
sions. 

JVeber  {E .  V.).  —  Théorie  des  systèmes  en  involution  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  un  nombre 
quelconque  de  fondions  inconnues  et  de  variables  indépen- 
dantes, i'""  Partie.  (542-5-2). 

Tout  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  peut  être  ramené  par  l'in- 
troduction de  fonctions  inconnues  nouvelles  à  un  système  du  premier  ordre. 
Parmi  ceux-ci,  les  plus  intéressants  sont  les  systèmes  en  i/wolution  (au  sens 
de  Lie)  :  résolubles  par  rapport  à  certaines  dérivées  des  fonctions  inconnues 
z^.  ...,  z^^,  relatives  aux  variables  indépendantes  a:,,  ...,  x^,  et  parmi  ceux  de 
même  forme  admettant  les  solutions  les  plus  étendues. 

L'auteur  commence  par  étudier  les  conditions  qui  expriment  qu'un  système 
donné  est  en  involution  et  par  fixer  la  généralité  de  la  solution  la  plus  étendue, 
en  suivant  la  marche  adoptée  pour  cela  par  M.  Bourlet  (Ann.  de  VÉc.  Norm., 
1891).  L'examen  des  propriétés  d'une  certaine  matrice  le  conduit  à  la  théorie 
des  caractéristiques  et  à  la  définition  d'une  classe  particulière  de  systèmes,  les 
systèmes  normaux,  pour  lesquels  il  expose  une  théorie  d'intégration  basée  sur 
la  possibilité  de  réduire  alors  le  nombre  des  variables  indépendantes. 

Les  développements  sont  réservés  pour  un  second  Mémoire. 

Beke  (E.).  —  Sur  la  théorie  de  M.  Picard  des  équations  dillcrcn- 
tielles  linéaires  homogènes.  (573-582). 

Invariance  numérique  et  invariance  formelle  :  L'auteur  donne  un  exemple 
simple  montrant  qu'il  est  nécessaire  de  distinguer,  comme  dans  la  théorie  de 
Galois,  entre  ces  deux  invariances. 

Détermination  du  groupe  de  rationalité  : 

Si  l'on  connaît  l'équation  résolvante  iiréduclibic  dont  dépend  L  fonction  sen- 
sible de  .M.  Picard 

V  =  «I  r,  -\-. . .--  u^}\,, 

«il  les  u  sont  indéterminés,  les  coefficients  «1',,  ....  'I'^  de  celte  résolvante  de- 
meurent formellemenl  invariables  par  les  substitutions  du  groupe  dualistique 
au  groupe  de  rationalité,  et  par  celles-là  seulement. 

Fonction  rationnelle  attachée  à  un  f^rou/ie  donné.  Théorème  correspon- 
dant à  celui  de  Lasi'onse. 
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Beke  {E.).  —  Sur  la  simplicité  du  groupe  alterné.  (58 1-582). 
Le  théorème  supposé  vrai  pour  n  esl  démontré  pour  («  -h  i)  éléments. 

Gabier  {E.).    —    Démonslralion    d'une    formule    de   INI.    Sonin. 
(583-584). 

Démonstration  directe  de 

( —  I )"    /     e^'^'^"*?  cosn -j  rf'f  =     /      sin     ~  is | s~""'  ds. 

Reye  [Th.).  —  Nouvelles  propriétés  du  complexe  de  droiles  du 
second  ordre  (585-095). 

Dans  une  publication  antérieure  de  Tauteur  (/.  de  Crelle.  t.  8Î  )  se  trouve 
signalé  un  lien  remarquable  entre  le  complexe  quadratique  et  certains  systèmes 
covariants  de  surfaces  du  second  degré.  La  publication  du  Livre  de  M.  W.  Sturm 
sur  la  Géométrie  réglée  l'a  décidé  à  indiquer  ici  quelques  propriétés  nouvelles 
du  complexe  quadratique.  Ce  complexe  peut  être  particulier,  contenir  des  droiles 
doubles  (même  une  infinité);  dans  un  cas  spécial  il  peut  coïncider  avec  l'en- 
semble des  tangentes  d'une  quadrique;  on  suppose  seulement  que  toutes  les 
courbes  du  complexe  ne  sont  pas  inscrites  dans  un  des  tétraèdres  conjugués 
par  rapport  à  une  quadrique  fixe  V^  et  la  propriété  dualislique  correspon- 
dante. 

Une  quadrique  <I>.,  déquation  langenlielle 

et  la  quadrique  Fj  d'équation  ponctuelle 

21  x^^x^Xf^  =  o 
sont  apolaires  si  l'on  a 

jM.  Heye  dit  que  l",  soutient  ou  porte  <!>„  et  que  «l'^  s'appuie  ou  repose  sur  l'„. 
Les  plans  des  courbes  du  complexe  qui  reposent  sur  une  F^  enveloppent  une  «l'^ 
et  inversement.  Il  y  a  un  système  quadratique  à  huit  paramètres  de  F,  qui^OM- 
tiennent  les  <I>o  correspondantes;  ce  système  est  covariant  avec  le  complexe. 
Une  surface  du  second  degré  quelconque  est,  par  rapport  au  système  de  ces  F^, 
conjuguée  avec  d'autres  surfaces  dépendant  aussi  de  huit  paramètres.  Pro- 
priétés dualistiques  correspondantes;  relations  des  systèmes  à  huit  para- 
mètres F^  et  «I>;,  etc. 

Morley  {F.).  —  Construction,  par  la  règle,  d'un  point  covariant 
avec  cinq  points  donnés.  (596-(3oo). 

L'auteur  donne  une  construclion  projeclive  du  covariant  linéaire  d'une  forme 
binaire  du  cinquième  degré.  On  peut  supposer  les  rin(|  points  sur  une  ronif|ue. 
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Si  cette  coni(Hif  est 

en  prenant  les  points  t,^  {t.  =  i,  . .  .,  in),  l'invariant 


< 


r)x,  "    f)X.,  ■    OX,' 


égalé  à  zéro,  exprime  que  les  -in  points  sont  à  eux-mêmes  leurs  apolaires. 

Si  l'on  prend  cinq  points  sur  la  conique,  on  peut  de  deux  manières  différentes 
ajouter  un  sixième  point,  de  façon  à  obtenir  un  système  de  six  points  apolaire 
à  lui-môme;  la  droite  qui  les  joint  peut  être  construite  projectivement  :  elle 
coupe  la  tangente  en  un  des  cinq  points  de  la  conique  à  son  intersection  avec 
\à  polaire-conjuguée  de  ce  point  par  rapport  aux  quatre  autres.  (La  polaire- 
conjuguée  d'un  point  est  la  polaire  du  point  conjugué  du  premier  par  rapport 
à  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points.) 

.M.  Morley  construit  ensuite  un  système  de  six  points  apolaire  avec  un  couple 
triple  et  en  déduit  un  point  de  la  conique  qui  représente  un  autre  covariant  li- 
néaire. 


Tome  L,   iSy8. 

ït eber  {H.)-  —  Sur  les  groupes  de  nombres  dans  les  corps  algé- 
briques (3^  Partie).  Applicalion  à  la  multiplication  complexe  et 
à  la  division  des  fonctions  ellipti(|ues.  (1-26). 

L'auteur  adopte  les  notations  de  son  Ouvrage  (Fonctions  elliptiques  et 
Nombres  algébriques.  Braunschweig,  1891). 

Fonctions  elliptiques  de  Weierstrass.  Multiplication  complexe  de  p(«). 

Les  corps  de  la  division.  Multiplication  des  fonctions  de  Jacobi.  L'équation 
de  la  division  pour  m  impair.  Application  aux  modules  singuliers.  Irréductibi- 
lité de  l'équation  de  la  division  pour  les  modules  singuliers.  Les  idéaux  pre- 
miers du  corps  il. 

Kneser  {A.).  —  Sur  le  calctil  des  variations.  (2--5o). 

Si  l'on  considère  toutes  les  courbes  G  pour  lesquelles  la  première  variation 
d'une  intégrale 


i^f/[a:,y/^)clx 


s'annule,  et  si  toutes  les  courbes  C  qui  passent  en  un  point  A  ont  une  enve- 
loppe r,  l'intégrale  J  prise  le  long  d'une  d'entre  elles  C,,  à  partir  du  point  A, 
cesse  d'être  un  minimum  quanil  on  l'élend  jusqu'au  point  de  contact  de  cette 
courbe  C,  avec  l'enveloppe  1'. 

M.  Kneser  démontre  analyliquemenl  cette  proposition,  étudiée  en  détail  par 
M.  Darboux  pour  le  cas  des  géodésiqucs  et  étendue  au  cas  général  des  courbes 
<lont  la  courbure  géodésique  est  une  fonction  donnée  des  coordonnées  {Leçons 
sur  la  Théorie  des  sur/aces.  Livre  VI). 
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Liebmann  {II-)-  —  Classification  des  mouvenients  d'un  solide  au- 
tour d'un  point  fixe  d'après  la  nature  du  groupe  des  paramètres. 

(5i-6;). 

M.  T.  Levi-Civita  a  appliqué  dans  deux  Notes  récentes  la  théorie  des  groupes 
de  Lie  à  la  recherche  de  cas  intégrables  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un 
point  fixe  (Roma,  Ace.  dei  Lincei  Rendiconti,  1896).  Sur  les  indications  de 
M.  Klein,  l'auteur  recherche  systématiquement  tous  les  cas  où  le  potentiel  et 
la  force  vive  admettent  des  transformations  infinitésimales  formant  un  groupe 
à  deux  paramètres,  ce  qui  conduit  à  des  mouvements  qu'on  peut  déterminer  par 
des  quadratures. 

Bolza  (O.).  —  L'involution  cubique,  la  tiiseclion  et  la  transfor- 
mation du  troisième  ordre  des  fonctions  elliptiques.  (68-102). 

Si  l'on  représente  la  variable  —  d'une  involution  cubique  par  les  points  d'une 

conique,  les  côtés  du  triangle  qui  correspond  à  un  groupe  involutif  enveloppent 
une  seconde  conique  fixe  (conique  d'involution  )  ;  il  existe  donc  une  relation 
entre  cette  théorie  et  celle  des  triangles  inscrits  dans  une  conique  et  circonscrits 
à  une  autre,  c'est-à-dire  avec  la  division  par  trois  des  fonctions  elliptiques.  C'est 
cette  relation  que  l'auteur  développe  :  il  en  déduit  l'expression  par  les  fonctions 
elliptiques  de  toutes  les  involutions  cubiques  avec  des  éléments  singuliers  don- 
nés; les  invariants  rationnels  de  l'invulution  sont  obtenus  comme  formes  mo- 
dulaires elliptiques,  etc. 

Il  montre  ensuite  que  les  fonctions  elliptiques  associées  à  deux  involutions 
cubiques  conjuguées  dérivent  les  unes  des  autres  par  une  transformation  du 
troisième  ordre. 

La  recherche  de  certains  combinants  irrationnels  de  l'involution  amène  l'au- 
teur à  des  fonctions  elliptiques  et  modulaires  de  seconde  et  sixième  espèce,  dont 
il  trouve  l'interprétation  géométrique  parla  considération  du  triangle  conjugué 
commun  aux  deux  coniques,  et  qui  se  rattachent  aux  fonctions  considérées  par 
M.  Fricke  {Modulfonctionen). 

Pelrovitch  (^J/-)-  —  Contribution  à  la  théorie  des  solutions  sin- 
gulières des  équations  différenliellcs  du  premier  ordre.  (io3-i  i  2). 

Il  [leut  arriver  que  la  fonction  j'(j;)  qui  vérifie  la  relation 

Q(x,  j>')  =  o, 

résultat  de  l'élimination  de  j-'  entre  l'équation  algébrique  ilu  premier  ordre 

^•{j:-:  y,y')  -  0 

et  sa  dérivée 

dV 

satisfasse  à  l'équation  différentielle  sans  être  une  enveloppe  des  courbes  inté- 
grales. Il  suffit  pour  cela  qu'elle  rencontre  ces  courbes  intégrales  eu  des  points 
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lixes.  M.  l'elrovitL-li,  s'appuyant  sur  un  n'-sultat  antérieur  (Sur  les  zéros  et  les 
infinis  des  intégrales,  Paris,  1894  ),  reclierche  dans  quel  cas  une  équation  donnée 
possède  de  telles  solutions  particulières,  et  signale  le  parti  qu'on  en  peut  tirer 
pour  l'intégration. 

Gordan  (P.).  —  llésiillanLs  des  formes  ternaires,  (i  12-1 32). 
Soit  une  forme  ternaire,  produit  de  formes  linéaires 


si  les  points  u^  forment  l'intersection  complète  de  deux  courbes  /,,  /.,,  les  in- 

variaals  simultanés  symétriques  II  des  facteurs  linéaires  ?/„  ,  ...,  u„     sont  aussi 
.       .  .  .  "  *  "■ 

des  invariants  simultanés  des  formes  /^  et  /j. 

Le  résultant  d'une  forme  quelconque  /=  a"  et  de  /,  cl  f-i  est  une  fonction 

entière  des  coefficients  de  ces  trois  formes. 

D'après  la  formule 

c'est  aussi  un  invariant  simultané  symétrique  de  /  et  des  a;  il  se  laisse  déve- 
lopper en  somme  dont  les  termes  peuvent  s'obtenir  par  rejet  {Ueberscliiebung) 
des  n  sur  les  invariants  de/  et  dont  les  coefficients  sont  numériques. 

Il  existe  un  invariant  V  dont  l'évanouissement  exprime  que  /  se  décompose 
en  facteurs  linéaires;  le  résultant  est  alors  un  invariant  simultané  K,  de  y  et 
de  V. 

Si  V  ^  o  la  différence  R  —  H,  est  une  somme  de  termes  qui  s'obtiennent  par 
rejet  de  V  sur  d'autres  formes  convenablement  choisies;  si  n^  ni  cette  dilfé- 
i-ence  est  nulle. 

Calcul  et  expression  symbolique  du  résultant  d'une  forme/  biquadralique  et 
de  deux  formes  quadratiques. 

Nœther  {M.).  —  James-Joseph  Sjlvestcr.  (i32-i5(3). 

Notice  sur  les  travaux  de  Sylvester. 

Brill  {A .).  —  Sur  la  décomposilion  d'une  forme  ternaire  en  fac- 
teurs linéaires.  (iS^-iSa). 

Conditions  nécessaires.  Conditions  suffisantes.  Examen  du  cas  n  =  3. 

.M.  Brill  indique  un  système  de  3(«  —  i)'  relations  entre  les  coefficients  des 
formes /,, /o,  ...,/„  à  deux  variables  qui  donnent  les  conilitions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  la  forme  ternaire  d'ordre  n 

^•/o +  <"-'/, +•..+  //,.-,+./„ 

soit  un  produit  de  facteurs  linéaires.  Ces  relations  ne  sont  pas  indépendantes. 

Sclileiermacher  (/>.).  —  Sur  les  fondions  llièla  à  \\{:v\^  variables 
et  les  surfaces  de  Kummer  corrcspondanles.  (i83-2i2). 

.\près  avoir  rappelé  les  points  essentiels  de  la   théorie  des  fonctions  ihèta  de 
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deux  variables,  l'aiileur  nionlre  comment  on  peut  dctluire  des  formules  de 
H.  Weber,  qui  donnent  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dune  surface  de 
Kummer,  des  formules  analogues  et  simples  donnant  les  coordonnées  d'un  plan 
tangent  à  cette  surface.  Ces  dernières  mettent  en  évidence  le  fait  que  la  surface 
est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  certaines  quadriques. 

Des  formules  moins  simples  se  déduisent  pour  les  coordonnées  tangentielles 
des  expressions  de  Cayley  pour  les  coordonnées  ponctuelles:  l'auteur,  en  les  si- 
gnalant^ xihsei've  que  M.  Klein  en  est  passé  très  près  en  étudiant  les  configura- 
tions remarquables,  à  la  fois  inscrites  et  circonscrites  à  la  surface  (.1/.  A., 
t.  XWII).  D'autres  expressions  des  coordonnées  ponctuelles  au  moyen  des  fonc- 
tions thêta  (le  deux  variables  sont  indiquées. 

L'auteur  recherche  ensuite  l'expression  des  fonctions  Ihèla  avec  un  argument 
double  au  moyen  de  carrés  de  fonctions  thêta  de  même  module  avec  un  argu- 
ment simple,  et  applique  ses  formules  à  l'étude  du  système  sextuple  de  surfaces 
de  Kummer  qui  touchent  une  surface  donnée  suivant  une  courbe  du  huitième 
ordre.  D'autres  formules  liant  entre  elles  les  fonctions  thêta  de  deux  sj^slèmes 
de  quatre  arguments,  qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  substitution  or- 
thogonale, ont  pour  but  d'éclaircir  le  sens  du  théorème  d'Abel,  sous  la  forme 
utilisée  par  .M.M.  Klein  et  Huniberl,  dans  la  théorie  des  fonctions  thêta. 

Moore  (E.-II.).  —  Un  invariant  universel  pour  les  groupes  Unis 
de  substilutions  linéaires,  avec  application  à  la  réduction  d'une 
substitution    linéaire  de   période   linie   à  sa   Ibrme    canonique. 

(2î3-2I()). 

Tout  groupe  fini  de  substilutions  linéaires  et  homogènes  à  n  variables  laisse 
invariante  une  forme  d'Hermite  (forme  bilinéaire  à  indéterminées  conjuguées, 
les  coefficients  correspondants  étant  conjugués):  cette  forme  peut  toujours  être 
prise  égale  à 

xl  étant  la  quantité  imaginaire  conjuguée  de  x^. 

Maschke  (//•)•  —  La  réduction  des  substilutions  linéaires  et  lio- 
mogènes  de  jjériode  finie  à  leur  forme  canonique.  (220-224). 

.\pplicalion  d'une  méthode  employée  par  Lipschitz  {Acla  Mathematica, 
t.  X.  p.  187)  pour  exprimer  qu'une  substitution  linéaire  est  de  période  finie,  au 
j)roblème  indiqué. 

Moore  (E.-IJ.).  —  Concernant  les  svslèmes  de  ternes  abéliens 
réguliers  Iransilil's.  (224-240). 

Tout  système  de  ternes  A,  de  t  éléments  (/  =  6m  -H  i,  6m  -f-  3  )  est  invariant 
[>our  un  certain  groupe  maximum  G^de  substitutions  de  ses  f  éléments;  ce  sys- 
tème est  dit  transitif  si  le  groupe  G,  l'est,  cyclique  si  G,  contient  une  substi- 
tution circulaire  de  tous  ses  éléments. 

Si  le  groupe  G,  contient  un  sous-groupe  régulier  ll|  de  t  éléments,  A,  est  dit 
régulier;  A,  |  H,'  représente  cet  aspect  régulier  de  A,.  Deux  aspects  qui  ne  dif- 
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fèrent  que  par  la  notation  des  éléments  sont  équivalents.  Si  H,'  est  un  groupe 
abélien,  A,  est  abélien  et  régulier. 

Un  groupe  abélien  il'ordre  t  est  caractérisé  par  son  caractère  invariant 

[y/;,,  ...,  /.;■.,  ....  py] 

(  groupement  des  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  les  ordres  des  divers  groupes 
cycliques  contenus  dans  H,). 

Les  ternes  d'un  système  A,,  d'aspect  abélien  régulier  A,    H,,  se  par- 
tagent en  «2,  configurations  Cf^l  ^        1  et  m„  configurations  CfA  ,     ,     )  régu- 

jières  par  rapport  à  H',;  ces  configurations  dépendent  elles-mêmes  de  certains 
groupes  de  six  éléments  (ou  deux)  de  H,.  L'auteur  fait  effectivement  la  con- 
struction de  ces  groupes  et  détermine  l'aspect  correspondant  quand  H,  est  un 
groupe  abélien  d'ordre  G/?i-(-3  a3'ant  un  seul  caractère  invariant  3  et  que  l'on 
prend  /h,  =  »i,  /??,  =  o,  ou  encore  pour  certaines  valeurs  t  =  iim-hi  (où  les 
facteurs  premiers  de  la  forme  6/,-  +  5  entrent  un  nombre  pair  de  fois)  quand  II, 
est  un  groupe  abélien  dont  le  caractère  invariant  ne  renferme  que  des  facteurs 
premiers  à  la  première  puissance,  dans  l'hypothèse 


Baiir  {L-)-  —  Sur  les  racines  dislinctes  J'iino  équalion  algébrique; 
(Lellre  à  M.  H.  Weber).  (241-24G). 

Si  la  variable  y  est  liée  à  x  par  une  équation  algébrique  de  degré  n  en  y, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que.  parmi  les  valeurs  y^,  ...,  y^^ 
de  y  pour  x  =^  a.,  il  s'en  trouve  précisément  0  distinctes  est  que  tous  les  mi- 
neurs de  degré  (  ?  -t-  i  )  du  système 

!«/.+.  I         (^'.  '  =  o,  1,  ■•.,  n  —1) 

s'annulent  pour  x  =  a,  sans  qu'il  en  soit  de  même  pour  les  mineurs  de  de- 
gré p,  ou  encore  que  le  rang  du  système  précédent  soit  p. 

Après  avoir  démontré  et  transformé  île  dilférenles  manières  cet  énoncé,  .M.  lîaur 
indique  le  moyen  d'obtenir  comme  déterminant  Téqualion  de  degré  p  qui  dé- 
termine les  racines  distinctes. 

lioitssic/ne  (C).  —  Sur  les  ft)i'nies  canoniques  d'une  expression 
elill'ércnlielle  X,  c/.r,  -r  .  .  . -{-  \p  dxp.  [•i^--:i{So^. 

Extrait  abrégé  d'un  travail  de  l'auteur  {Mémoires  de  l'Université  de  la  i\ou- 
velle  lîussie,  t.  LXVII,  1896)  qui  a  pour  but  de  donner,  pour  trouver  les  rela- 
tions entre  deux  formes  canoniques,  une  méthode  nouvelle  basée  sur  des  pro- 
priétés nouvelles  des  variables  de  la  forme  canonique.  Ces  propriétés  sont 
exprimées  par  les  formules 


àfi        (i*^ 

''/.    _        do. 

oV,  _ 

f/a>. 

Cil  F,   _  oo. 

O'^k  ~  «>•'■  ' 

t>4>i.            (yF.' 

0?,  ~ 

.'/.' 

(y«l>4  ~  à/, 
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si  l'on  suppose  la  forme  réduite  paire 

*,  d-^,  +...--*,.  dr„  =  F,  rf/,  -i-  F,  rf/,  +. . .-  F,.  d/„, 

/,  F  sont  2n  variables  indépendantes. 

Si  Ton  considère  une  forme  réduite  impaire 

f//,+  F,f//,-t-...+  F„^,rf/„^, 
à  {2n-hi)  variables  indépendantes  et  sa  transformée 

on  aura  les  relations 


dF. 

=   0,             ■    =  0, 

'''-■?. 
()F.             â<P, 

ô-ik        àF,  ' 
ÔF,        do^ 

à1',  ~  0/;' 

àf, 

Hcfjter  {[-,•)■  —  Sur  les  groupes  métacjcliques  et  les  configura- 
tions voisines.  (2G 1-268). 

Construction  d'un  domaine  géométrique,  voisin  du  réseau  de  polygones  de 
W.  Dyck,  qui  demeure  invariant  par  les  substitutions  du  groupe  niélacyclique 
G^(p_i)  engendré  par 

l'auteur  en  déduit  une  fonction  invariante  par  ce  groupe. 

Riidzki  (M. -P.).  —  Sur  une  classe  de  problèmes  d'iiydrodjna- 
niique  avec  des  conditions  aux  limites  particulières.  (2(39-281). 

Il  s'agit  de  cas  où  la  pression  à  la  surface  du  liquide  ou  à  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  liquides  en  mouvement  est  constante.  L'auteur  signale  le  sui- 
vant (où  l'on  peut  intégrer),  qu'il  étudie  en  détail  et  applique  à  divers  exemples 
numériques  : 

Mouvement  stationnaire,  non  toitrbillonnaire,  d'un  liquide  incompressible 
pesant,  quand  il  peut  être  ramené  à  un  mouvement  à  deux  dimensions  dans 
un  plan  vertical  yOx  {Oy  verticale  vers  le  haut). 

Soient  : 

p  la  densité  du  liquide; 
9  le  potentiel  des  vitesses; 
1^  la  fonction  de  flux; 
p  la  pression. 

L'énergie  potentielle  par  unité  de  volume  est  C  —  0 gy;  l'énergie  cinétique 
pour  ce  même  volume  sera 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  ■>■"  série,  t.  \\\L  (.Mai  1907.)  R.8 
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Si  le  liquide  est  limité  p;ir  un  sol  fixe,  dont  l'équation  en  x,  y  est  F  =  o,  on 
aura  aux  limites 

•|  =  o         pour        r  =  0. 


A  la  surface,  on  aura 
avec 


V  =  Vi 


;4(l)'-(Sy]  =  ^-.--- 


la  forme  de  la  surface  <^  =  'i,  est  naturellement  à  ti'ouver. 
Si  l'on  pose 

w  =  9  -+-  i(t{/  —  (>,), 
z  —  X  -h-  iy, 


!\I.  lîudzki   trouve 


OX  (JX 


■'«  [\  +  ,  B  +  3  /  -  fe"'^  ch^) 


A  —  iB  — 3/V  fe''^d-i. 
l)Our  'il  —  t^,  =  o,  et  à  l'intérieur  du  liquide 


1 
e-e  l'  V  —  j B  —  3  ig  fe^  cho)' 


V  +  f  B  -I-  3  s;i 


où  0  est  une  fonction  de  w  dont  la  partie  imaginaire  s'annule  pour  -^  =  i!/,  el 
où  6  désigne  alors  la  partie  réelle.  On  peut  déterminer  la  forme  de  0,  connais- 
sant celle  du  sol  >^  =  o,  ou  se  donner  arbitrairement  0  et  calculer  ij». 

JVeltzicn  (C).  —  Sur  les  puissances  de  déterminants.  (281-284). 
PochJianinier  [L.).  —  Sur  les  équations  dlflerenlielles  des  séries  F 
du  quatrième  ordre.  (285-002). 

D'après  les  niétliodes  indiquées  par  l'auteur  et  appliquées  par  lui  aux  séries  h" 
du  troisième  ordre  {M.  A.,  t.  XLVI),  il  étudie  ici  les  séries  F  du  quatrième 
ordre  et  intègre  les  équations  dillércntielies  qu'elles  vérilient  par  des  intégrales 
définies  triples,  en  ramenant  le  problème  au  troisième  ordre. 

La  série  I''  d'ordre  n  la  plus  générale  est,  par  définition,  avec  m  en, 

F(a,-t-..."  a,„;  &,,  ....  p„    ,;  J7)  =  I 


a,(g,+  0  a^(a,-f-  1). . .  a„.(  a„,  +  i)        ^ 
i.2p,(p,4-i)  p„(p,-f-  1)...  p„_,(p,._,-i-») 


L'équation  du  quatrième  ordre 


,      d-r       ,  ^  dv 

-H  (  P  J  +  OT  -H  a?  -I-  p  4-  (7  -i-  T  -f-  I  )  X   - — .   -h   (  p7T  —  j-  )   -7 a  >'  =  o 

'         '  '  dx-         '  dx 
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admet,  comme  solutions  principales,  les  séries 

F(  a;  p,  (T,  t;  a;),        x^-^F  {  a  —  ?  +  i;  2  —  p,j  —  p~i,T  —  p-+-i;  a;) 

et  celles  qui  se  déduisent  de  la  seconde  par  permutation  circulaire  de  0,  s,  7. 
La  substitution 

y  =   f     e'''  iv-~  \\\  chv 

donnera  pour  W,  une  équation  de  même  forme  que  (i),  mais  du  troisième 
ordre  seulement,  qu'on  sait  intégrer  par  une  intégrale  double.  Le  cas  /i  =  4> 
«1=  I  est  ainsi  élucidé.  Les  cas  ni  =  2,  «i  =  3  se  traitent  de  même. 

LiUenllial  [R.  v.).  —  Sur  la  lliéorie  des  transfonnalions  de  con- 
tact (3o3-3i3). 

La  Géométrie  des  transformations  de  contact  de  S.  Lie  a  inspiré  à  l'auteur  le 
désir  de  reclierclier  les  transformations  de  contact  qui  changent  en  ellcs-niénies 
les  courbes  intégrales  d'une  équation  de  PfalT.  et  qui,  comme  les  transforma- 
tions de  contact  du  plan,  dépendent,  en  ouire  des  trois  coordonnées  ponctuelles, 
d'une  quatrième  variable  qui  sera  la  tangente  dun  certain  angle. 

Bolza  (O.). —  Sur  la  réduction  des  intégrales  hjperellipliques 
du  premier  ordre  aux  intégrales  eilipliques  par  une  transforma- 
tion du  troisième  degré.  (3i4-324). 

Quand  une  intégrale  hyperelliptique  de  première  espèce  de  genre  /)  =  2  est 
réductible  par  une  transformation  rationnelle  de  degré  fc  à  une  intégrale  ellip- 
tique, il  en  existe  toujours  (théorème  de  Weierstrass-Picard  )  une  autre  qui 
possède  la  même  propriété;  sa  détermination  par  voie  algébrique  est  difficile. 
Pour  k  =  3,  M.  Goursat  y  est  parvenu,  par  un  artifice  de  calcul  qu'il  n'a  jus- 
tifié en  aucune  façon.  M.  Bolza  s'est  proposé  de  traiter  la  question  géométri- 
quement, en  partant  de  théorèmes  sur  l'involution  cul)i<]ue;  après  avoir  retrouvé 
successivement  les  deux  intégrales  réductibles,  il  montre  comment  on  parvient 
naturellement  aux  transformations  de  calcul  indiquées  par  M.  Goursat. 

^.  •    ,,•         .  ,  /*  (-2^^)    (-^  ^^•^)  ■      .,  ,        >  r  1   ■         •  1  •      ■•  A 

Si  lintegrale    /    -^ -== — -.  ou  l{{x)  est  une  forme  binaire  du  sixième  de- 

gré,  est  réductible  à  une  intégrale  eliipli(iue  par  une  transformation  du  troi- 
sième degré 

_  _  iijx) 

*"~    V(X)' 

ii{x)  peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  du  Iruisicme  degré 
o=(a:a,)(.ra,)(a;a,),         à  ^  {x'^,)  {x'^,)  {x'^,), 
de  telle  sorte  (|uc  a,,  a,,  x.^  conslilnenl  un  tiiplc  de  l'iiividulidn  cubique  J, 

7,  u  H-  [XI'  —  o, 
pendant  que  ,3,.  |î.,,  ,3^  sont  troi?  points  de  ramilicalinn. 


io8  SECONDE    l'A  HTIK. 

Le  zéro  S  est  alors  rélémenl  double  correspondanl  au  qualriiime  point  de  ra- 
mification. 

Si  l'on  représente  x^'.x^  par  les  points  d'une  conique  N,  les  triangles  dont 
les  sommets  sont  des  triples  de  l'involution  enveloppent  une  seconde  conique  J  : 
la  condition  de  réduction  est  qu'il  existe  une  coni(iue  inscrite  dans  le  triangle 
Oj,  «2,  aj  et  circonscrite  à  p,,  ^„  ^j. 

En  prenant  la  polaire  réciproque  de  la  figure  par  rapport  à  la  conique  S,  pour 
laquelle  les  triangles  a  et  ^  sont  polaires  réciproques,  on  a  une  seconde  co- 
nique J'  définissant  une  nouvelle  involution  cubique  à  laquelle  correspondra  la 
seconde  intégrale.  Le  point  ô'  est  le  zéro  de  cette  seconde  intégrale. 

En  prenant  pour  variables  les  facteurs  {xo)  et  (xZ')  on  obtient  les  formes 
normales  de  M.  Goursat. 

Boltzmann  (L.).  —  Sur  la  courbe  H,  (325-332). 

L'auteur  s'est  proposé  d'indiquer  les  propriétés  de  la  courbe  H  qu'il  a  utilisée 
pour  expliquer  certains  théorèmes  de  sa  théorie  cinétique  (  Wied.  Ann..  t.  LX  ) 
en  rattachant  sa  construction  à  un  problème  simple  de  probabilités. 

Une  urne  contient  un  nombre  égal  de  boules  blanches  et  de  boules  noires 
identiques:  on  tire  au  hasard  une  boule  et  on  la  remet;  désignons  dans  leur 
ordre  par 

Z       ,.   ,  Z_j;^,,  ....  Z^,,  Z,,  ...,  /-^ 

(  2  N  -T-  i)  de  ces  tirages. 

Soit  en  outre  n  un  nombre  pair  quelconque  inférieur  à  2N-4-2;  désignons 
par  Oj.  le  nombre  des  boules  blanches  données  par  les  n  tirages 

7         7  7 

où /.' peut  prendre  une  quelconque  des  valeurs  comprises  entre  — i\'  et  N— /j-i-i. 
A  chaque  valeur  de  k,  M.  Boltzmann  fait  correspondre  le   point  13j,   dont   les 
coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  sont 

.K.  =  X  ~  - ,  A,  B.  =  y  =    I : 

N 
il  fait  ensuite  augmenter  indéfiniment  n  et  .\  de  façon  que  —  augmente  aussi  in- 
définiment :  la  différence  des  abscisses  des  deux  points  Bj  et  B^^,  est  —  ?  celle  des 

ordonnées  est  au  plus-;    ces  deux    points    se    rapprochent   donc.    L'ensemble 

des  Bj  constitue  la  courbe  H:  .M.  Boltzmann  montre  qu'on  peut  la  compléter 
entre  deux  points  Bj  et  B^_^,  de  façon  à  obtenir  un  trait  continu,  dont  il  étudie 
l'allure. 

Landsbcrg  (G.).  —  Recherclies  iilgébriquos  sur  le  ihéorcine  de 
llieniaiin-Uocli.  (333-38o). 

Suivant  la  voie  nu\erle  par  le  .Mémoire  fundamontal  de  nodcl\ind-\\  eber 
{J.  de  Crelle,  l.\)'l),  l'auLcur  s'est  proposé  de  donner  du  ihéorèmede  Biemann- 
Hoch   une  démonstration   purement  algébrique,   en   ccarlant  toutes  considéra- 
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lions  géométriques  ou  de  théorie  des  fonctions.  Néanmoins,  dans  le  travail 
actuel,  il  s'est  servi  des  résultats  de  Puiseux  sur  les  développements  en  série 
d'une  fonction  algébrique  au  voisinage  d'un  point  singulier  au  lieu  d'employer 
les  systèmes  de  modules  de  Dedekind  ou  les  systèmes  de  diviseurs  de  Kro- 
necker. 

Le  théorème  de  Riemann-Roch  et  la  formation  immédiate  des  intégrales 
abéliennes  d'un  corps  algébrique  avec  des  infinis  donnés  à  l'avance  résultent  de 
la  proposition  suivante  qui  est  fondamentale  : 

Soit  (G)  un  système  quelconque  de  m  points  qui  peuvent  être  ou  non 
distincts  et  distincts  ou  non  des  points  de  raniijication;  il  y  a  toujours  une 
forme  binaire  entière 


qui  s'annule  en  tous  les  points  G  :  ses  autres  zéros,  en  nombre  n\ — m  =  ni', 
quand  n  désigne  l'ordre  du  corps  algébrique  que  l'on  étudie,  forment  un 
système  (H)  réciproque  de  G. 

Soient  alors 
a>,  =  S6„,H,„         <Î.,  =  -6„,H,,         ...,        4>,.  =  £6„,IL.        {h^j,....n) 

un  système  fondamental  de  formes  pour  toutes  les  formes  entières  qui  s'an- 
nulent en  (H)  [toutes  ces  formes  sont  linéaires  et  homogènes  en  «P,,  ...,  <!>,,, 
les  coefficients  étant  des  formes  binaires  de  même  dimension];  si  l'on  calcule 
au  moyen  des  équations 

PZ^,  =  i:6„,,T,.        {g,  h  =  i,2,  ...,n) 

les  n  formes  V,,  ...,  ^'j,,  elles  forment  un  système  fondamental  pour  toutes 
celles  qui  s'annulent  en  (G). 

Dans  cet  énoncé,  il  est  nécessaire  de  rappeler  la  définition  des  H  et  des  Z  : 
les  H  forment  pour  le  corps  algébrique  un  système  fondamental  absolu,  à 
l'aide  duquel  toute  forme  entière  du  corps  s'exprime  linéairement,  les  coeffi- 
cients étant  des  formes  binaires  en  x,,  x^;  les  Z  sont  les  éléments  réciproques 
du  système  formé  par  les  H  et  leurs  conjuguées,  ou  encore  sont  un  système 
fondamental  particulier  des  formes  de  première  espèce. 

Pick  (G.).  —    Sur   la   ihcoiie  des  formes   appartcnanl  à  un   do- 
luaine  algébrique.  (381-397). 

l.  Définition  et  élude  du  rejet  {L'eberscliiebung)  dans  un  dumaine  algé- 
brique. 

Dans  un  domaine  algébri(|ue  de  genre  j>,  soit  t,  l'une  des  3/)  —  3  variables 
automorpties  sans  singularités;  supposons  ciue  l'on  [)uisse  écrire 

^  Ç] 

^  =  -' 

où  H,.  ;.  n'ont  pas  de  singularités  et  suliisscnl  par  luut  di'idaccmcnt  fci-niè  dans 
le  ddiiiaine  une  sui)Stitutii)ii  linéaire  et  l)nnioi;ènc  de  dètermiriarit   i   (  rexisteiico 
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de  ces  fonctions  et  l'arbitraire  dont  elles  dépendent  n-sulteronl  de  la  formation 
de  l'équation  dinércntielle  qu'elles  vérifient).  M.  Pick  prend  ;,  et  ç^  comme  va- 
riables indépendantes  :  (  Ç,  rfÇ,  —  ç,  rf;,  )  =  f/w  est  de  degré  -r-  2,  les  adjointes  » 
sont  de  degré  —  2,  etc.  Si  A,  B  sont  deux  formes  de  degrés  respectifs  a,  ^, 

wv    Rx       4  ArfB--  Bf/A 

définit  le  premier  rejet  de  A  et  B. 

Si  z^,  z.  sont  deux  formes  multiplicatives  entières,  sans  points  de  ramifica- 
tion avec  n  zéros  et  les  mêmes  n^uUiplicaleurs,  z  =  —'  est  une  fonction  à  n  va- 
leurs du  domaine;  la  relation 

as  = — —TT^ —  clbi 

p  —  i         zi 

montre  que  les  zéros  de  {z^,  s,)'  sont  les  points  de  ramification  de  la  surface 
de  Riemann  qui  représente  le  domaine  sur  le  plan  complexe  ::. 

Une  étude  des  rejets  d'ordre  supérieur  des  formes  du  domaine  conduit  en 
particulier  à  l'identité 

a-^  3  —  2 

(A,  B)-=  M  H '—^ «t'.AB, 

(a  — iM,i  — ') 

où  !SI  désigne  une  forme  multiplicative  entière  de  même  degré  que  (A,  B)-  et 
possédant  les  mêmes  multiplicateurs,  et  où  <l>  de  degré —  4  cn'ec  \p  —  4  zé/'os 
est  indépendante  de  A  et  B  et  sans  points  de  ramification.  M.  Pick  applique 
ce  résultat   à    l'établissement   des  équations   diirérenlielles  qui    définissent    les 

fonctions  ç,,  \.,. 

Si  -  =  — '  est  une  fonction  uniforme,  ;;,.  ^j  étant  des  formes  multiplicatives 

de  degré  v,  sans  points  de  ramification,  et  si  Ton  représente  par  [a,  6]'  un 
rejet  où  les  variables  sont  z^,  z„.  on  a,  par  exemple,  en  posant 

{z,,z,y  =  z,      {z,,z,y  =  ^, 

l'équation 


Ov  — .s    3    " 

dont  ^^,  5,  sont  deux  solutions  particulières.  Dans  cette  équation  -  se  réduil,  en 
tenant  compte  de  la  formule  raj>peléc  plus  liaut,  à 

Gv  -  S 


(v_,)(v--..) 


<!', 


où  <i>  pourra  être,  jiiir  suite,  une  forme  entière  s;m>;  points  de  ramilicalion  avec 
4/>  —  4  zéros. 

II.  l^a  seconde  Parlie  du  travail  cnntirnl  r.ip]dication  à  un  domaine  hyperrl- 
liplique,  à  un  domaine  binaire  et  l'indication  des  problèmes  à  résoudre  (calcul 
de  trois  formes  fondamentales)  pour  un  domaine  algébrique  (|uclcunquc. 


lU'VUE    DES   PUBLICATIOXS.  m 

Par  exemple,  pour  un  dumaine  lij'perelliplique 

on  peut  poser 

sjf 
en  prenant  deux  formes  linéaires 

i/.   =   U^  C|   +  «2^2' 

on  a 

ce  qui  donne,   pour  l'équation  non  singulière, 

Staude  (O.).  —  Les  fondements  algébriques  des  propriétés  fo- 
cales des  surfaces  du  second  ordre.  (388-428). 

Les  propriétés  focales  des  cinq  espèces  de  quadriques  résultent  des  deux  iden- 
tités 

—  a- {a-  —  cP)  {a-  —  e^ )  !  — r  H r;^ — 7:  H ~ — ^  —  i  ! 

(a-        a-  —  d-       a-  —  e-         ) 

T..  -f-  r;  -^  r,  -{-  r\  —  4e  -  - 

4  / 


^^-(^•--"^•^-^•'-'•■' 


)     (         V  4 


—  p{p  —  e)^^~-  -^7^  +  -i-r  —  p  ;  =(/>— JT  — r,  )(/?— :r— r,)  (/>  — x  — /•,), 


dans  lesquelles  : 

1°  Les  quantités  r^,  r\,  r\,  r\  sont  le  maximum  et  le  minimum  de  chaque 
somme  des  distances  d'un  point  c  pris  sur  l'ellipse  focale  à  l'un  de  ses  foyers  et 
au  Y>o\n\.  {x,  y,  z)  ; 

2°  r,,  /•;,  /-j  sont  définis  de  même  à  l'aide  de  la  parabole  focale. 

Ilirscli  (A.).  —  Les  conditions  d  existence  du  potentiel  cinétique 
généralisé,  (429-441)- 

Le  problème  analytique  à  résoudre  est  de  déterminer  les  conditions  sous  les- 
quelles n  fonctions  données 

F» ( -^i. ri-r',,  ••••  jI""' *'■''•.     •••;    .1',., ri.- •••'r',:"*''''')     (x^i,  ...,/i) 
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se  laissent  mctlrc  sous  la  forme 


^-èr'^(0fr 


M.  Hirscli  montre  que  ces  conditions  sont  précisément  celles  qui  expriment 
que  le  système  des  expressions  linéaires 

y.,  /,       * 
est  identique  au  système  adjoint. 

PrinQslieim  {A.).  —  Sur  une  espèce  particulière  de  points  sin- 
guliers des  fonctions  analytiques.  (442-46i). 

Dans  un  travail  antérieur  {M.  A.,  t.  XLII)  l'auteur  a  étudié  différents  types 
de  fonctions  analytiques  régulières  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  i,  finies  et 
continues,  ainsi  que  toutes  les  dérivées  lorsqu'on  passe  à  la  circonférence  et 
sur  cette  circonférence,  et  pour  lesquelles  cependant  cette  circonférence  est  une 
coupure.  En  supposant  que  les  singularités  soient  isolées  sur  un  arc  de  cercle, 
I\I.  Pringsheim  a  montré  comment  on  peut  les  obtenir  comme  limites  de  pùlcs 

simples  avec  des  suites  de  fractions    y — ;   il  avait  cru  pouvoir  conclure 

0 

que  ces  points  singuliers  devaient  toujours  constituer  une  coupure  toutes  les 
fois  où  ils  formaient  la  frontière  du  domaine  et  où  les  a.^  étaient  extérieurs  au 
domaine.  'SI.  Borel  a  montré  depuis  que  son  raisonnement  n'était  pas  décisif. 
L'auteur  profite  de  réclamations  de  priorité  de  la  part  de  M.  Lcrcli  pour,  en 
répondant  à  ce  dernier,  donner  des  exemples  de  distribution  symétrique  des  a,^ 
avec  lesquels  son  théorème  est  exact. 

Baker  [II. -F.).  —  Sur  les  fonctions  sigma  liyperellij)lifpies.  (4*">2- 
472)- 
On  sait  que  cluicunc  des  2-r  fondions  tlièla  auxi]iK'Iles  comluit  l'équatiun 

y-^  (1*,  i):,,+a=/(-î^) 
est  associée  à  une  décomposition  du  polynôme /(a;)  en  deux  facteurs 

l'auteur  s'occupe  presque  uniquement  ici  des  2/'  fondions  qui  rcsullcnl  des  dé- 
compositions pour  lesquelles 

où 

Q  (  j:  )  =  (  X  —  f ,  ) . . .  (  J-  —  r  )  (  .r  —  c  ) 


a"-"  Po^-Uû 
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est  le  niùme  pour  toutes  les  décompositions.  On  suppose  en  outre /(.r)  de  de- 
gré 2/j-i-i  seulement,  l'un  des  points  de  i-amification  étant  à  Tinfini  et  la  sur- 
face de  Ricmann  correspondante  rendue  simplement  connexe  par  l'emploi  des 
coupures  classiques  de  Neumann.  Dans  ces  hypothèses,  M.  Baker  définit  les  fonc- 
tions a  à  I,  2.  3  indices  et  les  applique  à  la  transformation  des  fonctions  Ô  à 
3,  4i   •  •  •   indices. 

Gcrbaldî  {F.).  —  Sur  le  groupe  de  36o  transformations  linéaires. 

(4:2-4;G). 

L'auteur  rappelle  d'abord  qu'il  a  étudié  antérieurement  {Atti  cleU'Accad.  cli 
Torino,  t.XMI)  le  système  de  six  coniques  qui  sont  deux  à  deux  harmonique- 
iiient  inscrites  et  circonscrites  {sextuple  de  coniques  en  involution);  la  con- 
figuration des  triangles  conjugues  par  rapport  aux  i5  couples  de  ces  coniques 
est  précisément  celle  qui  intervient  dans  l'étude  de  Gjg,,,  découvert  sept  ans 
après  par  Valentiner. 

M.  Gerbaldi  étudie  ici  les  relations  de  ce  groupe  avec  la  théorie  de  ré(|ua- 
tion  générale  du  sixième  degré,  selon  la  méthode  de  M.  Klein. 

Pour  le  groupe  de  transformations  linéaires  635^,  il  existe  deux  sextuples  de 
coniques  en  involution,  tels  que  les  transformations  de  Gjj,,  produisent  parmi 
les  coniques  d'un  sextuple  les  permutations  du  groupe  alterné.  L'auteur  amène 
ces  deux  sextuples  à  une  forme  normale  qui  lui  permet  de  construire  les  inva- 
riants fondamentaux  de  Gjgj  et  ensuite  les  divers  types  de  résolvantes  pour 
l'équation  du  sixième  degré. 

Noether  [M.).  —  Francesco  Briosclii.  {f\-i}--!\(.^\). 

Notice  nécrologique. 

Maschke  (//•)•  —  Sur  le  caractère  arithmétique  des  subslitiilioiis 
des  groupes  finis  de  substitutions  linéaires.  (492-498). 

Si  un  groupe  de  substitutions  linéaires  est  d'ordre  fini  et  s'il  contient  au 
moins  une  substitution  dont  l'équation  caractéristique  a  ses  racines  distinctes, 
on  peut  toujours  le  transformer  de  telle  sorte  que  les  coefficients  de  ses  substi- 
tutions soient  exprimés  rationnellement  au  moyen  de  racines  de  l'unité. 

/loyer  (P.).   —    Fondements   d'une    théorie   analytique   des  pro- 
blèmes de  grotipemenls.  (  f^g-.M-). 

L'auteur  se  propose  de  montrer  comment  les  propriétés  générales  des  suites 
qui  résultent  de  groupements  d'autres  suites  (par  exemple  :  groupes  transitifs 
d'une  suite,  son  degré  de  connexion,  ses  cycles,  les  décompositions  qu'elle  ad- 
met, etc.),  se  laissent  déterminer  analytiquement. 

Alircns  [W.).  —    Sur   les  faisceaux   discrets  de  transformations 
continues.  (5i8-524). 

L'auteur,  considérant  un  groupe  complexe  formé  d'un  nombre  limité  de  fais- 
ceaux de  transformations  continues,  et  pour  lequel,  si  t_,  et  t,,  sont  deux  trans- 

Dull.  des  Sciences  niatliéni.,  ■!*  série,  t.  XWI.  (Juin  lyo-.)  R.ij 
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formations  quelconques,  les  produits  t^t,,  et  t,,t^  appnrtienncnt  toujours  un 
nicriic  faisceau,  établit  l'existence  d'un  certain  nouihre  de  faisceaux  fonda- 
mentaux, dont  les  autres  peuvent  se  déduire  jiar  coniposilion  de  leurs  trans- 
formations. 


Horn  («/.)•  —  Stir  une  classe  d'équations  difTcrcuiliclles  linéaires 
(premier  Mémoire).  (59.5-566). 

On  sait  que  M.  Poincaré  a  étudié  la  façon  dont  se  comportent  les  intégrales 
de  l'équation 

Por'"*'+  P,y("'-')+...-t-  P,„r  =  o, 

où  les  P,  sont  des  polynômes  d'ordre  />,  au  voisinage  de  >r  =  oc, 

F,  =  a^x?  -i-. . ., 

en  les  exprimaut^sous  la  forme 

y  =   j  V  e----  dz, 

oii  la  fonction  v  vérilic  la  transformée  de  Lapiace 

((7.„c"'  -1-  «,  -'"-'  +. . .)  r  /')  -+-...=  o, 

qui  est  d'ordre  p  et  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  de  degré  m.  le 
contour  d'intégration  /  étant  choisi  convenablemenl. 

Il  a  obtenu  ainsi  la  signification  des  séries  normales  divergentes  qui  satis- 
font formellement  à  l'équation. 

M.  Horn  s'est  proposé  de  poursuivre,  dans  celle  voie,  l'étude  des  y  et  il  a 
réussi  à  suivre  ces  fonctions  dans  tout  le  voisinage  de  x  =  oc,  alors  que  M.  Poin- 
caré avait  seulement  reconnu  comment  elles  se  comportaient  le  long  d'un  che- 
min déterminé.  Les  résultats  sont  complclcment  iléveloppcs  pour  l'équatum 
différentielle  linéaire  du  deuxième  ou  du  troisième  ordre. 

Lœwy(A.).  —   Sur  les  formes  bilinéaires  avec  variables  conju- 
guées. (556-5^6). 

Extraits  d'un  travail  plus  étendu,  publié  ailleurs,  consacré  à  Pétude  des 
transformations  en  elle-même  d'une  forme  bilinéaire  à  déterminant  non  nul  e  t 
à  variables  imaginaires  conjuguées  :  ces  variables  sont  soumises  à  deux  trans- 
formations linéaires  à  coefficients  imaginaires  conjugués.  Ces  recherches  sont 
en  liaison  étroite  avec  celles  relatives  à  l'indice  d'inertie  d'une  forme  quadra- 
tique d'Hermite. 

Caractère  des  substitutions  linéaires  qui  n'altèrent  pas  une  forme  bilinéaire  à 
variables  conjuguées.  Expression  de  ces  substitutions.  l"'ormcs  bilinéaires  défi- 
nies. Expression  des  transformations  linéaires  qui  transforment  en  elle-même 
une  forme  d'Hermite.  Indice  d'inertie  et  caractéristique  des  ioimcs  d'Hermite. 
Caractéristique  d'une  forme  quadratique  réelle.  Théorèmes  d'existence  pour  les 
formes  quadrati(iucs  réelles  invariables  par  des  substitutions  réelles  données. 
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Landsberg  (G.).  —  Sur  l'analogue  du  théorème  de  Riemann- 
Roch  dans  la  lliéorie  des  nombres  algébriques.  (5^--582). 

Si  l'idéal  G  d'un  corps  de  nombres  de  degré  «  a  la  base 

et  si  le  système  quadratii|ue 

/,  (/  =  (,...,«;  A  =  I ,...,«  ) 

est  le  réciproque  du  système  analogue  formé  par  la  base  et  ses  /i  conjugués 
'■?,'  (  «  =  I  ,...,«;/(  =  I ,...,  7j  ), 

les  élémenls  ■/[,  /',^,  ...,y\^'^  sont  les  conjugués  d'un  nombre  /,,  du  corps  dont 
le  dénominateur  idéal  est  le  produit  de  G  et  de  la  différenle  A  du  corps  (p.  g. 
c.  d.  des  dilïèrenles  de  tous  les  nombres  entiers  du  corps)  ou  un  diviseur  de 
ce  produit;  tout  nombre  /  dont  le  dénominateur  idéal  est  diviseur  de  Gl  peut 
s'exprimer  sous  la  forme 

■/.  =  ''i/., +•■•+''„/.„, 

où  les  v_  sont  des  nombres  entiers. 

Ce  théorème,  analogue  à  celui  de  Hiemann-Roch,  a  été  donné  par  ï^l.  Ililbert; 
M.  Landsberg  en  indique  une  nouvelle  démonstration  identique  à  celle  qu'il  a 
donnée  déjà  du  théorème  de  Riemann-Rocli. 

Klein  (F.).  —  R^apjiort  concernant  le  troisième  Volume  de  la 
lliéorie  des  groupes  de  transformations  de  S.  F^ieet  l'attribu- 
tion du  Prix  Lobalscliewskj.  (583-6o2). 

Prix  Benecke.  (r)o,'>-()o4). 

Sujet  de  Concours  pour  l'année  ir)Oi. 


Tome  LI,   i8(j8-i899. 

Ililbert  {D.).  —  Sur  la  lliéorie  des  corps  numériques  cjuadraliques 
relalils.  (i  -  i  2-). 

Soient  /.•  un  corps  algébrique  quelconque  d'ordre  m,  jx  un  nombre  de  ce  cor[)s 
qui  n'est  pas  carré  parfait  d'un  nombre  du  même  corps;  l'ensemble  des  nombres  A- 
et  ^/[JL  constitue  un  corps  d'ordre  2  «i,  K(y'ix),  que  M.  tlilbert  nomme  quadra- 
tique relatif.  11  s'est  proposé  de  développer  pour  ce  corps  quadratique  une 
théorie  analogue  à  celle  que  l'on  doit  à  Gauss,  dans  le  cas  où  /c  est  rationnel. 
On  parvient  ainsi  en  particulier  à  une  extension  de  la  loi  de  réciprocité  des  ré- 
sidus quadratiques. 
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Les  uiélhodes  appli(|uées  s'étendraient  aux  corps  abélicns  relatifs,  cl  con- 
duisent naturellement  à  des  lois  de  réciprocité  pour  les  résidus  des  puissances 
d'ordre  quelconque.  M.  llilbert  fait  observer  que,  dans  le  cas  où  l'on  étudie  les 
restes  des  puissances  d'ordre  /  dans  le  domaine  des  racines  d'ordre  /  de  l'unité, 
on  peut  démontrer  la  loi  de  réciprocité  due  à  Kiimmer  sans  faire  intervenir  la 
loi  particulière  de  réciprocité  déduite  jiar  l-]iscnsloin  de  l'étude  de  la  division 
du  cercle. 

Parmi  les  applications  fit;ure  la  recherche  des  critères  sous  lesquels  une 
éipiation  quadrati(|iie  de  Diophanle  à  coefficients  algébriques  est  résoluble  dans 
le  domaine  de  rationalité  formé  par  ces  coeflicients. 

La  première  Partie  de  ce  travail  comprend  les  déllnitions  et  les  théorèmes 
préparatoires  dans  le  cas  où  le  corps  k  est  quelconque.  Dans  la  seconde  Partie, 
lauteur  étudie  complètement  un  corps  /x  imaginaire  ainsi  que  tous  ses  conju- 
gués, dans  le  cas  où  le  notubre  des  classes  d'idéaux  est  impaii-. 

Il  intliquera  les  théorèmes  les  plus  importants  dans  le  cas  d'un  corps /.■  (juel- 
runquc,  aux  Gôltinger  Aachrichtcn. 

Klein    (F.).  —   Sur  Félat  de  rédllioii    des   OEawes  de   Gauss. 

(127-133). 

Ein'tques  {F.).  —  Sur  les  problèmes  qui  se  rapportent  à  la  réso- 
liilion  des  é(|iialions  algébrirpies  reiiferinaiit  plusieiiis  iiiconmies. 

(1 33-1 53). 

Cet  article  repniduit  les  matières  traitées  par  l'auteur  dans  sa  conférence  au 
Congrès  international  des  mathématiciens  à  Zurich  (août  1S97). 

Il  s'agit  de  rechercher  les  résolutions  algébriques  des  C(|ualii)ns  ou  systèmes 
d'équations  à  plusieurs  inconnues,  indéterminés,  c'est-à-dire  renfermant  plus 
d'inconnues  que  d'équations,  que  l'on  doit  regarder  comme  les  plus  simples. 

.M.  Enriques  indique  les  diderentes  questions  qui  se  présentent  et  les  réponses 
que  l'on  a  pu  faire  à  quelques-unes: 

Si  l'on  peut  résoudre  la  relation  f{x,  y)  =  o  en  prenant  pour  x,  y  des  fonc- 
tions rationnelles  d'un  paramètre  t,  on  peut  choisir  ce  paramètre  de  façon  qu'il 
soit  rationnel  en  x.  y  et  donne  lieu  à  une  représentation  propre  (à  une  valeur 
de  x^  y  correspond  une  seule  valeur  du  paramètre)  (Luroth).  Ce  théorème  a 
été  démontré  pour  trois  variables  par  iNL  Castelnuovo.  Il  reste  en  suspens  pour 
un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Si  l'on  peut  résoudre /(J7,  j')  =  o  avec  une  irrationnelle  donlre  n  {n  étant 
l'ordre  le  plus  petit  possible),  la  représentation  est  propre  cl  \c  paramètre  peut 
ètie  choisi  rationnel  en  x,  y  (Knriques). 

I*our  trois  variables,  ['cinmùon  f{x,  y,  :;)=odu  quatrième  degré  se  résout 
par  une  seule  racine  carrée  portant  sur  une  fonction  rationnelle  do  deux  para- 
mètres, qui  ne  seront  jamais  rationnels  en  x,  y,  z  lors(|uey  est  général  de  son 
degré. 

Après  qucl(]ues  mots  sur  les  transformations  simplement  ou  doublement  ra- 
tionnelles des  variétés  algébriques,  M.  Kni'i(|ues  revient  à  l'étude  générale  de 
la  résolution  de /(a?,;»')  =  o  au  moyen  d'une  irrationnelle /(.z,  !•),  rationnelle 
en  X  cl  y  :  influence  du  choix  de  l{x,j-)  sur  l'irrationnelle  x{t),  inlluence 
<i'i/{x,y)-i 

Former  toutes  les  é  lualinns  qu'on   peut   résoudre  avec  des   irrationnelles  de 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  117 

naUire  donnée  :  sans  irralionnelles  on  sait  que /(a;,  y)  —  o  est  de  genre  zéro; 
avec  une  racine  carrée  on  a  les  équations  h\perelliptiqiies  r''=f{x).  Si  l'on 
donne  le  groupe  de  l'irralionnelle  x{t),  peut-on  trouver  l'équation  qui  déliiiit 
x{t),  même  en  assignant  à  l'avance  le  genre  de  cette  équation? 

Comment  utiliser  les  résultats  sur  la  résolution  de  F {x^,  X2)  =  <i  pour  l'équa- 
tion à  n  variables 

F(x,,  ^21  •  •  •<  ^„)  =  o? 

Résultats  simples  obtenus  par  M.  Nœllier,  dans  le  cas  où  \'{x^,  x.,)  est  de  genre 
zéro,  pour  trois  variables. 

Élude  des  équations  à  trois  inconnues  /{x,r,  ;:)  =  0  :  les  cas  n  =  i,  2,  3  se 
résolvent  par  des  fonctions  rationnelles,  n,  =  4  par  une  racine  carrée  (  pas  d'autre 
résolution  plus  simple);  cas  remarquables  d'après   les   valeurs  des   genres /)("'. 

p<-s),py>,p'r-),  .... 

Scorza  [G.).  —  Sur  les  figures  polaires  des  courbes   phuies   du 
troisième  ordre.  (i54-i5-). 

Démonstration  géométri(|ue  d'un  théorème  de  .AI.  London  (,l/.rl.,  t.WXVI)  : 
Trois  cubiques  planes  ont  en  général  deux  hexagones  polaires  en  commun. 
Interprétation  géométrique  d'une  relation  invariante  indiquée  par  le  même 
auteur  :  condition  pour  que  deux  cubiques  puissent  être  regardées  comme  les 
polaires  de  deux  points  par  rapport  à  une  même  quartique. 

Love  [A  .-E.-IJ.).  —   Noie  sur  un    problème  d'Iivdrodvnamique. 

(i58). 

Prix  de   la  Société  des  Sciences  de  Gottingen   pour  1901.   (109- 
i()o). 

Liirolli{J.).  —   Etudes  siu'   la    représentation   géodi'sicpie.   (161- 
180). 

Considérant  entre  deux  parties  de  surfaces  V  et  F'  une  correspondance  ponc- 
tuelle qui  possède  la  propriété  suivante  : 

«  En  tout  point  \  de  F  on  définit  une  direclion,  qui  n'est  pas  nécessairement 
normale  à  F,  l'angle  des  plans  menés  par  cette  direclion  et  deux  points  quel- 
conques de  la  surface  B,  C  est  égal  à  l'angle  correspondant  pour  F'  »;  AI.  Lii- 
roth  la  nomme  représentation  géodésique,  par  analogie  avec  la  représentation 
de  la  surface  terrestre  sur  un  ellipsoïde.  Il  a  montré  {Sitzangsbericlile 
der  Miinchener  Akademie,  Bd.  XXXII,  iSyo,  p.  r>7-5i)  que  la  correspondance 
entre  F  et  F'  est  simplement  projcclive,  c'est-à-dire  ne  conserve  pas  la  forme 
des  figures.  En  étudiant  à  nouveau  cette  représentation,  il  cherche,  en  s'ap- 
puyant  sur  les  résultais  obtenus,  à  trouver  les  conditions  qui  assurent  la  simi- 
litude des  figures  tracées  sur  F  et  sur  F'. 

Dans  une  représentation  géodésique,  au  sens  de  M.  Lur<itli,  ou  bien  F'  est 
semblable  à  F,  ou  bien  : 

1°  Les  directions  correspondant   aux    points  de   F",   cl    aussi    celles  de   !•",   s 
coupent  en  un  [mint  iiMii[iic,  à  distiuire  finir  on  non. 
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2°  Ces  directions  correspondent  dualisliqiiemcnt  aux  cordes  d'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  de  première  espèce,  et  forment  une  partie  de  la 
congruencc  des  généralrices  rectiligncs  d'une  fa(uille  de  quadriques  liorno- 
focales, 

AiiLSsimoff  [W.).  —  Sur  les  méthodes  d'inlégralion  des  éqiia- 
lions  diflTérenliclles  ordinaires  el  quelques  ajtplicalions  de  la 
niélliodc  de  difTcrenlialion,  (181-19^»). 

Quelques  considérations  générales  sur  des  cas  oq  la  mctliodo  de  dilTércnlia- 
tion  pcui  conduire  à  la  solution  d'une  équation  différentielle  d'ordr*  «,  cas 
signalés  par  J.-,\.  Serrel. 

IJunvilz  (yi-)-  —  Sur  les  coefficients  du  développement  des  fonc- 
tions lemniscaliques.  (196-226), 

Ces  reclierclies  se  rapportent  aux  nojiibrcs,  analogues  aux  nombres  de  Ber^ 
uoulli,  définis  par  l'équation 

2:^  (7-77^.  =  TTTo:  *-        («  =  ^  ^.  ^^  ■••.), 

où  la  sommation  est  étendue  îy   tous  les  entiers  coinplexes,  sauf  zéro,  el  (o  dé-r 
signe  la  valeur  de  l'intégrale 


dx 

3,b32  O.J-J 


Les  E,„  se  présentent  comme  coefficients  du  dévcloppciucnt  de  y{u,  g...  g^)f 
pour  g^  =  4,  ^,  =  o  : 

,     ,  I  'J'K,    a-        2"*E,   u^  i'"'\Z  m'"-- 

dont  la  période  réelle  est  w,  de  même  ([nc  les  nombres  de  Uernoulli  dans  le  dé- 
\cloppement  de  la  catangente. 

L'auteur  s'est  proposé  ici  de  développer  les  propa"iétés  des  IC„  qui  corres- 
pondent aux  théorèmes  de  Clausen  et  v.  Staudt  relatifs  aux  nombres  de  Her- 
uoulli.  Il  pJU'vient  en  particulier  aux  résultais  suivants  : 

où  G„  est  entier,  la  sommation  est  étendue  aux  nombres  premiers  />  de  la 
forme  /^A-t-i,  pour  lesquels  p  —  1  est  un  diviseur  de  !\n.  Le  nombre  o,  qui 
correspond  au  fadeur/;,  est  donné  par  le  carré  impajr  dans  la  décomposition 

j,  ~  a-  -+-  li  ; 

il  est  pris  avec  un  si;;iic  Ici  que 

a    -  tt-h  i         (  uHid  4), 
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Des  indications  sont  données  sur  la  nature  de  l'entier  impair  G„. 

Dantscher  (  V.  v.).  —  Sur  la  ihéoiie  des  niaxima  et  niinlma  d'une 
fonction  de  ri  variables.  (226-252). 

Les  recherches  de  MAL  A.  .Alaj-er  et  O.  Stolz  sur  les  conditions  nécessaires  et 
eullisantes  pour  qu'une  fonction  des  variables  x^,  ...,  x,^,  dont  le  développe- 
ment commence  en  a^  ...,  a„  par  une  forme  semiKléfinie  en  x^ — a^,  ..., 
x„  —  rt,„  présente  en  ce  point  un  véritable  maximum  ou  minimum,  ont  amené 
l'auteur  à  étudier  cette  question  comme  il  l'avait  fait  pour  le  cas  de  deux  va- 
riables (J/.  Annalen.  t.  XLII),  c'est-à-dire  en  déterminant  la  variation  de  la 
fonction  sur  une  droite  arbitraire  issue  du  point  considéré  et  dans  le  voisinage 
de  ce  point. 

MascJike  {II-)  —  Détermination  des  groupes  de  collinéations  ter- 
naires et  quaternaires  qui  sont  holoédriquement  isomorphes 
avec  un  groupe  symétrique  ou  al  ternéde  substitutions  de  a  lettres. 

(202-298). 

Chaque  groupe  ternaire  de  transformations  linéaires  isomorphe  holoédrique 
au  groupe  symétrique  ou  au  groupe  alterné  de  n  lettres  appartient  à  l'un  des 
types  suivants  : 

Deux  G:       engendrés  par 

E,  :     oz\=  ^„  p z'.,  =--  e z.„         p -3  =  s' -3.         s"  =  « 

ou 

e;  :     p  -'1  =  T,  z„         0  z\  =  T,  c„         p  ^'3  =  T."  ^3,        V  =:  1  ; 

un  Gi  ,,  (tétraèdre);  un  Gt  .,  (icosaèdre);  un  G[  „,  engendré  par  les  transfor- 
mations  correspondantes  à 

E,  =  (i23),         E,  =  (i2)(34),         E3  =  (i.)(45),         E,  =  (i2)  (5G); 

un  G31  engendré  par  Ej,  E4  et  un  G4!  engendré  par  E,,  E„,  E^. 

Les  groupes  quaternaires  sont  plus  nombreux;  l'auteur  en  a  donne  égale- 
ment un  tableau  complet  avec  les  transformations  génératrices.  Il  en  indique 
vingt-cinq  types  distincts:  trois  G^j,,  trois  Gi^,  (tétraèdre),  cinq  Gj^.,  (ico- 
saèdre), un  Gi,,,  un  G,,,,  trois  Gj',  cinq  G4!  (octaèdre),  trois  G^i,  un  G^'. 

Comme  1  avait  déjà  montré  M.  Wiman,  il  n'y  a  pas  de  G^  quaternaire   pour 

T 
A'  >  7,  ni  de  G/,'  pour  k  >  6, 

Brodén  {T.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  réelles  avec 
des  zéros  lorniaiit  \\n  ensemble  dense,  par  des  produits  infinis 
de  fonctions  analytiques.  (299-320). 

Pour  chaque  zéro,  tous  les  facteurs  m„  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n 
s'annulent;  l'auteur  ajoute  qu'on  pourrait  s'arranger  pour  qu'un  seul  faclcar 
<lu  produit  infini  s'annnlc  pour  chaque  zéro. 
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Les  produits  qu'il  considère  sont,  par  exemple,  de  la  forme 


Y\-ç[cos{?.-K„x)], 


o{t)  =  te'~',        K„  = /.-.A-,...  A-„,         Ku  =  I, 

les  nombres  /.-,, . ..  formant  une  suite  d'entiers  positifs  impairs  non  inférieurs  à  3; 

3  w  —  I        ,  .  ...  .       . ,. 

les  zéros  sont  ici  tous  les  points  —r-fy — >  ou  m  est  entier  positif  ou  négatif. 

Kneser  (A.).  —  Déduction  de  conditions  suffisantes  du  maximum 
ou  du  minimum  des  intégrales  simples  en  partant  de  l'étude  de  la 
variation  seconde.  (32  1-345)- 

Après  avoir  rappelé  que,  dans  une  fonction  de  m  variables  où  les  termes  de 
degré  minimum  sont  du  second  degré,  les  termes  de  degré  supérieur  ne  peuvent 
èlre  négligés  devant  ceux-là  pour  les  petites  valeurs  des  variables  que  si  te 
discriminant  de  la  forme  est  différent  de  zéro,  et  à  quelles  conséquences 
cette  remarque  conduit  pour  l'étude  de  la  variation  seconde  d'une  intégrale 
simple,  M.  Kneser  montre  qu'on  peut  compléter  la  théorie  de  celte  variation 
seconde  et  en  déduire  rigoureusement  des  conditions  sufQsantes  pour  un  ex- 
trême de  Tinlégrale.  C'est  la  première  fois,  dit-il,  que  cette  question  est  ré- 
solue. 

Ilorn  {J-).  —  Recherche  de  l'intégrale  d'une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  au  moyen  d'approximations  successives. 
(346-359). 


L^équation  dillérentieile 


dy 
dx 


où  /  est  développable  suivant  les  puissances  de  —  et  y,  et  cxmverge  quand  leurs 
valeurs  absolues  sont  assez  petites,  possède  une  seule  intégrale  ou  une  infinité 
telles  que 

liin    j^  =  o. 


.»■  =  - 


suivant  que  a  est  positif  ou  négatif.  Chacune  de  ces  intégrales  se  représenle 
asymptotiqucment  pour  les  grandes  valeurs  de  x  par  une  série  en  général  di- 
vergente, satisfaisant  fornieilement  à  l'équation,  c'est-à-dire  qu'on  a 


y 


lim 


Uorn  (./.).  —  Sur  une  cqualion  différentielle  du  premier  ordre. 
(3(Jo-3(i8). 
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Application  des  méthodes  précédentes  à  la  recherche  de  l'expression  asymp- 
toliqiie  des  intégrales  réelles  de  Téquatiun  de  Briot  et  Bouquet  : 

où  P(o,  o)  =  0.  et  P  désigne  une  série  de  puissances  convergentes  pour  les  pe- 
tites valeurs  de  \x\  et  \y\,  qui  s'annulent  en  même  temps  que  x. 

Franel  (•/•)•  —  S  tir  une  formtile  utile  dans  la  délerminalion  de 
certaines  valeurs  asjmptotiques.  (368-38j). 

Généralisation  de  la  formule  par  laquelle  Dirichlet  a  exprimé  la  somme 

?(0, 


i:[î] 


au  moyen  de  deux    autres  où  les  limites  supérieures  des  indices  de  sommation 
sont  de  Tordre  de  v*^"- 

L'auteur  donne  comme  application,  à  une  grandeur  près  d'ordre  de  n^,  la  va- 
leur asymptotique  de  la  somme 


*^   lxy\ 


sous  la  forme 

—  [(Iog«  +  3c  —  i)- — 3c=-j- 6c, -t- i], 

où  les  c  sont  les  premiers  coefficients  du  développement 

!;(5)  =  _L_-^c-f-r,(s-.)-i-  ^(5-i)'-f..., 

c  est  la  constante  d'Eulcr.  Il  indique  aussi  la  valeur  moyenne  du  nombre  des 
solutions  entières  et  positives  de  xyz  —  n. 

AnissiinoJJ'  (^\V.).  —  Sur  une  formule  nouvelle  relative  aux  déter- 
minants, et  son  application  à  la  théorie  des  équations  dilléren- 
lielles  linéaires.  (388-4oo). 

La  formule,  qui   n'est  pas  nouvelle,  exprime  le  dcteraiiuanl  13 „,  du  syslènic 
des  formes  algébriques 

<l>i'  .  <I>,' . . .  <1>^"         (  t,  4-  ij  +. .  .-I-  /„  =  ni  ) 

au   moyen   du   déterminant    D,   fies   formes   linéaires  à  n  variables  «!>,,   ...,  'I\, ; 
elle  s'écrit 

avec 
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L'auteur  l'applique  à  la  reclierclic  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  les  intégrales  foiulaiiienLales  d'une  équation  diiïérentielle  linéaire 
d'ordre  n  vérificiil  une  rclulion  algébrique  lioniogcne  à  coefficients  cooslants 
d'ordre  m. 

Sc/iur  [F.).  —  Sur  le  ihéorème  fondanicnlal  de  la  gi'omélrie  pro- 
jeclive.  (400-409). 

L'auteur,  partant  des  axiomes  de  Pasch  sur  la  congrttence  de  deu\  figures  et 
laissant  tomber  l'axiome  d'Arcliimède,  montre  qu'on  peut  construire  la  Géo- 
métrie projective  en  démontrant  le  théorème  de  Desargues  sur  les  triangles  ou 
le  théorème  de  Pascal  sur  une  conique  réduite  à  deux  droites,  comme  l'avait 
affirmé  H.  Wiener  {Jahresber.  d.  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  t.  I, 
P-47)- 

A/orley  (F.).  —  Quelques  conslniclions  polaires.  (4io-4i6). 

L'auteur  a  pour  hut  la  construction  par  la  régie  du  covariant  de  sept  points 
{voir M.  A.,  t.  XLI\  celle  du  covariant  de  cinq  points);  il  i-ésout  d'abord  plu- 
sieurs problèmes  simples,  plus  importants. 

Moore  (F.~IJ.),  —  Concernant   l'équalion   générale  du  septième 
et  du  liuiliènie  degré.  (4  17-444)- 

L'auteur  s'est  proposé  de  mettre  en  évidence  l'intérêt  que  présente,  pour 
l'étude  des  relations  entre  les  équations  Fs(a;)  =  o,  F.  (jc)  =  o  et  leurs  résol- 
vantes G,^(j')  =  0,  H,j(z)  =  o  (après  adjonction  de  la  racine  carrée  du  dis- 
criminant), la  considération  des  systèmes  de  ternes  de  7  éléments  et  des  sys- 
tèmes de  quaternes  de  8  éléments. 

Nœther  {M.  A.,  t.  XV)  avait  déjà  employé  ces  systèmes,  pour  caractériser 
simplement  les  groupes  de  P\(a7)  =  o  et  V.{x)  —  o  après  l'adjonction  respec- 
tive de  y  et  de  z. 

Un  système  de  ternes  à  t  éléments  A,  est  un  arrangement  de  ces  éléments 
trois  à  trois  de  façon  que  chaque  roupie  d'éléments  figure  dans  un  terne  et 
dans  un  seul.  Un  tel  système  peut  contenir  un  système  A,'(<'<  t).  On  dit  qu'il 
est  linéaire  si,  avec  tout  A3  qui  y  est  contenu  et  un  clément  extérieur  a,  on 
peut  construire  un  A,  contenu  entièrement  dans  le  sysième  donné. 

Les  systèmes  linéaires  de  ternes  sont  de  degré  f  =  2*  —  i  et  sont  tous  équi- 
valents (se  correspondent  bi-univoqueiiient ). 

Les  systèmes  A.  tous  homologues  (en  nombre  3o)  dans  le  groupe  G:'  admettent 
tous  un  groupe  de  siibsiitulions  Gjgs,  sous-groiipc  (riiidico  1.1  du  groupe  alterné 
de  7  lettres. 

Les  systèmes  de  ternes  ayant  un  seul  triple  en  commun  forment  une  triade; 
l'auteur  étudie  les  groupements  de  ces  triades  et  montre  que  le  groupe  de  la 
résolvante  G^^y)  =  0  est  donné  par  un  système  linéaire  de  triades. 

De  même,  un  système  de  quaternes  de  9  éléments  est  un  arrangement  de  ces 
cléments  4  à  4,  de  façon  que  tout  terne  figure  dans  un  seul  quaternc  du  sys- 
tème. Les  systèmes  de  quaternes  de  S  lettres  sont  au  nombre  de  3o,  le  groupe 
de  substitutions  qu'ils  admettent  est  un  GJ  ,5g.  On  les  partage  en  deux  faisceaux 
de  i5  systèmes  reliés  triadi(|ucmenl  ;  l'un  d'eux  définit  le  groupe  de  G,5(^)  =  o. 

I/autcur  signale  trois  fonctions  à  8  valeurs  des  quinze  racines  de  celte  résol- 
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vanle.  Pour  définir  le  groupe  de  II,5(c)  =  o,  on  peut  prendre  l'une  quelconque 
de  ces  trois  fonctions  des  racines^,,  ....  -u- 

Par  une  mclliode  simple  et  naturelle,  M.  Moore  est  alors  conduit  à  un  solu- 
tion définitive  du  problème  des  quinze  jeunes  /il/es,  de  Klrkniann ;  ce  pro- 
blème classique  consiste  en  elTet  à  déterminer  : 

1°  Tous  les  systèmes  de  ternes  A,j', 

2°  Pour  chacun  d'eux,  tous  les  partages  des  i5  éléments  entre  5  ternes  du 
système; 

3°  Et  enfin,  tous  les  groupements  des  35  ternes  d'un  système  en  ■j  tels  groupes 
de  5  ternes. 

Le  problème  admet  a^o  solutions. 

lloyer  {P,).  —  Nouveaux  fondemenls  de  la  théorie  des  groii[)esel 
des  subslilulions.  {^/\^^-f\Gi). 

Comment  ces  théories  peuvent-elles  se  développer  en  partant  des  résultats  de 
l'auteur  sur  les  liaisons  dans  les  suites  (.1/.  A.,  t.  XLII),  et  de  la  méthode 
qu'il  a  indiquée  (J/.  A-,  t.  L),  pour  traiter  analytiqucment  tous  les  problèmes 
de  groupement? 

L'auteur  montre  ici,  en  faisant  correspondre  certaines  suites  aux  substitu- 
tions, comment  le  degré  de  Iransitivité,  l'ordre  et  la  classe  d'un  groupe  se 
laissent  définir  comme  degrés  de  certains  déterminants,  et  conclut  la  première 
Partie  de  ses  recherches  en  donnant  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  des  substitutions  données  forment  un  groupe.  La  seconde  Partie  est  sim- 
plement une  application  consacrée  aux  rapports,  avec  la  théorie  des  groupes,  de 
la  recherche  de  toutes  les  expressions  d'une  môme  substitution  au  moyen  des 
substitutions  fondamentales  d'un  groupe. 

Lachtin  (L,).  —  La  résolvante  ditterenlielle  d'une  équation  algé- 
brique du  sixième  degré  dont  le  grotipe  est  d'ordre  oGo.  (4^3- 

472)- 

M.  Valentiner  a  découvert  en  1889  un  groupe  de  36o  transformations  linéaires 
Lsomorphe  avec  le  groupe  des  substitutions  paires  de  6  éléments  :  il  est  dérivé 
de  deux  substitutions  fondamentales  S,  T  d'ordres  respectifs  5  et  2,  et  com-= 
prend  6  groupes  de  l'icosaèdre  homologues,  dont  l'un  est  dérivé  de  S  et 

T,  ==  S-TS'TS^TS'. 

M.  \\iman  a  signalé  toutes  les  formes  invariantes  par  ce  Gjjj;  celle  d'ordre 
minimum  est 

F(XpX„,  X3)  =  a?^  -H  i:ix,x.xl  —  tbxia>]xl  —  ir>x]a;]  —  3\/^{x\  —  xi)Xi, 

et  la  courbe  F  =  o  de  genre  10  n'a  pas  de  points  singuliers. 

Ces  résultats  ont  amené  l'auteur  à  penser  qu'il  existait  des  équations  du 
sixième  degré  (avec  le  groupe  Gj^,,),  dont  les  racines  étaient  des  fonctions  ra- 
tionnelles des  intégrales  d'une  certaine  éiiualiun  dinorcnticllc  linéaire  du  troi- 
sième ordre  avec  3  points  singuliers. 

Considérant  le  système  invariant 

F(  tA,,  î/„)  —  n. 

c„<h-(M,,  M.) 

^ — ■ '-^  =  X. 

Il  •(;/,.  u,) 


ivi  SECONDE  PARTIE. 

où  l'on  a  posé 

Z/j  —    —  >  u.,  =  —5 

H  =  au  hessien  de  F,  <ï>  =s  au  hessicn  bordé  (d'ordre  3o),  les  trois  expressions 


y^  =  «1^3,        ^3=  W.;J'3i        r; 


_      3 /_T(_IV_^ 


où  la  fonction  T  désigne  le  déterminant  fonctionnel  de  F,  Il  et  <I>,  sont  des  so- 
lutions formant  un  système  fondamental  de  l'équation  linéaire  déduite  de 

o  =  X-  (  j;-  —  1  )  v'"-^  {Ç)X  —  Z)x{x  —  \)v" 

/5iS     ^       8.5i3  i5\     ,       /Gifi  4389\ 

\  70  1200  10/  \t»7J  43^0/ 

en  posant 

y  =  x^  {X  —  \yv. 
La  fonction 

,  .        i±  i  sjih 

invariante  par  le  groupe  de  l'icosaèdre,  conduit  à  une  résolvante  en  u,  où 

\.f{u,,u,)\' 

(1)  =: > 

H(w,,  «2) 
qui  est  du  sixième  degré  et  dont  le  groupe  est  d'ordre  36o. 

Berzolari  {L.).  —  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  cubiques 
pour  lesquels  on  donne  une  forme  du  faisceau  syzjgélique  dé- 
terminé par  la  Jacobienne.  (47-^-477)- 
(Lettre  adressée  à  M.  O.  Bolza). 

Soit  ^'i/i  H- ^■./■..  un  faisceau  de  formes  cubiques:  en  désignant  par  des  in- 
dices les  rejets  [Ueberschiebungen),  posons 

»=(/.,/=).,  J  -(/.,/:  )3^ 


ce  qui  entraine 


J'  =  6 1 . 


'5- 

les  quatre  éléments  de  ramijication  sont  les  racines  du  covariaut 

J=r-(-31l3, 

Si 
en  sorte  que  la  question  revient   à   trouver  —  —  j,  (]ui  détermine  la  forme  / 

par  la  condition 

>>J2r  4-  ixll^  =  F, 

où  F  est  donne. 
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L'auteur  trouve 


=  1  '' 


(:^-h)^^-^^^'^ 


J-  étant  donné  par  réi|ualioii 


il  applique  ce  résultat  à  la  rechcrcUe  des  quatre  faisceaux  de  formes  binaires 
cubiques  pour  lesquels  la  hessieune  de  la  jacobienne  est  une  forme  biijuadra- 
tique  K. 

Bolza  {O.).  —  Sur  la  rédiiclion  des  intégrales  livpei"ellipli(|iies  du 
premier  ordre  aux  elliptiques  par  une  transformation  du  troi- 
sième ordre.  (477-480)- 

Un  théorème  donné  par  l'iiuteur  dans  son  travail  antérieur  de  même  titre 
(  J/.  A.,  t.  L)  a  été  démontré  déjà  par  M.  Humbert  [Sur  les  surfaces  de  Kum- 
mer  elliptiques  {Ani.  J.  of  Math.,  t.  XVI)];  en  le  rappelant  ici,  M.  Bolza 
ajoute  quelques  remarques  sur  le  travail  de  M.  Humbert. 

Schilling  [F.).  —  Sur  la  théorie  des  lonclions  S  symétriques  avec 
un  point  singulier  accessoire.  (481-022). 

L'auteur  redonne  ici  la  partie  essentielle  de  son  llabilitationssclirift  :  Théorie 
analytique  et  géométrique  des  fonctions  S  symétriques  avec  un  point  acces- 
soire (A'ova  Acta  Leopoldina,  Halle,  1897). 

Ces  fonctions  S  représentent  d'une  manière  conforme  le  demi-jilan  sur  le  do- 
maine simplement  connexe  limité  par  trois  arcs  de  cercle,  sans  point  singulier 
à  son  intérieur,  ajant  sur  sa  frontière  un  nœud  simple  d^  et  trois  sommets  a^, 
b^,  Cp  avec  les  angles  ).—  ,  a-,  vz.   Elles  satisfont  à    l'équation   de  Î\I.  Scliwarz  : 


H(3)=    ^ r 

Ti  —  A-   {a—  b){a  —  c)(a  —  d)  _  3   {d  -  a)  {d  —  b)  {d  —  c)  1 

^    l—~2  Z  ~2  Z-d  "*"'_!' 

a,  6,  c  sont  les  points  de  l'axe  réel  qui  correspondent  aux  sommets  o,,  6,,  c,  ; 
d  est  également  un  point  du  même  axe  dont  l'exposant  est  2,  enfin  la  constante  A 
est  déterminée  de  façon  que  le  point  d  soit  point  singulier  accessoire,  c'est-à- 
dire  que  le  terme  en  log(;  — rf)  manque  dans  le  développement  de  S  au  voisi- 
nage du  point  d. 

M.  Schilling  étudie  à  part  le  cas  singulier  1  -  i,  ;x ---  :>,  •/ —  i  et  en  conclut 
les  circonstances  qui  se  présentent  en  général  (|Manil  le  point  f/,  se  trouve  à  la 
fois  sur  deux  arcs  de  cercle  frontière  sans  coïnciilcr  avec  un  sommet. 
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I)a?Hvi/i  (G. -IL).  —  Oibilcs  périodiques,  (523-583). 

Abrégé  flu  Mémoire  de  l'auleiir  {Acta  Mallieinnlica,  t.  XXI),  auiiucl  il  ren- 
voie pour  les  détails. 

Le  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps  considéré  dans  ce  travail  est 
celui  où  la  masse  du  troisième  corps  P  est  infiniment  petite  vis-à-vis  de  celles 
des  deux  autres,  dont  l'un  J  tourne  autour  de  l'auire  S,  suivant  une  orbite  cir- 
culaire dont  le  plan  contient  constamment  le  corps  P. 

Soient  i  la  masse  de  J,  v  celle  de  S;  la  vitesse  anijulaire  de  J  sur  son  orbite  n 
est  donnée  pf>i'  n^  ^  v  +  i.  Si  l'on  prend  comme  unité  la  longueur  SJ,  les  coor- 
données X,  y  du  point  T,  par  rapport  à  des  axes  passant  par  S,  SJ  étant  l'axe 
des  X,  satisfont  aux  écitintions 

X  —  -2  ny  —  —  1 

•'         Ox 

ùQ. 
y  -t-  inx  ^  —  ) 

2ii   =        ' 


r-=^x-  +  y\        p"-  =  {x  —  i)-+y-. 
La  vitesse  V  de  P,  relativement  aux  axes  qui  tournent,  est  donnée  par 

V=  =  2  a  —  C, 
C  constante. 

Les  solutions  périodiques  du  système  consiiléré  ne  dépendront  que  de  la 
constante  C,  et  M.  Darwin,  après  les  avoir  reclierchées,  les  classe  d'après  les 
formes  des  orbites  relatives  pour  les  diverses  valeurs  de  cette  constante. 

Indiquons  les  sujets  des  divers  paragraphes  de  cet  important  travail  :  Équa- 
tions du  mouvement.  Partage  de  l'espace  en  régions,  suivant  les  valeurs  de 
l'énergie  relative  de  P  et  suivant  la  nature  de  la  cnurbure  de  l'orbite.  Com- 
ment tracer  une  courbe  d'après  sa  courbure.  Variatimi  de  l'orbite.  Stabilité  et 
instabilité  d'une  orbite;  modules  d'instabilité,  forme  de  la  solution.  Orbites 
périodi(|ues;  non  périodiques  :  C  =  89,  C  =  '\o.  'l'ables  de  résultats  où  C  varie  de 
38  à  /|0,  5o.  Formes  probables  des  orbites  périodiques  pour  C<  oiS.  Classifica- 
tion des  orbites  stables  de  satellites. 

Kœnigsberger  (-/>.).  —  Sur  rabaissoiiieiil  ilti  nonihre  tles  pai'a- 
nutrcs  in(lé|)CtidaiUs  dans  les  éqtialioiis  de  Lagrange  par  éléva- 
tion de  Tordre  du  potentiel  cinétique.  (58^-f)'o-). 

Dans  quel  cas  les  équations  de  Lagrange  pour  un  potentiel  cinétique  d'ordre  k 
[voir  les  Mémoires  de  l'auteur  {/.  de  Crelle,  t.  118,  110)J  se  laissent-elles  rem- 
placer après  élimination  de  certains  paramètres  par  il'aulres  équations  de  même 
forme  pour  un  potentiel  cinétique  d'ordre  (A-t-i)"^  'S\.  Kœnigsberger  répond 
ici,  dans  le  cas  le  plus  siin[)le,  de  la  manière  suivante  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que,  le  potentiel  cinétique  étant 

Il  =^^{p,,/K_)p\p',i-  iHPr  p,). 
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les  Ciiuations  de  Lagrange  corrcspondanlcs 

âW         d  /dix  \ 

où  Q,,  Q;  dépendenl  de  />,,  /^^  seuls,  conduisent  par  éliminalion  de  /?,  à  une 
équation  pour  p„.,  qui  ait  lu  forme  de  Lagrange  élendue  à  un  potentiel  du 
second  ordre  h 

(ih         d  /  oh  \        d-  (  ()h 


Op.,        dt\oj)'.J    '   dt'\oplJ    '   ^       *'' 
où  q  dépend  de  p.^  seul,  sont  en  général  que  Ton  ait 

op,    ~~  Op,  ' 
le  potentiel  cinétique  /(  est  alors 

h  =  1  dpi  /  (  w  )  ^  dp\ 

si  la  première  des  équations  de  Lagrange  donne 

P^  =  riP.^P'i^P])^ 
cl  si  l'on  pose 

(10)  =  a)(cp,/^). 


J.  D. 


COMPTES  RENDUS  iiebdomad mues  des  séances  de  l'académie  des  sciences, 
par  IMiAI.  les  Secrétaires  perpétuels. 

T.  CXLII,   i(jo(3  (•). 


Giiic/iard  (C).  —  Sur  la  dcformalioii  des  quadriciues.  (22-20). 

A  8850    7-240 
Auric.  —  Théorèmes  sur  les  fonctions  entières.  (34-35). 

A  3610 

(')  Voir  Bulletin,  t.  \\X,.  p.  GO. 


ivR  SECOiNDE    PAKÏIE. 

Lerch.  —  Sur  les  théorèmes  de  Svivesler  concernant  le  quotient 
de  Fermât.  (.'^5-38). 

A  2810 
Iladamard  {^J .).  —  Sur  les  transformations  planes.  (74-77)' 
A  3230 

Slekloff'  {]V.^.  —  Sur  le  mouvement  non  stationnaire  d'un  elli|)- 
soïde  fluide  de  révolution  qui  ne  change  pas  sa  figure  pendant 
le  mouvement.  (77-79)' 
B  2i70 

Seux  {E.).  —  Sur  la  stabilité  des  aéroplanes  et  la  construction 
rationnelle  des  plans  sustentateurs.  (79-81). 

B  -28G0 

Bouquet  de  la  Grye.  —  Sur  Tatterrissage  des  aéroplanes.  (lai- 
I  22). 

B  2800 

Goursat  (E.).  —  Sur  les  intégrales  infiniment  voisines  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  (137-109). 

A  4830 

Merlin   (E.).    —    Sur   une   famille   de   réseaux    conjugués  à   une 
même  congruence.  (139-142). 

A  8870 

Zeniplcii  (G.).    —   Sur  I  impossdjililé  des  ondes  de   choc  néga- 
tives dans  les  gaz.  (i42-i4'^)' 
B  2490 

Krebs  i^A .).   —  Conditions  d'établissement  et  d'application  d'un 
amortisseur  progressif  à  la  suspension  des  véhicules  sur  roules. 
(.43-140)- 
B  3640 

holiii  {A.).  —   Sur  un    théorème   rclatil    aux.   dérivées    secondes 
du  potentiel  d'un  volume  attirant.  (199-200). 

A  3270        B  1220    3200 


KKVUli   DIÎS   PUBLICATIONS.  i>(j 

Guîchard  (C).  —  Sur  ccrlains  sTstùmcs  de  cercles  el  de  sphères 
qui  se  présentent  dans  la  déformation  des  surfaces.  (261-264). 

A  8850    7-240 

Gambier.  —  Sur  les  équations  différentielles  du  second  ordre 
dont  l'intégrale  est  uniforme.  (266-269). 

A  4820    3610 

Duliern  (P-)-  —  Sur  les  quasi-ondes  de  choc  et  la  distribution  des 
températures  en  ces  quasi-ondes.  (324-32^,). 

B  2490 

Holmgreri  {E.).  —  Sur  un  problème  du  calcul  des  variations. 
(33i-333). 

A  3280 

Kohn  {A.).  —  Solution  générale  du  problème  d'éfpiilibre  dans  la 
théorie  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  les  déplacements  des  points 
de  la  surface  sont  donnés.  (334-336), 

B  3220 

Diilieni  {P-)-  —  Quelques  lemmes  relatifs  aux  quasi-ondes  de 
choc.  (3-7-380). 

B  2490 

Maillet  {E .).  —  Sur  les  fonctions  entières.  (384-386). 

A  3610 
Pœmy  (L.).  —  Sur  un  hessien  hjperellij)lique.  (386-388). 

A  8040    8050 

Boulanger  (A.).  —  Extinction  de  Tonde  solitaire  propagée  le 
long  d'un  tube  élastique  horizontal.  (388-3yi). 

B  2800 

Laussedat.  —  Sur  le  relevé  des  monuments  d'architecture  d'après 
leurs  photographies,  pratiqué  surtout  on  Allemagne.  (435- 
438). 

A  0080    6840 
/Ju/l.    des  Sciences  mathein.,  ■■>■'  série,  t.  WXI.  (Juillet  1907  )  H.  10 


i3o  SECONDE    l'AUTIE. 

Boussinesq  («/•)•  —  Propagation  du  mouvement  autour  d'un 
centre  dans  un  milieu  élastique  homogène  et  isotrope;  étude 
de  l'onde  corrélative  aux  variations  de  densité.  (48o-485). 

li  3220 

Duhem  (P-)-  —  Sur  une  inégalité  importante  dans  l'étude  des 
quasi-ondes  de  choc  (491-493)- 

B  2400-2'i90        C  2440 

Boiitroux  (P-)-   —  Sur  l'indétermination  d'une  fonction  d'une 
variable   au    voisinage    d'une    singularité    transcendante.  (499" 
ooi). 
A  3G10    3620 

Fejèr  {L.).  —  Sur  la  série  de  Fourier  (5oi-5o3). 
A  5G10 

Dulac  (//.)•  —  Intégrales   d'une   équation  différentielle  dans   le 
voisinage  d'un  point  dicritique.  (5o4-5o5). 
A  4870 

Fatoii  {P-)-  —  Sur  l'application  de  l'analyse  de  Dirichlet  aux 
formes  quadratiques  à  coefficients  et  à  indéterminées  conju- 
guées. (5o5-5o6). 

A  2830    2>]40    2890 

Fredholm  (./•).  —  Sur  la  théorie  des  spectres.  (5o6-5o8). 
A  5G30        B  2040        C  3820 

Koin  {A.).  —  Sur  la  vibration  d'un  corps  élastique  dont  la  sur- 
face est  en  l'epos.  (5o8-5io). 
A  5030    B  3220 

Banachiewilz  {T.).  —  Sur  un  cas  particulier  du  problème  des 
n  corps.  (5io-5)2). 
B  1610 

/lunibert  (G .).  —  Sur   quelques  conséquences   arithméticjucs  de 
la  théorie  des  fonctions  abéliennes  ( 53^-54 1). 
A  2840    2SU0    4070 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  i3i 

Boussincsq   (J.).    —    Propagation    du    mouvement    autour   d'un 
centre,  dans  un  milieu  élastique  homogène  et  isotrope  :  étude 
de  l'onde  produite  sans  changement  de  densité.  (542-545). 
B  3220 

Bianclii  {L.).  —  Sur  la  déformation  des  quadriques.  (562-564)- 
A  8850    7260 

Bernstein  (S.).   —  Sur  les  singularités  des  solutions  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  Ijpe  elliptique.  (564-565). 
A  4840 

Boiissinesq  (/.).  —  Propagation  du  mouvement  autour  d'un 
centre  dans  un  milieu  éiastif[ue,  homogène  et  isotrope;  carac- 
tères de  l'onde  totale.  (609-612). 

B  3220 

Duhern  {P-)-  —  Sur  les  quasi-ondes  de  choc  au  sein  des  fluides 
mauvais  conducteurs  de  la  chaleur.  (612-616). 
B  2400    2490        G  2440 

Volterra  (f  .).  —  Sur  les  fonctions  qui  dépendent  d'autres  fonc- 
tions. (691-695). 

A  0000    3200    5G60 

Juhel-Rcnoy .  —  Sur  les  affixes    des  racines  d'un  polynôme  de 
degré  n  et  de  sa  dérivée.  (700). 
A  2410    G430 

Boggio  [T.).  —  Nouvelle  solution  du  problème   de  l'induction 
magnétique  pour  une  sphère  isotrope.  (^oi-joS). 
A  5G50    G  5400 

Henry  (C/i.).  —  Sur  les  lois  de  l'élasticité  musculaire  et  leur  ap- 
plication à  l'énergétique.  (729-702). 
B  0170    0820    0  4033 

Diihem  (P.).  —  Sur  les  quasi-ondes  de  choc  au  sein  d'un   (luide 
bon  conducteur  de  la  chaleur.  (75o'752). 
B  2400    2490        G  2440 


i32  SECONDE   PAIJTIE. 

Tarry  (G.).  —  Sur  un  carré  magique  (757-760). 
A  2800 

Goursat  {E.).  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  (760-763). 
A  4840 

Zoretti  (L.).  —  Sur  les  ensembles  discontinus  (763-764). 
A  0')30    3600 

Fatou  {P.).  —  Sur  le  développement  en    série  trigonométrique 
des  fonctions  non  intégrables.  (760-767). 

A  5610 

Rémy  {L.).  —  Sur  les  surfaces  hvperellipliques  définies   par  les 
Ibnclions  intermédiaires  singulières  (768-770). 

A  4070    8060 

Cuénot  (G.).  —   Sur  les  déformations  des  voies  de  chemins  de 
fer.  (770-772). 

B  3620 

Seux  {E,).   —  Sur  un    mode  de  construction    des   plans  aéro- 
planes. (772-773). 

B  2860 

Sclioute  {P. -II.).  —  La  réduction  analytique  d'un  système  quel- 
conque de  forces  en  En  (826-828). 

B  1210        A  6410 

Maillet   (E.).    —   Sur  les   fonctions   hypcrlranscendantes  (829- 

83o). 

A  4880    2820    3600 

Jouguet.  —  Sur  l'accélération  dos  ondes  de  choc  planes.  (83 1- 

833). 

B  2400        C  2400 

Picard  (E.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  Physique  malhéma- 
tiquc  se  rattachant  à  l'ocjuation  de  M.  Fredholm.  (8()i-865). 

A  4460    5630    6030 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  i33 

Clairin  (J.)-  —  Sur  les  transformations  des  systèmes  d'équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (867-869). 

A  5230 

Bi'illouin  (/ï/.)-  —  T^es  courbures  du  géoïde  dans  le  tunnel  du 
Simplon  (916-918). 

B  0180        E  5100 

Fahry  (E.).  —  Courbes  algébriques  à  torsion  constantes.  (945- 

948). 

A  8440 

Taber  {H .).  —  Sur  les  groupes  réductibles  de  transformations 
linéaires  et  liomogènes.  (948-901). 

A  2030    1230 

Lery  [G.).  —  Sur  l'équation  de  Laplace  à  deux  variables  (901- 
953). 

A  5G50    56G0 

Chauveau  {A.).  —  Rapports  simples  des  actions  statiques  du 
muscle  avec  l'énergie  qui  les  produit  (977-982). 

B  0170    0820        Q  4033 

Guichard  (C).  —  Sur  les  variétés  doublement  infinies  de  points 
d'une  quadrique  de  l'espace  à  quatre  dimensions  applicables 
sur  le  plan.  (982-986). 

A  8840    8870 

Ocagne{M.  cV).  —  Sur  un  théorème  de  J.  Clark.  (988-990). 

A  0090    0430 

Bocliet  {Henri  et  Léon).  —  Sur  le  résultat  de  l'étude  expéri- 
mentale d'un  ventilateur  centrifuge.  (990-992). 

B  2530 

Buhl{A.).  —  Sur  la  généralisation  des  séries  Irigonométriques 
(io28-io3o). 

A  5G10 


i34  SECONDE  PARTIE. 

Schlesinger  (L.).  —  Sur  cerlaines  séries  asjmptotiques  (io3i- 
io33). 

A  4850    3G30 

Joiiguet.  —  Sur  l'accélération  des  ondes  de  choc  sphériques. 
B  2400        C  2400 

Guyoïi  {E.).  —    Sur   un   effet  singulier   du   frottement.    (io55- 
io56). 

B  25ÛQ 

Vieille  (P-)  et  Lioiwille  {Ft-).  —  Influence  de  la  vitesse  sur  la 
loi  de  déformation  des  métaux.  (loo^-ioaS). 

B  3G20 

Ilaton  de  la  Goupillière.  —  Centres  de  gravité  de  systèmes  dis- 
continus. (1069-1075). 

B  0410 

Chaiwenn  (A.).  —  Rapport  simple  des  actions  dynamiques  du 
muscle  avec  l'énergie  qui  les  produit,  (i  i25-i  i3o). 

B  0170    0820        q  4033 

Ilaton  de  la  Goupillière,   —  Lieux  géométriques  de  centre  de 
gravité,  (i  i3o-i  i36). 

B  0410 

Haton  de  la  Goupillière.  —  Centre  de  gravité  de  systèmes  spi- 
raloïdes.  (11^2-1177). 

B  0410 

Autoiine  (/>•).  —  Sur  les  propriétés  qui,  pour  les  fonctions  d'une 
variable    hypercomplexe,    correspondent    à     la    monogénéilé. 

(ii83-ii84). 

A  3G00    0850 

Bourget  (//.).    —   Sur  une  classe    particulièie    de  fonctions  6. 
(1185-1187). 

A  4070 


KEVUli    IJI':S   l'UllLlCATiONS.  i35 

Guccia  (G.-B.).  —  Un  ihéorème   sur   les  courbes    algébriques 
planes  d'ordre  n.  (1256-1209). 

A  7G10    8030 

Lerc/i  (M.).  —  Sur  le  problème  du  cylindre  elliptique.  (i325- 
i328). 

A  4450 

Tzitzéica  {G.).  —  Sur  la  déformation  de  certaines  surfaces  tétraé- 
drales.  (i4oi-i4o3). 

A  7640    8840 

Gambie?^  {E.).  —  Sur  les  équations  différentielles  dont  l'intégrale 
générale  est  uniforme.  (i4o3-i4o6). 


Léry  (G.).  —  Sur  l'équation  de  Laplace  à  deux  variables.  (i4o6- 

1407). 


A  4840    3630 


Picai'd  {E .).  —  Sur  le  problème  de  Diriclilet  généralisé  et  l'é- 
quation de  M.  Fredholm.  (1459-1462). 

A  5660    6030 

Chauveaii  (A.).  —  Le  travail  extérieur  créé  par  les  actions  sta- 
tiques et  dynamiques  du  travail  intérieur  du  moteur  muscle. 
Relation  entre  l'énergie  liée  à  ces  actions  et  l'énergie  qui  passe 
dans  le  travail  extérieur.  (i4~4-i479)- 

B  0170    0820        Q  4033 

Tzitzéica  (G.).  —  Sur  la  déformation  de  certaines  surfaces  té- 
traédrales.  (i493-j494)- 
A  7640    8840 

Guccia  (G.-B.).  —    Un    théorème   sur   les    surfaces    algébriques 
d'ordre  n.  (1491-1 497)' 
A  7640    8040 


i36  SECONDE    TA  HTI  K. 

Gnmhier  [E .).  —  Sur  les  équations  dinéronlielles  du  deuxième 
ordre  et  du  premier  degré  dont  fintégrale  générale  est  uniforme. 
(i497-i5oo). 
A  4880 

Foiirnier  (E.).  —  Diminution  de  la  vitesse  et  changement  d'as- 
siette des  navires  par  l'action  réflexe  de  l'eau  sur  le  fond.(i5oo- 
i5o3). 
B  2850 

Tome  GXLIII;   T90G, 

Carrus  (S.).  — =  Familles  de  Lamé  à  trajectoires  planes,  les  plans 
passant  par  un  point  fixe.  (23-26). 

A  8830 

Maillet  i^E .).  —  Sur  la  classification  des  irrationnelles.  (26-28). 
A  2920 

Scliiile  (E.).  —   Recherches   sur  le  béton  armé  et  rinfluence  de 
l'enlèvement  des  charges.  (28-80), 
B  3620 

Alliaume.  —  Influence  de  la  tension  superficielle  sur  la  propaga- 
tion des  ondes  parallèles  à  la  surface  d'une  lame  liquide.  (3o-32). 
B  2480 

Konig  (/.).  —  Sur  la  mesure  des  ensembles,  (1  \o-\  12). 
A  0430 

Bahl  (À .).  —  Sur  le  caractère  arbitraire  des  développements  des 
solutions,  même   uniques,  de  la  l'hysicpie  mathématique  et  sur 
de  nouvelles  propriétés  des  séries  Irigonométritjues  généralisées. 
(162-165). 
A  5G00    5G10 

JJ'aelsch  (E.).  —  Extension  de  l'algèbre  vectorielle  à  Taide  de  la 
théorie  des  formes  binaires  avec  des  applications  à  la  théorie  de 
J'élasticité.  (■2o4-'J'0~). 
A  0840    2050     1230        B     3200 


1U':VUIî:  DHS  l'Um.lCATIONS.  iS; 

Petrovitcli  (-^-f-)-  —  Sur  une  classe  de  séries  enlières.  (208-210). 
A  3610 

Zinger  {X.  de).  —  La  projection  de  Lagrange  appliquée    à   la 
Carte  de  la  Russie  d'Europe.  (21  1-2  i3). 

A  8810        J  84 

Duhcin  (P-).  —   Sur  les  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  milieu 
élastique  faiblement  déformé.  (335-33g). 

B  3-210        C  0400 

Dalicin  {P')'  —   Sur  les  deux  chaleurs  spécifiques  d'un  milieu 
élastique  faiblement  déformé;    extensions  diverses  de  la  for- 
mule de  Reech.  (371-374)- 
B  3210        C  0400 

Rcnioundos  (G.).  —  Sur  la  croissance  des  fonctions  multiformes.. 

(391-394). 

A  3620 

Biihl.  (A.).  —  Application  du  procédé  de  sommation  de  M.  Bo- 
rd aux  séries  trigonométriques  généralisées  (4/p-447)' 

A  5010 

Zcutheii  [II. -G.).   —   Le  princqjc  de  correspondance   pour  une 
surface  algébrique.  (491-493)- 

A  8040 

Zeuiheii  [II. -G.).   —   Le   principe   de   correspondance  pour   une 
surface  algébriijue.  (535-539). 

A  8040 

Rothe  (/?•).  —  Sur  l;i  iransformation  de  M.  Darboux  et  l'équa- 
tion fondamenlale  des  surfaces  isothcrmic[ues.  (543-54(3). 

A  8800 

Fatoii.  —  Sur  les  solutions  uniformes  de  certaines  é<|uations  (bnc- 
lionnclles.  (546-54^). 

A  603O 


i38  SHCONDI':  rAimiî. 

Berlin  {E.).  —  Du  travail  emmagasiné  dans  la  lioulc  Irochoïdale. 

(5(i5-568). 

n  2i80 

Raffy  [L.).  —  Surfaces  rap|)orlées  à   leurs  lignes  de   longueurs 
nulles  et  surfaces  isothermiques  de  première  classe.  (5j5-5j8). 

A  88G0 

Rothc  (/?.).  —  Sur  les  surfaces  isothermiques.  (SjS-SSi). 
A  88G0 

Riquier.  —  Sur  les  conditions  d'intégrabilité  complète  de  cer- 
tains systèmes  difierentiels.  (58i-583). 

A  4800 

Blanchi  {L.).  —  Sur  la  déformation  des  quadriques.  (633-635). 
A  8850    8i55 

Clairin  (J.). —  Sur  les   transformations  de   quelques  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (636-63'j). 

A  5230 

Traynard  {E.).  —  Sur  le  système  d'intégrales  de  difTérentielles 
totales  appartenant  à  une  surface  hyperelliptique.  (63--639). 

A  80G0 
Dautrichc.  —  Sur  les  vitesses  de  détonations  des  explosifs.  (64 1- 

044). 

«  OIGO 

AuLoni\c  {L.).  —  Sur  certains  groupes  linéaires.  (6^0-6^2). 
A  0850    1230 

Aorn  {yi.}.  ■ —  Sur  les  potentiels  d'un  volume  attirant  dont  la  den- 
sité satisfait  à  l'équation  de  Laplacc.  (6^2-6-4)- 
15  12-20 

Bicsz  {E.).  —  Sur  les  ensembles  do  fonctions.  (-38--4i). 
A  0430    3200 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  139, 

Gambie/'.  —  Sur  les  équations  dilTérenlielles  du  second  ordre  et 
de  premier  degré  dont  l'intégrale  générale  est  à  points  critiques, 
fixes.  (741-743). 

A  48-20 

Le/èvre  (J.).  —   Sur  l'équivalent  moteur  du  travail  résistant  er> 
énergétique  animale  (757-760). 
B  2010        Q  4033 

Lattes  (E.).  —  Sur  les  courbes  qui  se  reproduisent  périodique- 
ment par  une  transformation  (X,  Y;  x^y^y').  (760-767). 

A  5230 

Remy  {L.).  —  Sur  une  famille  de  surfaces  hjperelliptiques  du 
quatrième  ordre.  (767-769). 
A  8060    7G40 

Duhem  (P-)-  —  Sur  l'histoire  du  principe  emplo}'é  en  Statique 
par  Torricelli.  (809-812). 
B  0010 

Clairiii  («/•)•  —  Sur  les  éqviations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  deux  variables  indépendantes  qui  admettent  un. 
groupe  d'ordre  pair  de  transformations  de  contact.  (818-820).. 

A  4840    5230 

Le  Roux  (/.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  difTérenlielles. 

(820-822). 
A  4820 

Maillet  {E.).  —  Sur  certains  nombres  transcendants.  (873-874). 
A  2920 

Raffy  (L.).  —  Remarques  sur  la  recherche  des  surfaces  isother- 
miques. (874-877). 
A  88G0 

Ilurwitz  (A.).  —  Sur  les  points  critiques  des  fonctions  inverses. 
(877-879)- 
A  3610    3620 


i4o  SKCONDK  PAUTIE. 

Cousin  (P-)-  —  Sur  les  fonctions  périodiques.  (8^9-88 1). 
A  4070 

Duhem  (P-)- —  Sur  quelques  découvertes  scientifiques  de  Léo- 
nard de  Vinci.  (94G-949). 

B  0010 

Bernstein  (P-)-  —  Sur  la  théorie  des  ensembles.  (9.53-955). 
A  0430    0000 

Schmidt  (P.)-  —  Sur  la  puissance  des  systèmes  ortliogonaux  de 
fonctions  continues.  (956-95-). 

A  3210    0430 

Pej'èr.  —  Sur  le  calcul  des  limites  (937-959). 
A  4810 

Ràereau.  —  Sur  une  classe  d'équations  difTérentielles  réduc- 
tibles aux.  équations  linéaires.  (959-961). 

A  4820    4850 

Picard  {E.).  —  Rapport  sur  le  grand  prix  des  Sciences  mathé- 
matiques :  Perfectionner  en  un  point  important  l'étude  de 
la  convergence  des  fondions  continues  algébricjues.  (998- 

1004). 

A  3220    3G10 

Boussinesq  (/. ).  —  Rapport  sur  le  prix  Roileau.  (1006-1007). 

B  2810 

Picard  {E.).  —  Sur  la  détermination  des  intégrales  des  équa- 
tions du  type  cllyplique  par  certaines  conditions  aux  limites. 
(1109-11  1  1). 

A  5G50    5G60 

Painlevé  (P-).  —  Sur  les  écpialions  diirérentielles  cbi  second 
ordre  à  points  criti([ues  (ixcs.  (1111-1117). 

A  4880 
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Hadamard  [J.).  —  Sur  une  mélhode  de  calcul  des  varialions. 
(1127-1129). 

A  3280 

Clairin  (J.)-  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  à  deux  variables  indépendantes  qui  admettent  un 
groupe  d'ordre  impair  de  transformations  de  contact.  (ii3o- 
1 102). 

A  5230 

Lecornu[L,).  -^  Sur  l'extinction  du  frottement.  (ii32-ii33). 
B  1G20 

Violle  (P-)  et  LiouK'illc  (-/?.)•  —  Sur  une  méthode  de  mesure  des 
résistances  opposées  par  les  métaux  à  des  déformations  rapides. 

(12 18-1 221). 

B  3G20 

J.  T. 


BULLETIN  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 
Tome  XXXIV,   1906  (i). 

Fontené  (G.).  —  Sur  une  configuration  remarquable  daus  l'espace 
(3-, 6). 

I.  Les  trois  couples  de  sommets  d'un  quadrilatère  complet  sont  trois  couples 
de  points  tels  que  la  droite  joignant  un  point  d'un  couple  à  un  point  d'un 
autre  passe  par  un  point  du  troisième;  le  nombre  de  ces  droites  est  2'. 
La  figure  corrélative,  en  géométrie  plane,  est  le  quadrangle,  avec  ses  trois 
couples  de  côtés.  M.  Fontené  obtient,  par  extension  à  l'espace,  une  figure  qui 
est  sa  propre  corrélative,  et  qu'il  appelle  octuple  gauche  complet. 

Elle  oflre  quatre  couples  de  points  tels  que  tout  plan  passant  par  trois  points 
appartenant  à  trois  couples  différents  passe  par  un  point  du  couple  restant  ; 
ces  plans  sont  au  nombre  de  2'.  Corrélativement,  ces  quatre  couples  de  points 
sont  tels  que  le  point  commun  à  trois  plans,  pris  dans  trois  couples,  appartient 
à  un  plan  du  couple  restant.  La  figure  dépend  de  17  paramètres. 

(')  Voir  Ihdlctin,  t.  XXX,,  p.  81. 


i4i  SECOND!':   TAUTIE. 

Elle  donne  lieu  de  trois  manières  dilTércntes  à  un  polyèdre  II  ou  polyèdre 
de  genre  un,  ayant  8  sommets,  8  faces  et  i6  arêtes  (F  +  S  =  A),  pol\édrc 
dont  les  faces  sont  des  quadrilatères  et  dont  les  angles  solides  sont  des 
anj;ies  tétraèdres. 

II.  Les  quadrilatères  complets  inscrits  à  une  cubique  plane  donnent  lieu  sur 
cette  courbe  à  une  correspondance  bien  connue  {couples  s(einériens).  Une 
correspondance  analogue  résulte,  sur  une  biquadratique  gauche,  de  la  considé- 
ration des  octuples  complets  inscrits  à  la  courbe  :  ces  octuples  sont  en  nombre 
triplement  infini,  et  l'on  retrouve  ainsi  les  trois  involutions  auxquelles  conduit 
la  représentation  de  la  courbe  par  les  fonctions  elliptiques. 

III.  Un  quadrilatère  complet  étant  inscrit  dans  une  cubique  plane,  si  l'on 
inscrit  une  conique  dans  ce  quadrilatère,  il  existe  une  infinité  de  quadrilatères 
complets  inscrits  dans  la  cubique  et  circonscrits  à  la  conique.  De  même,  un 
octuple  gauche  complet  étant  inscrit  dans  une  biquadratique  îi,  si  l'on  consi- 
<lcre  une  quadrique  (S)  tangente  aux  8  plans  de  cet  octuple,  il  existe  une 
double  infinité  d'octuples  gauches  complets  inscrits  dans  la  biquadratique  et 
circonscrits  à  la  quadrique.  Ce  théorème  se  rattache  aux  recherches  de 
M.  G.  Humbert  sur  les  conditions  pour  qu'il  existe  une  double  infinité  de 
tétraèdres  inscrits  dans  une  biquadratique  et  circonscrits  à  une  quadrique. 

IV.  Le  pi'oblème  qui  consiste  à  construire  un  polyèdre  tl  inscrit  dans  une 
quadrique  et  circonscrit  à  une  autre  rentre  dans  un  problème  général  que 
M.  Fontené  a  précédemment  abordé  {Bullelin  de  la  Soc.  Mathem.  de  France, 
l.  XXXII,  p.  284)  6"  vue  d'étendre  à  l'espace,  au  moyen  de  polyèdres,  le 
théorème  des  polygones  de  Poncelet. 

Bricard  (/?•).  —  Sur  certains  systèmes  linéaires,    ponctuels  et 
langentiels,  de  quadriques.  (i'j-3o). 

Un  s^'stème  linéaire  ponctuel  do  quadriques  étant  représenté  par  l'équa- 
tion 

X,Si+  )>.,S.,-i->v,S3-f-  ).iS^  =  G, 

où  les  S,  sont  les  premiers  membres  des  équations  de  quatre  quadriques  fixes, 
les  X;  des  coefficients  arbitraires,  ce  système  comprentl  en  général  dix  qua- 
driques formées  de  deux  plans  (lîeye).  Peut-il  arriver  qu'un  tel  système  (S) 
contienne  une  infinité  de  quadriques  réduites  à  deux  plans  et  comment  est-il 
alors  défini  'l 

Tel  est  le  pixiblèmc  que  M.  Mricard  se  pose  et  qu'il  traite  sous  la  forme 
corrélative  :  trouver  les  systèmes  linéaires  lani^enliels,  à  (rois  poramètres, 
de  guadrif/ues,  gai  contiennent  une  injinitc  de  quadriques  réduites  à  deux 
points.  Désignant  par  (S)  un  tel  système,  l'auteur  établit  d'abord  qu'un 
système  (S),  s'il  existe,  est  défini,  si  l'on  appelle  points  conjugués  d'une 
biquadratique  gauche  deux  points  dont  les  arguments  elliptiques  dilïèrent  d'une 
même  demi-période,  par  les  quatre  quadriques  réduites  à  deux  points  qui  consti- 
tuent quatre  couples  quelconques  de  points  conjugués  sur  une  telle  biquadra- 
tique. Il  prouve  ensuite  que  tout  système  défini  de  celle  façon  contient  une 
infinité  de  quadriques  réduites  à  deux  points;  l'une  quelconque  de  ces  qua- 
driques dégénérées  consiste  en  deux  points  conjugués  sur  la  liii|uadratiquc 
giuiclic  (  C). 
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Tout  système  (S)  contient  oo'  quaciriques  et  œ-  coniques.  Les  quadriques 
sont  celles  qu'on  peut  inscrire  dans  les  divers  octaèdres  qui  ont  leurs  sommets 
opposés  conjugués  sur  (C).  Les  coniques  sont  inscrites  dans  les  quadrilatères 
plans  a3'ant  leurs  sommets  opposés  conjugués  sur  (C). 

Un  cas  remarquable  est  celui  où  l'une  de  ces  coniques  se  réduit  à  l'ombi- 
licale. Voici  les  résultats  que  l'auteur  énonce  à  ce  sujet. 

Soit  {abc  a'b'c')  un  octaèdre,  tel  que  ses  sommets  opposés  soient  symé- 
triques par  rapport  à  une  droite  (D).  Il  existe  une  infinité  de  quadriques 
de  révolution  inscrites  dans  cet  octaèdre.  Leurs  foyers  ont  pour  lieu  une 
biquadratique  {€)  qui  contient  les  sommets  de  l'octaèdre  et  qui  admet  (D) 
pour  axe  de  symétrie.  Les  deux  foyers  d'une  quadrique  de  révolution  ins- 
crite dans  l'octaèdre  sont  symétriques  par  rapport  à  (D). 

Les  quadriques  inscrites  dans  l'octaèdre  sont  en  nombre  doublement 
infini.  L'ensemble  des  quadriques  qui  leur  sont  homofocales  constitue  un 
système  (  — )  linéaire  tangentiel,  à  trois  paramètres,  qui  contient  une  infinité 
de  quadriques  réduites  à  deux  points  :  deux  tels  points  sont  sur  {C)  et 
symétriques  par  rapport  à  (D). 

Les  diverses  coniques  du  système  {  —  )  sont  les  focales  des  quaciriques  ins- 
crites à  l'octaèdre. 

M.  Bricard  indique  en  terminant  comment  les  résultats  qui  précèdent  peuvent 
s'étendre  à  l'espace  à  n  dimensions. 

Boutroux  [Pierre).  —  Propriétés  d'une  fonction  liolomorplie 
dans  un  cercle  où  elle  ne  prend  pas  les  valeurs  zéro  et  un. 
(3o-39). 

L'objet  principal  de  celte  iNotc  est  la  démonstration  du  tlièorènie  suivant  : 
On  considère  une  fonction 

F  (jc)  =  ai^+  a^x  -\-  a^x"--^  ... 

holomorphe  dans  un  cercle  C  ayant  son  centre  à  l'origine.  On  suppose 
qu'elle  ne  prend  ni  la  valeur  zéro  ni  la  valeur  un  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 
Soit  M  le  module  maximum  que  prend  V\{x)  dans  un  cercle  concentrique 
et  intérieur  à  C.  Ce  module  maximum  est  inférieur  à  un  nombre  fixe  qui 
ne  dépend  que  du  coej/lcient  a^,. 

Cette  proposition  conduit,  entre  autres  consé(juences,  à  celle  par  laquelle 
M.  Landau  a  récemment  généralisé  le  tiiéorèmc  de  AL  Picard,  cl  qui  s'énonce 
ainsi  : 

Soit  une  fonction  entière 

F  (  a;  )  =  «0  -h  cf ,  a;  -i-  a,^  .r-  -)-  ... 

pour  laquelle  on  suppose  «oC^a — i)  a^^  o.  Il  existe  un  nomI)rc  R  indépendant 
des  coefficients  a^,  a^,  ...,  c'est-à-dire  fonction  de  «„  et  di:^  a^  seulement,  tel 
que  F  {x)  prenne  sûrement  l'une  des  valeurs  zéro  et  un  dans  b,"  cercle  de 
rayon  11  ayant  son  centre  à  l'origine. 
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Lccornit  (L.).  —  Sur  l'herpolliodie.  (4o-4i). 

Démonstration  simple  du  théorème  classique  sur  l'absence  de  points  d'in- 
flexion dans  cette  courbe. 

De  Sparre.  —  Note  au  sujet  du  valet  de  menuisier.  (  ji-4~). 

Introduction.  —  M.  Painlevé  avait  signalé  un  certain  nombre  de  problèmes 
où  les  lois  du  frottement  de  glissement  semblent,  à  première  vue,  conduire  à 
une  impossibilité  ou  à  une  indétermination. 

Toutefois,  M.  Lecornu  a  montré,  dans  deux  communications  des  6  mars  et 
27  mars  iQoô,  à  l'Académie  des  Sciences,  que  cette  impossibilité  disparait  si 
l'on  admet  que,  lorsque  deux  corps  en  mouvement  sont  mis  en  contact,  le 
coefficient  de  frottement  pi'cnd  la  valeur  limite  telative  au  mouvement,  à 
moins  qu'il  n'existe  une  valeur  plus  petite  de  ce  coefficient  de  frottement  qui 
rende  certaines  des  réactions  infinies,  auquel  cas  il  se  produit  des  percussions 
entraînant  un  arcboutement  dynamique,  entièrement  semblable  aux  arcboute- 
ments  statiques  depuis  longtemps  connus. 

J'ai  eu  également  occasion  de  revenir  sur  cette  question  dans  une  communi- 
cation du  3i  juillet  igoS,  et  de  montrer  que  l'indétermination  disparaît,  aussi 
bien  que  l'impossibilité,  si  l'on  tient  compte  du  mouvement  antérieur  qui  a 
produit  les  circonstances  initiales. 

Je  me  propose,  dans  cette  petite  Note,  de  revenir  en  quelques  mots  sur  la 
théorie  d'un  appareil  bien  connu,  le  valet  de  menuisier,  qui  présente  ce  phé- 
nomène remarquable  de  pouvoir  éprouver  soit  l'arcboulcment  statique  seul, 
sôit  en  même  lemps  Tarcboutement  statique  et  l'arcboutement  dynamique;  de 
plus,  cet  appareil  se  prêterait  facilement  à  des  expériences  sur  la  question,  si 
l'on  jugeait  utile  d'en  organiser. 

Hadamard.  —  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  aux  dérivées 
partielles.  (45-52). 

Dans  les  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes,  l'auteur  a  étendu  la  notion 
de  caractéristique  aux  systèmes  de  p  équations  à  p  fonctions  inconnues,  qui 
sont  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé  des  fonctions 
inconnues  relativement  à  une  même  variable  indépendante.  Mais  il  y  a  des 
systèmes  pour  lesquels  cette  résolution  n'est  pas  possible. 

En  vue  d'étendre  à  certains  d'entre  eux  la  notion  de  caractéristiques, 
M.  Hadamard  considèi-e  ici  trois  fonctions  inconnues  u,  i",  w  de  n  variables 
indépendantes,  x„  a;^,  ...,  x„  satisfaisant  à  trois  équations  du  second  ordre, 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées  secondes. 

Si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  u,  \;  w  et  de  leurs  dérivées  premières  sur  la 
multiplicité 

x,,  =  /  (x,,  X.,,  . . .,  ^„_,), 

les  dérivées  secondes  />„„s  ç,,^,  /•„„  de  u,  r,  «•  par  rapport  à  la  variable  x„ 
vérifient  trois  équations  linéaires,  dont  le  déterminant  11  dépend  des  dérivées 
premières.  La  supposition  que  H  soit  identiquement  nul  caractérise  les 
systèmes  dont  il  s'agit  maintenant.  En  vertu  de  cette  hypothèse,  les  équations 
*^"  /^..>i>  '/,!,.>  '',iri  forment  un  système  intlèterminé-,  leur  S(dution  dèpcnil  en 
général  d'un  parainèlrc  p.  La  considération  des  dérivées  troisièmes  montre  que 
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p  doit  vérifier,  sur  la  multiplicilé  x„  =  _/,  une  é([nalion  linie  et  du  second 
degré  N  =  o.  M.  Hadaniard  dit  que  celte  multiplicité  est  caractéristique  si 
l'équalion  N  =  o  a  ses  deux  racines  égales. 

Cette  définition,  appliquée  au  système  bien  connu  qui  s'offre  dans  le  pro- 
blème de  la  déformation  des  surfaces,  donne  comme  caractéristiques  les  lignes 
asj'mptotiques,  conformément  à  l'énoncé  classique  établi  par  la  réduction  du 
système  à  une  équation  unique. 

Patron.  —  Sur  une  formule  générale  d'interpolation.  (02-60). 

L'auteur  donne  l'expression  générale  de  certains  polynômes  P,„(a;)  que 
M.    Borel   a   définis   dans   ses   Leçons   sur   les  fonctions  de  variables   réelles 

(p.  82). 

Conibebiac.  —  Sur  l'applicalion  des  équations  de  Lagrange  à  la 
détermination  des  actions  exercées  par  un  fluide  parfait  incom- 
pressible, animé  d'un  mouvement  irrolationnei.  (Go-^o). 

Introduction.  —  C'est  dans  l'ouvrage  de  Thomson  et  Tait  :  iXatural  Philo- 
sophy,  qu'il  a  été  fait,  pour  la  première  fois,  application  des  équations  de 
Lagrange  à  la  détermination  des  actinns  exercées  sur  ses  parois  par  un  fluide 
parfait  incompressible,  animé  d'un  mouvement  irrotationnel  et  acyclique.  Si 
9,,  q.,^  ...,  q^  désignent  les  paramètres  qui  déterminent  la  position  des  parois, 
la  force  vive  T,  du  fluide  s'exprime,  dans  le  cas  spécifié,  par  une  fonction 
quadratique  des  dérivées  q\i  q'^.  ■■■,  ql  des  paramètres,  et  les  forces  exté- 
rieures Q  relatives  aux  paramétres  q  et  faisant  équilibre  aux  forces  dues  à 
l'inertie  du  fluide  ont  pour  expression 

O  =  1  ^  _  '^-ll, 
dt  Oq  Oq 

exactement  comme  si  les  paramètres  q  étaient  ceux  du  système  formé  par  le 
fluide. 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  du  fluide  n'est  pas  acyclique,  la  force  vive  du 
fluide  peut,  comme  sa  vitesse,  être  décomposée  en  deux  parties  qui  se  déter- 
minent indépendamment  l'une  de  l'antre  et  dont  l'une  T,  correspond  à  un 
mouvement  acyclique  dépendant  uniquement  du  mouvement  des  parois,  tandis 
que  l'autre  T„  ne  dépend  que  de  la  position  de  ces  parois'  et  des  modules  de 
circulation,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  la  circulation  le  long  de  certaines  lignes 
fermées  convenablement  choisies.  Les  équations  de  Lagrange  ne  sont  plus 
applicables,  et  Cari  Neumann  a  établi  la  formule  générale  donnant,  dans  ce 
cas,  l'expression  des  actions  exercées  par  le  fluide  sur  ses  parois  (y  compris 
celles  des  corps  qui  pourraient  èlre  baignés  dans  le  fluide).  Lorsque  la  partie 
T,  de  l'énergie  hydrocinétique  qui  correspond  à  la  partie  acyclique  du  mouve- 
ment s'annule  (parois  au  repos)  ou  est  négligeable  par  rapport  à  l'autre 
(parois  limitant  des  corps  filiformes),  la  formule  de  Neumann  se  réduit  à 

où  Q  désigne  la  force  extérieure   relative  au  paramètre  7:  T(,  est  exprimée  en 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  1'  série,  t.  XXXI.  (Juillet  1907.)  \\  n 


1,6  SECONDE    PAUTIK. 

fonction  du  paramètre  q  et  des  modules  de  circulation,  qui  d'ailleurs  doivent 
être  considérés  comme  constants  si  le  (luide  est  parfait  (dépourvu  de  visco- 
sité). 

Cette  formule  diffère  par  le  signe  de  son  second  membre  de  celle  qui  résul- 
terait de  l'application  pure  et  simple  des  équations  de  Lagrange,  et  l'on  sait 
que  celte  différence  de  signes  se  retrouve  lorsqu'on  compare  les  forces 
d'origine  hydrod}  namiques  aux  forces  électromagnétiques  dues  aux  courants 
électriques. 

On  se  propose  de  montrer  que  les  équations  de  Lagrange  sont  encore  appli- 
cables dans  le  cas  étudié,  moyennant  un  changement  de  variables  dans 
l'expression  de  l'énergie  hydrocinélique,  de  sorte  que  la  masse  fluide  s'assimile 
alors  à  un  système  cj'clique  dont  ies  coordonnées  contrôlables  seraient  les  para- 
mètres q  déterminant  la  position  des  parois. 

Iladainard.  —  Sur  les  Iransformalions  poncUielles.  (71-84)- 

Les  équations 

(>)  \=J\{x„x.,,....x„)         (i  =  I,  •->,...,  /?) 

font  coi'rcspondre  à    un   point   quelconque  (,r,,  x.^,  ...,  x^)  d'un  espace  e„  à  n 

dimensions  un  point  (X,,  X,, ,  X„  )  d"un  espace  analogue  E„,  point  qui  peut 

être  appelé  l'image  du  premier. 

Ces  équations  sont-elles  résolubles  en  x^,  x„,  ...,  .r,,?  Peut-on  faire  à  tout 
point  de  E„  correspondre  d'une  manière  univoque  un  point  de  e„  auquel  il 
serve  d'image? 

Telles  sont  les  deux  questions  que  se  pose  l'auteur. 

On  peut  d'abord  formuler  une  première  condition  :  si  ix^  désigne  le  tninitnutn 
du  rapport 


/d\\  -i-  d\i 
\/  dx'i  -h  dx'i 


d\';, 


.  -+-  dx;^ 
sur  ta  sphère  x]  —-  x\  -h  . . .  -^  x';,  —  0-  de  l'espace  e„.  il  f;iut  que  l'intégrale 


s: 


U,    (/O 


soil  infinie.  Alors,  une  ligne  de  longueur  iiilinie  tracée  dans  e„  ne  pourra 
avoir  pour  image  une  ligne  de  longueur  finie. 

Il  s'en  faut  de  beaucoup  que  cette  condition  soit  suffisante.  Mais,  si  elle  est 
vériliée  et  si  de  plus  jx  est  dijférent  de  zéro  en  tout  point  de  t'espace  e„, 
l'inversion  des  équations  (i)  est  possible  et  univoque. 

Après  avoir  établi  cette  proposition  par  un  raisonnement  classique  à  peine 
modifié,  .M.  Hadamard  expose  le  mode  de  démonstration  qu'il  avait  résunié  dans 
une  Note  antérieure  des  Comptes  Rendus  (  S  janvier  i()o(j).  Ce  raisonnement, 
relatif  au  seul  cas  de  d(|ux  équations 

(>)'  X,:-/,  (x,,.r.,),  X,--:/,  (x,,.r.,), 

est  plus  compliqué,  mais  il  a  l'.ivantagc  de  monlrer  comment  se  comporte  le 
prolongement  (ruiic    tr.in>ifornialion    telle  i[ue  (ii'  ;'(  partir  du   moment   où   elle 
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a  cessé  d'élre  biunivoqiie  :  ce  prolongement,  tout  d"abord  possible,  doit 
nécessairement  conduire  à  une  impossibilité  lorsqu'on  vent  l'étendre  indéfini- 
ment. 

Goursal  (E.).  —  Remarques  sur  quelques  théorèmes  d'existence. 

(85-io8). 

L'auteur  commence  par  étudier  le  développement  d'une  fonction  analytique 
F  {x,  y)  de  deux  variables,  holomorphe  lorsque  la  variable  x  reste  dans  un 
cercle  de  centre  x,,  de  rayon  H  et  y  dans  un  autre  domaine  D,.  Le  développe- 
ment de  Taylor 

1 

est  convergent  et  représente  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  D^..  Ce 
résultat  est  valable  quel  que  S"it  le  nombre  des  variables. 
M.  Goursat  aborde  ensuite  l'équation 

/'  =f{x,  y,  z,  g) 

et  en  cherche  une  intégrale  se  réduisant  pour  x  ~  x„  à  une  fonction  -f  (y) 
qu'on  peut  supposer  identiquement  nulle  moyennant  une  transformation  simple. 
En  supposant  que  /  {x,  j\  :,  y  )  est  holomorphe  quand  y  reste  dans  un  domaine 
fermé  D,,.  tandis  que  les  modules  de  x,  x^,  z,  g  ne  dépassent  pas  certaines 
valeurs  données,  on  détermine  de  proche  en  proche  par  de  simples  différenlia- 
lions  les  coefficients  d'une  série 

2  =  9,  {y){x  —  xj-h-i'.  {y)  {X  —  x^y-  -^  . . .  -i- •-?,.(;')  {x  —  Xo)''-h  ..., 
qui  satisfait  formellement  à  l'équation/»  =  /.  et  l'on  a  le  théorème  suivant 

Si  l)y  est  un  domaine  guelcongue  intérieur  à  D,. .  liniile  par  une  ou  plu- 
sieurs courbes  n'ayant  aucun  point  commun  avec  la  frontière  de  D, ,  on  peut 
associer  à  ce  domaine  D^  un  nombre  positif  H  tel  gue  la  série  z  soit  conver- 
gente pour  tout  point  y  de  D^  pourvu  gue  le  module  |  x-x^  \  soit  inférieur 
ou  égal  à  R;  elle  représente  une  fonction  holomorphe  de  x  et  y  dans 
ces  domaines. 

Comme  vérification,  M.  Goursat  traite  directement  ré(|uati'in 

M 


{-m:-^){'-l){-l 


—  M, 


où  M,  Cf.  h,  c,  p  sont  des  nombres  positifs,  qui  admet  une  intégrale  Z  (x,  y 
holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x  =  o,  y  =  o,  el  se  réduisant  identique 
ment  à  zéro  pour  a:  =  o.  A  tout  nombre  positif  6  <  i  on  peut  associer  un  autre 
nombre  positif  t„  tel  que  l'intégrale  Z  {x,  y)  soit  sûrement  holomorphe 
lorsque  les  modules  1  a;  |  et  |  y  |  ne  dépassent  pas  respectivement  les  nombres 
fjft  et  f,.  De  cet  énoncé  on  peut  inversement  conclure  celui  qui  précède. 

La    méthode  de  M.  Goursal    s'étend  à   un  système  d'équations  aux  dérivées 
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partielles  d'ordre  quelconque,  résoluble  par  rapport  aux  plus  hautes  dérivées 
de  toutes  les  fonctions  relativement  à  la  même  variable. 

L'auteur  indique  diverses  applications  aux  équations  difTércnlielles  ordinaires, 
et  obtient  des  résultats  qui  se  généialisent  en  lliéorémes  d'existence  pour  les 
équations  aux  dérivées  partielles.  Ainsi  soit 

s  =  F  {jr.  y,   -.,  />.  q.  r,  t)  =  t.x  ~  '^y  -i-  ■;;  -H  a,/^  -^  ?,  7  -^  nr  -~  bl -;. . . 

une  équation  du  sec-ond  ordre,  où  F  désigne  une  fonction  holomorphe  dans  le 
voisinage  des  valeurs 

X  =  y  =-.  z  =  p  ~f/  =^  r  =  t  ^  o, 

et  s'annulanl  pour  ces  valeurs.  On  peut  développer  suivant  les  puissances  de 
X  et  y  en  série  convergente,  sous  la  condition  4  I  «^  |  <  '  déjà  obtenue  par 
M.  Riquier,  l'intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  des  valeurs  x  =  o  ou  y  =  o. 
C'est  le  problème  auquel  on  est  ramené  quand  on  cherche  à  déterminer  une 
intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  passant  par 
deux  courbes  données  qui  se  coupent  sans  être  tangentes  en  leur  point  com- 
inu  n. 

De   Sparre.    —    Noie    an    sujet    du    frotlcmenl    de    glissement. 
(  108-102). 

L'auteur  répond  à  deux  communications  faites  par  M.  Painlevé  {Académie 
des  Sciences,  21  aoùt-20  octobre  H)o5).  Il  traite  à  nouveau  les  exemples 
donnés  dans  ces  deux  Notes  et  conclut  : 

«  En  résumé,  rhj^polhèse  de  M.  Lecornu  nous  donne  une  image  des  phéno- 
mènes qui,  pour  le  détail  de  ceux  qui  se  produisent  au  moment  du  contact  des 
corps,  peut  être  moins  exacte  que  celle  que  Ton  obtient  en  tenant  compte  de 
l'élasticité  tles  liaisons;  mais,  en  revanche,  elle  nous  permet  de  prévoir  d'une 
façon  beaucoup  plus  simple,  et  avec  une  e-xactitude  très  suffisante,  le  résultat 
final  qui  se  produit  après  cette  période  de  mise  en  contact  des  corps,  ce  qui 
est  le  but  principal  que  l'on  se  propose.  » 

Iladamard.   —  Sur  !e  |)riiici|)('  de  Diriclilet.  (i3j-i3q"). 

La  possibilité  du  problème  de  DirichleL  (formation  d'une  fonction  harmo- 
nique dans  une  aire  donnée  S  et  prenant  des  valeurs  données  sur  le  contour) 
|)eut,  d'après  ^L  Hilbert,  être  démontrée  par  la  méthode  même  qui  avait  servi 
à  Riemann  et  qui  consiste  à  prouver  directement  que  l'intégrale 

,= /•/•r/'i?L'V+($:VI</x,'., 


-ffvm-^B 


étendue  à  l'aire  donnée  S,  admet  un  minimum. 

Or  il  peut  arriver  que  la  méthode  de  M.  Hilbert  devienne  inapplicable,  parce 
qu'il  n'existe  aucune  fonction  u  qui  donne  à  l'intégrale  I  un  sens  :  c'est  ce  que 
M.  Hadamand  établit  en  prenant  pour  S  un  cercle  de  rayn  un,  bien  (ju'alors 
le  problème  de  Diriclilet  admette  cllcclivcmciit  une  snlulioii. 
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De  Montclieiiil.  —  Les   aiilicaustiqucs   du   paryboIoKle   hvperbo- 
lifjue  équilalère.  (iSg-ioa). 

Dans  la  première  seclioii  de  ce  Mémoire,  l'aiileur  rappelle  ou  démonlre  les 
propositions  suivantes  : 

1°  Le  paraboloïde  équilalère  défini  par  l'équation  '\az  ^^  y"- — a;-  est  la 
surface   moyenne  de   la  cyclide  de  Dupin. 

1°  H  admet  cette  surface  pour  anticaustique,  les  rayons  incidents  étant 
parallèles  à  l'axe  des  z. 

3°  La  caustique  est  formée  du  sjstème  de  deux  ]>araboles  situées  dans 
deux  plans  perpendiculaires  et  telles  que  le  sommet  de  chacune  d'elles  soit 
au  foyer  de  l'autre. 

4"  Les  cosinus  directeurs  des  rayons  réfléchis  et  les  coordonnées  de  l'anti- 
caustique  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  coordonnées  de  la 
projection  de  la  surface  diriniante  sur  le  plan  des  xy. 

5°  Les  coordonnées  du  paraboloïde  et  celles  de  la  cyclide  sont  liées  par  une 
transformation  birationnelle  qui  fait  correspondre  point  par  point  deux 
familles  de  sections  paraboliques  de  la  quadrique  aux  cercles  qui  sont  les 
lignes  de  courbure  de  la  cyclide. 

II  est  établi,  en  outre,  une  correspondance  birationnelle  entre  le  parabo- 
loïde de  révolution  et  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  foj'er  de  ce  paraboloïde. 

La  seconde  section  traite  des  antiraustiques  de  diverses  courbes  tracées  sur 
le  paraboloïde  et  peut  être  résumée  dans  l'énoncé  suivant  : 

Les  rayons  parallèles  à  l'axe  des  z  se  réfléchissent  sur  les  paraboles  delà 
surface  situées  dans  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  suivant  les 
génératrices  d'un  cône  de  réi'olution.  Ces  cônes  ont  leur  sommet  sur  l'une 
des  paraboles  auxquelles  se  réduisent  les  deux  nappes  de  la  développée  de 
la  cyclide  de  Dupin  normale  aux  rayons  réfléchis.  Ils  enveloppent  la 
seconde  de  ces  paraboles,  la  parabole  de  section,  et  admettent  pour  sec- 
tions droites  leurs  intersections  avec  la  cyclide  et  toutes  les  surfaces  qui  lui 
sont  parallèles. 

Fontené  {(j-)-   —  Sur  Texlcnsion  à  fespace  du  ihéort'inc  des  po- 
Ijgones  de  Poncelel  par  des  polyèdres  de  genre  un.  (i53-i63). 

Dans  un  Mémoire  antérieur  {Bull,  Soc.  Math.,  t.  XXXII,  1904)  l'auteur  a 
prouvé  que  l'extension  du  théorème  de  Poncelet  à  l'espace  a  des  chances  de 
réussir,  si  l'on  emploie  des  polyèdres  de  genre  un,  dont  les  faces  sont  des  qua- 
drilatères et  dont  les  angles  solides  sont  des  angles  tétraèdres,  et  il  a  établi 
effectivement  que  cette  extension  réussit  pour  des  polyèdres  ayant  9  faces  et 
9  sommets. 

Dans  le  présent  travail,  M.  Fontené  montre  qu'il  en  est  de  même  pour  les 
polyèdres  ayant  S  faces  et  8  sommets. 

Bndzki  [M.  P-)-  —  PSolc  sur  la  chute  des  corps  pesants,  (i63- 
i64). 

Si  dans  la  solution  de  ce  problème  on  lient  romptr  de  la  rotation  de  la  Terre. 
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il    convient  aussi   d'inlrodiiire   les  composantes  des   forces   qui    proiluiscnl    les 
marées. 

Petro^'ilcli  [Michel).    —    Sur  ccilaines    Lranscendantcs  cnlières 

(165-177). 

L'auteur  éludie,  sous  le  nom  de  transcendantes  A(c),  les  séries  entières 
«„+  o,  i;  -i-  a.  i;= -^ ...—  a„  -"-+-.. . 

susceptibles  dY-tre  rcprcsenlées  par  l'intégrale  à  limites  réelles 

,6 


i(z)=  f  u{t)e--^')dt, 

'J  a 


les  fonctions  u[t)  et  r{t)  étant  réelles,  finies  et  de  signe  invariable  entre  a  et  6. 
La  dérivée  d'une  transcendante  A(z)  est  une  transcendante  A{z).  Si  r{t)  ne 
s'annule  pas  entre  a  et  b,  limites  comprises,  l'intégrale  de  A(z)  est,  à  une 
constante  additive  près,  une  transcendante  A(c).  Toute  transcendante  A{z) 
est  de  genre  inférieur  à  deux. 

Pour  .r  réel,  l'ordonnée  de  la  courbe  jk  =  A.{z)  varie  conslaniuient  dans  le 
même  sens  et  l'axe  des  x  est  une  asymptote. 

Les  équations  linéaires  à  coefficients  constants  qui  ont  pour  second  membre 
une  transcendante  X{z)  s'intègrent,  en  général,  à  l'aide  des  transcen- 
dantes A(^  ). 

Après  avoir  appliqué  ces  principes  à  la  transcendante  remarquable 


A,(~-) 


V 


(«-.)"•' 


M.  Petrovitch  considère,  après  Laguerre,  les  séries  entières 

A,+  A,=  +  A,--^... 

à  coefficients  réels,  positifs  et  tels  que  les  diverses  équations 

k,-^  \,z  +  k.z---^ . .  .-^  \z'^  ^-  o 

aient  toutes  leurs  racines  réelles,  quel  que  soit  leur  degré  A.  Désignant  ces 
séries  par  le  nom  At  fonctions  fl(s),  il  prouve  que  les  coefficients  d'une  fonc- 
tion fl(-)  quelconque  sont  au  plus  égaux  à  ceux  de  la  fonction 


A,-h\,zS 


m 


A,  étant  la  transcendante  définie  ci- dessus.  Toute  fonction  ii{z)  est  de  genre 
zéro  ou  un. 

L'auteur  donne  ensuite  pour  le  module  et  pour  les  rocflicienls  d'une  pareille 
fonction  des  limites  supérieures  plus  précises  que  relies  qu'a\ait  r-btcnucs 
Laguerre. 
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\ 


et  indique  en  terminant  que  le  produit  des  modules  des  k  premiers  zéros  de 
Q  (  s  )  est  égal  ou  supérieur  à  o,6g6i  A„  :  A,. 

Remy  {L,.).   —  Sur  quelques  théorèmes  de  géomélrie  j)lane  liés  à 
la  suriace  de  Kummer.  (•"J-i^j)- 

Une  surface  de  Kurnmer,  projetée  de  l'un  de  ses  points  doubles  sur  un  plan 
langent  singulier,  a  pour  contour  apparent  six  droites  tangentes  à  une  même 
conique  I  et  formant  deux  triangles  inscrits  dans  la  conique  de  contact  C  du 
plan  tangent  singulier.  C'est  par  cette  considération  que  l'auteur  établit  divers 
théorèmes  de  géométrie  plane,  dont  voici  quelques-uns  : 

Toute  cubique  qui  j/asse  par  les  sommets  de  deux  triangles  inscrits  à  une 
conique  T  coupe  en  outre  leurs  côtés  en  six  points  situés  sur  une  conique 
bitangente  à  la  conique  T. 

Si  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  conique,  il  existe  une  famille  trois 
J'ois  infinie  de  quartiques  à  la  fois  inscrites  et  circonscrites  aux  deux 
triangles. 

Les  triangles  inscrits  et  circo/iscrits  à  une  quartique  C^  se  répartissent  en 
36  groupes.  Deux  triangles  d'un  même  groupe  so'it  inscrits  à  une  conique  C 
et  leurs  points  de  contact  avec  Q  sont  également  situés  sur  une  conique  Q. 
Les  quatre  autres  points  d'intersection  de  C^  avec  les  coniques  C  et  Q  sont 
en  ligne  droite.  Les  six  sommets  et  les  six  points  de  contact  sont  situés  sur 
une  cubique. 

Sa/iielevici.   —   Remarques  sur  cerlaiues  équalious  Iméaires  aux 
dérivées  partielles.  (iSj-Kji). 

M.  Laisant  a  montré  {Bull.  Soc.  Math,  de  France,  t.  \\'  que  toute  fonc- 
tion u{x^,  X .r„)  qui  est  la  somme  de  p  fonctions  homogènes  vérifie  une 

é([uation  linéaire  aux  dérivées  partielles  d'ordre  p. 

(i)        ajf<  r- —  «,i< /'-•)-^.. .— a     ,  H ''+ a^,«  =  0         (</<,'  ..-,«,,=  consl.  ) 
où  Ton  a  posé  symboliquement 


,       ^> 

r) 

f) 

X,  

-^  X. 1- 

. . .  -f-  x„  —— 

\     <^-^l 

-  Ox., 

"  Ox, 

Réciproquement,  toute  équation  telle  que  (i)  a  pour  intégrale  générale  une 
somme  de  p  fonctions  homogènes,  dont  les  degrés  sont  les  racines  d'une  équa- 
tion algébrique;  iM.  Laisant  n'a  pas  examiné  le  cas  où  celte  équation  a  des  ra- 
cines multiples. 

l'iir  l'emploi  des  variables  canoniques  de  Soplius  Lie 


logx,, 


■stn    =       » 
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M.  Sanielevici  siibslilue  à  l'équation  (i)  réqiiation  à  coef/icit'nts  constants 
or  II  fiP   '  Il 

qui  ne  contient  que  les  dérivées  par  rapport  à  z^.  On  sait  linlégrer,  aussi  bien 
quanti  son  équation  a  des  racines  multiples  que  quand  elle  n'en  a  pas.  Par  là  se 
trouve  complétée  la  proposition  de  M.  Laisant.  La  méthode  s'étend  d'elle-mérne 
à  une  infinité  d'autres  classes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  linéaires  et  à 
coefficients  constants  relativement  à  un  symbole  quelconque 


S  =  ^Xi(j:„  x...  ...,  x„) 


au 

Ox. 


Coinbebiac.  —  Remarques  sur  la  quesliou  des  principes  de  V ana- 
lyste si  Lu  s.  (191-196). 

Réinoiiiidos  (G.).  —  Sur  la  représenlaliou  uiiifornic  des  courbes 
Iraiisceudanles.  (197-204^. 

M.  Poincaré  a  établi  {Bull.  Soc.  Math.,  t.  XI)  qu'il  est  toujours  possible  «le 
faire  une  représentation  uniforme  dune  fonction  multiforme  quelconque  :  étant 
donnée  une  équation  quelconque 

f(z,  u)  =  o. 

définissant  une   fonction  analytique  u  de  la    variable   z,    on  peut   trouver   une 
troisième  variable  t.  telle  que  11  et  :;  soient  des  fonctions  uniformes 

u  =  U(t),         z  =  M(l). 

M.  Rémoundos  suppose  que  les  fonctions  H  et  M  ne  présentent  pas  de  points 
essentiels  isolés  et  dit  qu'une  valeur  ;/„  est- exceptionnelle  générale  pour  une 
fonction  uniforme  u  =  <j{t)  lorS(|ue  l'équation  «„=5(^)  nadnict  qu'un 
nombre  fini  de  racines  dans  tout  le  plan. 

D'après  l'hjpolhèse  faite  sur  H  et  M,  l'ensemble  des  valeurs  exceptionnelles 
générales  de  chacune  de  ces  fonctions  peut  cire  quelconque,  continu  ou  discon- 
tinu; il  peut  former  des  lignes,  des  aires  recouvrant  une  partie  ou  la  totalité 
du  plan.  C'est  l'étude  de  cet  ensemble  qui  f.iit  l'objet  du  piésenl  travail,  destiné 
à  compléter  certaines  indications  sommaires  que  l'auteur  avait  données  dans  sa 
thèse  de  doctorat  :  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  fonctions  transcendantes 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1904  ). 

Autonne  {Léoit.)  —   Sur  les  polviiouies  à  cocflicienls  el  à  vaiiahle 
hjpercoiuplexes.  (  2o5-'2i2). 

Dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (  ^S  mai  ii|oti)  l'auteur 
a  énoncé  diverses  propositions  relatives  aux  variables  cl  aux  fonctions  hyper- 
complexes.  Cette  théorie  générale  conduit,  pour  les  polynômes  à  coefricienls  el 
à  variable  hypcrcompbxcs,  a  diverses  co:iséqucnces  que  M.  \utonno  développe 


ni':vui';  ni' s  PiiinjcA  i  ions.  i53 

lîn  adnpiaiU  la  terminologie  de  M.  Frobeniiis  {SilzitngsbcrlchtK  dt  l'Aca- 
démie  de  Ceilin,  avril  igoS),  on  peut  résumer  les  présentes  recherches  en  cet 
unique  énoncé  : 

Pour  qu'une  quantité  hypercomplexe  X  sbit,  par  i-appôrt  à  lit  variable 
hypercomplexe  x,  un  polynôme  de  degré  ni^  à  coef/icieills  /i_rpercomj>léxeSi 
il  faut  et  il  suffit  que  les  coordonnées  de  X  soient,  par  rtipport  aux  cool'- 
données  de  x,  des  polynômes  de  degré  ni,  à  côefjicients  scalaires. 

Maillet  {Edm.).  —  Sur  les  nomljres  transcendants  dont  le  déve-^ 
loppement  en  fraction  continue  est  quasi^périodiqUe  et  sur  les 
nombres  de  Liouville.  (21  3-22-); 

En  se  référant  à  son  Introduction  à  la  théorie  des  nombres  transcendants  et 
des  propriétés  aritkméti(jues  des  fonctions  (igo'j),  l'auldur  résume  comme 
suit  le  présent  travail  : 

«  Je  me  propose  ici  de  monlrrr  que  les  racines  positives  des  éqiialions  dil 
deuxième  degré,  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers 
formés  avec  un  nombre  transcendant  I  >  o  de  Liouville,  sont,  dans  des  cas 
étendus,  des  fractions  continues  qliasi-périodiques.  Il  en  est  toujours  ainsi  quand 
Tordre  du  développement  en  fraction  corfitinUe  de  ce  nombre  de  Liouville  est 
assez  grand.  I  étant  un  de  ces  derniers  nombres  et  positif,  on  peut  Id  choisir  de 
façon  que  y  I  soit  d'ordhe  au  plus  égal  à  (-2,  n)  dans  la  première  classinratioit 
des  fractions  continues  et  (i,   i)  dans  la  deuxicme. 

«  J'indique  aussi  :  1°  des  résultats  relatifs  à  In  représentation  ^-imale  des 
nombres  de  Liouville  dans  le  système  de  numération  de  base  q  cntiért?;  2"  l'im- 
possibilité qile  é  soit  racine  d'une  é([uation  dont  les  coefficients  sont  des  poly^ 
nomes  en  I  à  coefficients  entiers,  I  étant  un  nombre  de  Liouville  d'ortire  assest 
grand;  3°  des  cas  où  rf'  («  entier)  et  1    sont  transcendants.  >) 

Conibebiac.  —^  Stir  les  représentations  nilmériqucs  des  ensembles^ 
(227-229). 

Vessiot  [É .).  —  Sut'  l'interprétation  mécanique  des  trausfoinia- 
tions  de  contact  indnitésiniales;  (2.30-269). 

En  divdl's  passages  de  sa  Géométrie  des  transformations  de  coiitact-,  Sophug 
Lie  avait  indiqué  que  la  propagation  d'un  mouvement  ondulatoire,  suivant  Id 
principe  d'Huygens,  est  l'image  d'une  transformation  de  contact  infinitésimale: 
le  .Mémoire  de  M.  Vessiot  est  consacré  au  développement  de  cette  idée. 

Dans  les  trois  premiers  chapitres  il  n'est  question  que  de  l'espace  à  trois  di- 
mensions. 

I,  IL  Le  mode  de  projiagation  est  défini  par  x'  surfaces  d'onde  caractéris- 
tiques associées  individuellement  aux  divers  points  {x;  y,  z)  de  l'cspaCe;  clia- 
dtine  d'elles  est  la  forme  limite  vers  laquelle  tend  la  surface  lieu  des  points 
atteints  au  bout  du  temps  dt  par  réiiranlcmcnt  du  point  {x,  y,  z).  l>'origine 
des  coordonnées  étant  transportée  en  ce  point,  le  système  des  surfaces  carac- 
téristiques est  défini  par  l'équation  tangenticllc 

p\-h  q\  —  Z  =  W'{x,  y,  z,  p,  q  ). 

L'idl.  des  Sciences  matlicm..  2"'  série;  I.  \\\I.  (Aoùl    igo^.)  \{.i) 
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Les  formes  successives  de  Tonde  qui  résulte  d'une  onde  origine  sont  les  trans- 
formées de  cette  onde  origine  fournies  par  les  diverses  transformations  d'un 
groupe  de  transforiTialions  de  contact  à  un  paramétre  ^  qui  représente  le  temps. 
Le  groupe  est  défini  par  les  équations 


(3) 


dx       dW 

dt  ~    tip  ' 

dy  _  d\X 

dt  ~   oq 

dz           ÔW           <i\\ 

di-p-^n;^'^-^- 

dp 

dt 

tix       P   Oz' 

d<i  _       ô\\           tiW 

dt  ~        tiy        '^   tiz 

W; 


Le  mode  de  propagation  est  déterminé  par  l'intégration  de  ce  sjstcme  (3). 
Mais  on  peut  aussi  le  définir  en  cherchant  les  familles  d'ondes;  la  famille  des 
ondes  issues  d'une  onde  origine  crbilraire  sera  donnée  par  une  équation 

t=f{x,y,z), 

de  sorte   qu'il   s'agit   de   trouver  une   fonction    t  des   variables   indépendantes 
{x,  y,  z);  cette  fonction  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 


-)t  „.  /  ^'r  t'y 


dont  l'intégration  équivaut  à  celle  du  système  (3).  Ainsi  est  constituée  une 
théorie  très  simple  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
dans  laquelle  rentrent  la  théorie  des  intégrales  complètes  et  celle  des  caracté- 
ristiques. 

Par  un  changement  de  notations  convenable,  on  donne  aux  équations  du 
groupe  de  transformations  de  contact  une  forme  analogue  à  celle  des  équations 
canoniques  d'Hamilton. 

IIL  Si  l'on  appelle  trajectoires,  dans  le  mode  de  propagation  considéré,  le 
lieu  des  positions  successives  du  point  faisant  partie  d'un  élément  de  contact 
quelconque,  lorsque  cet  élément  de  contact  se  déplace,  les  trajectoires  seront 
déterminées  par  l'intégration  du  système  (3),  où  les  fonctions/^  et  q  sont  con- 
sidérées comme  des  inconnues  auxiliaires.  On  obtient  pour  ces  trajectoires,  qui 
sont  en  nombre  quadruplement  infini,  des  équations  analogues  aux  équations 
classiques  de  Lagrangc,  en  définissant  les  surfaces  d'onde  caractéristiques  par 
leur  équation  ponctuelle 

9.{x,y,  z,  X,  Y,  Z)=i 

où  l'on  peut  supposer  £î  homogène  et  de  degré  i  en  X,  V,  Z.  Le  système  auquel 
satisfont  les  coordonnées  des  trajectoires  est  alors 

d    i)Q.        'Ki  _  d    â9.        àil  _  d_  <) il        dii  _ 

dt  àx'        ôx         '  dt  ây'        ôy  '  dt  ôz'        dz 

avec  la  condition  supplémentaire 

12  {X,  y,  z,  x\  y\  z')  =  i. 

Il  expiiine  que  la  v.irialion  de  l'intégrale 
(i.î)  /  il  {X,  y.  z.  dx,  dy,  dz) 
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est  nulle  et  que  le  temps  t  est   précisément  la  valeur  correspondante  de  cette 
intégrale. 

On  a  ainsi  une  interprétation  géométrique  d'un  problème  très  général  de 
variations,  de  sorte  ([Ue  la  théorie  de  Lie  éclaire  non  seulement  les  diverses 
faces  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles,  mais  aussi  ses  liens 
avec  le  calcul  des  variations.  Il  conviendra  donc  de  l'introduire  dans  toutes  les 
questions  qui  se  rattachent  à  la  variation  d'une  intégrale  telle  que  l'intégrale 
(i3);  brachistochroncs.  équilibre  des  lils,  lignes  géodésiques.  problème  général 
de  la  dynamique. 

IV.  Avant  de  passer  à  cette  dernière  application,  l'auteur  montre  comment 
les  résultats  précédemment  obtenus  peuvent  être  étendus  aux  variétés  à  n  di- 
mensions. Il  est  alors  en  mesure  d'expliquer  le  fait,  signalé  par  Lie,  que  l'inté- 
gration de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  dynamique 

revient  à  la  détermination  du  groupe  de  transformations  de  conlact  qui  a  pour 
fonction  caractéristique 


■     v^2  (  U  +  /O 


On  peut  même  généraliser  ce  théorème,  en  remontant  à  sa  véritable  origine, 
qui  est  dans  le  principe  de  la  moindre  action. 
Si  la  force  vive  d'un  système,  qu'on  représente  par 

2T(.r x„:  f/.r, dx„) 


dC- 

ne  dépend  pas  du  temps  et  s'il  en  est  de  même  de  la  fonction  des  forces  l  ,  en 
supposant  que  la  constante  des  forces  vives  a  reçu  une  valeur  particulière  et 
qu'on  l'a  fait  rentrer  dans  la  fonction  U,  on  peut  écrire  ainsi  l'équation  des 
forces  vives 

T(ar,,  ...,a;„;  dx^,  ...,  <r/x„)  =  U(,r,,  . . .,  x,,)dt'-. 

Dans  ces  conditions,  les  Irajecloires  sont  les  inèines  que  pour  le  mode  de 
propagation  dans  lequel  la  surface  d'onde  caractéristique  a  pour  équation 
ponctuelle 

2  v''U  (a:,,  ...,  ,F„)T  (a?!,  .,.,  x„;  \,,  \.,  ...,  X„  )  =  i , 

les  X  étant  les  coordonnées  courantes.  Mais  ce  qui  correspond  au  temps  t  de 
ce  mode  de  propagation,  ce  n'est  pas  le  temps  t  du  problème  de  dynamique; 
c'est  l 'action 

-  =  2    /  v'l  (x-,, x„)  T(a7,,  ...,  x„;  </x,,  ...,  dx„, 

de  sorte  que  l'on  a  « 

d' 

~    2U   (vT,.     .  .M    .ï^,.) 
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«  Celte  identité  de  forme,  dit  M.  Vessiot,  entre  les  trajeeloires  des  problèmes 
de  dynamique  et  de  certains  problèmes  de  propagation  ondulatoire  est  certai- 
nement curieuse,  quoique  la  dillérence  dans  la  loi  suivant  laquelle  sont  par- 
courues les  trajectoires  lui  ôte  de  son  intérêt.  Le  parallèle  classique  entre  la 
théorie  de  rémission  et  la  théorie  des  ondulations  en  peut  être  considéré 
comme  un  cas  particulier,  si  l'on  suppose  que  dans  la  théorie  de  rémission 
les  corpuscules  lumineux  obéissent  à  des  lois  analogues  à  celles  de  notre  dyna- 
mique. » 

von  Koch  {Ilelge).  —  Remarques  sur  quelques  séries  de  pol}- 
nomes  (269-274)- 

Soit  X  Taflixc  d'un  point  du  [)lan  de  la  variable  complexe;  on  sait  que  l'équa- 
tion 

Ij;-— il=i 

représente  une  Icmniscate  de  Hernoulli,  dont  le  point  double  est  J7  =  o  et  dont 
les  i\cu\  boucles  A  et  B  entourent  respectivement  les  deux  foyers  x —i  et 
a;  =  —  I. 

L'auteur  considère  une  fonction  analytique /(a;)  régulière  ilans  la  boucle  A; 
par  la  substitution 

z  =  i  — .r-,         a7  =  i/i  —  ^  =  1  —  -  -r... 

f[x)  devient  une  fonction  de  z 

c„-+-  c,^  -r-  c.,z--^... 
régulière  dans  un  certain  domaine  autour  de  ^  =  o.  La  série 

Co  +  C,  (  I  —  or-  )  H-  C2  (  I  —  ^-  )^  -!- . . . 

converge  et  représente  f{x)  dans  la  boucle  A.  Elle  converge  aussi  dans  la 
boucle  B,  mais  représente  une  autre  fonction.  De  là  un  moyen  simple  pour 
former  des  séries  de  polynômes  représentant  diverses  fonctions  dans  dillérentes 
portions  du  plan.  Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  loga;  étant  rendue  uniforme 
par  une  coupure  partant  de  l'origine  et  suivant  la  partie  négative  de  l'axe  ima- 
ginaire, la  série 

„       (i  —  x'Y        (  I  —  x'  )' 

est  convergente  dans  toute  l'aire  de  la  lemniscate;  mais  elle  représente  —  ■?.  loga; 
dans  la  boucle  A  et  —  u  logaî  4-  2;-  dans  la  boucle  B. 

L'auteur  forme  ensuite,  par  un  passage  à  la  limite,  une  série  de  polynômes 
offrant  une  singularité  de   convergence  bien   plus  remanjuable.  A  cet  eflet  il 

considère  la  série 


1\,(-^') 


_  ^  "y*  (  '  —  ■^"  y 


on  n  est  un  enlicr  positif  ([ucl('oni|ue  au  moins  égal  à  j;  cette  série  converge  à 
l'intérieur  île  la  rosace  à  //   Inaut  lies  tlont  ré(|llation  en  coordonnées  polaires 
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est 

/■"  =  2  cosn-ç  ; 

I  ^  27: 

pour  X  =  re":(o  <''^i),  rargunicnt  9  élant    iin    multiple    quelconque  de  — > 

on  a 

P„(^)  =  logla;l. 

Partant  de  là  et  posant 

,  ,      I  r         [i —X")-        (  i— x")""  1 

^    "  «     L  2  «"  J 

il  établit  que  la  série 

lim  p      (x) 

converge  sur  tout  rayon  de  longueur  1  issu  de  l'origine  (0  exclu)  faisant 
avec  l'axe  réel  un  angle  cp  en  rapport  rationnel  avec  2-;  elle  y  représente 
log  I  a;  |.  Donc,  dans  un  voisinage  arbitrairement  petit  d'un  point  quelconque 
intérieur  au  cercle  |  a;  |  =  i ,  elle  représente  une  infinité  de  fonctions  analytiques 
distinctes,  les  fonctions  logx  +  t'j,  »  étant  en  rapport  rationnel  avec  2-. 

L.  R. 


JOURNAL  DE  LÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  conseil 
d'instruction  de  cet  établissement. 

II*  série,  Cahier  IX;  1904  (')• 

Dalac  {II').  —  Reclierclies  sur  les  points  singuliers  des  équations 
difl'érentielles.  (1-120). 

Cet  important  Mémoire,  présenté  comme  tlièse  de  Doctorat  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  a  pour  objet  l'étude  des  intégrales  d'une  équation  dilléren- 
tielle 

(0  \{,x,y)cIy  +  \{x,y)dx  =  o 

dans  le  voisinage  de  valeurs  singulières  x  —  o,  y  —  o,  pour  lesquelles  \  et  ^ 
sont  holomorphes,  mais  s'annulent  simultanément  :  l'auteur  suppose  toujours 
que  X  est  une  variable  complexe  et  laisse  de  côté  le  cas  particulier  des  inté- 
grales réelles. 

PiiEMiÈnE  Partie.  —  M.  Duiac  complète  sur  certains  points  les  résultats 
acquis  dans   le  cas  où,  par  un  cliangcment  de  variables  linéaire,  réiinalion  (i) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XW.^,  p.  i3i. 
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prend  la  forme 

(2)  {x -h. ..)  dy  =  {\y -h. ..)  dx        (X  =  consl.), 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier.  Il  examine  succes- 
sivement les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

I.  )i  cs(,  soit  un  nombre  complexe,  soit  un  nombre  positif  autre  qu'un 
entier  ou  que  l'inverse  d'un  entier.  —  MM.  Picard  et  Poincaré  ont  indiqué 
des  développements  qui,  dans  ce  cas,  donnent  toujours  la  forme  de  l'intégrale 
générale  dans  le  voisinage  de  x  ^=  o^  y  =  o.  A  l'aide  de  ces  développements, 
l'auteur  étudie,  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  les  intégrales  autres  que  les  deux 
intégrales  liolomorphes.  Suivant  la  façon  dont  x  tend  vers  zéro,  y  el  y\x 
tendent  ou  ne  tendent  pas  vers  des  limites.  Les  intégrales  admettent  le 
point  X  =  o  comme  point  critique  transcendant  et,  sauf  dajis  le  cas  où  l'équa- 
tion (i)  admet  la  courbe  intégrale  x  =  o,  chaque  intégrale  présente,  dans  le 
voisinage  de  a;  =  o,  une  infinité  de  points  critiques  algébriques.  Cette  étude 
conduit  aux  conclusions  suivantes  : 

i"  Il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer,  comme  on  continue  à  le  faire  à  l'exemple 
de  Briot  et  Bouquet,  le  cas  où  la  partie  réelle  de  >>  est  positive  et  celui  où  elle 
est  négative;  seul,  le  cas  où  )k  est  positif  se  distingue  des  autres. 

2°  Il  y  a  lieu  d'établir,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  une  distinction 
entre  les  intégrales  et  les  caractéristiques. 

M.  Dulac  appelle  caractéristique  un  ensemble  de  valeurs  x  ai  y{x)  véri- 
fiant l'équation  dilTérenlielle  et  telles  (ju'uiie  des  variables  ne  prenne  que  des 
valeurs  figurées  dans  son  plan  par  les  points  d'un  arc  de  courbe.  La  caractéris- 
tique est  dite  passer  par  l'origine  quand  .r  =  o,  jk  =  o  font  partie  des  valeurs  de 
rensenibic.  Le  nom  (ï  in  té  g  raie  passant  par  l'origine  est  réservé  pour  le  cas 
oii  l'une  des  variables,  x  par  exemple,  peut  prendre  dans  le  champ  complexe 
toutes  les  valeurs  voisines  de  a?  =  o  et  où  y  tend  vers  zéro  (]uand  x  tend  vers 
zéro  d'une  façon  quelconque.  Quand  "k  n'est  pas  réel,  il  ne  passe  pus  par  l'ori- 
gine d'autres  intégrales  que  les  intégrales  liolomorphes:  mais  il  y  a  toujours 
une  infinité  de  caractéristiques  qui  y  passent. 

II,  )>  est  négatif.  —  BrioL  et  Bou(|uet  avaient  indiqué  qu'il  n'y  a  dans  ce  cas 
«juc  deux  intégrales  passant  par  l'origine.  Leur  raisonnement  avait  été  l'econnu 
insuffisant;  mais  on  croyait  la  proposition  exacte.  On  n'avait  pas  remar(|i:é 
qu'elle  était,  au  moins  dans  certains  cas,  enntrcdile  jiar  les  résulUils  que 
AL  Poincaré  a  établis  pour  l'équation 

{x-\-...)dy  +  {y-^...)  dx  ^  n. 

(|ui  est  réi|uation  (  ■.>  )  pour  X  =  —  r.  M.  lîendixson,  généralisant  certains  de  ces 
résultats,  a  montré  (jue,  si  7*  est  rationnel  et  négatif,  et  s'il  existe  un  dévelop- 
pement suivant  les  ])uissances  de  x  et  j-,  qui,  égalé  à  une  constante,  puisse 
fournir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (  ■!  )>  •'^' ^lé'veloppentent  est  convergent. 
iM.  Dulac  ramène  l'éciuation  à  la  forme 

et  cherche  si,  \l(x,  y)  étant  liolonM>r|ilie  et  non  nul  pour  x  —  0,  y  =  0,  ré(]ua- 
lion  atlmet  une  intégrale  générale  ilu  type 

yx-'^li  (x.  y)  —  coust. 


RliVUlî  DlîS  PUBLICATIONS.  159 

Il  est  coiuliiil,  à  distinguer  les  trois  cas  suivants,  pour  lesquels  il  propose  les 
dénominations  Ac  col,  foyer  et  centre,  envjdoyces  par  M.  Poinearé  dans  l'étude 
des  intégrales  réelles. 

1°  \  n'est  pas  rationnel.  —  La  série  ll{x,  y)  existe  formellcnient ;  mais  elle 
est  divergente  au  moins  dans  certains  ca$.  Il  n'j'  a  que  les  intégrales  x  =  o 
et  y  ^^  o  qui  passent  par  l'origine.  Sauf  dans  le  cas  où  la  série  H  est  conver- 
gente, on  ne  peut  nier  ni  affirmer  l'existence  de  caractéristiques  passant  par 
l'origine.  Si  de  telles  caractéristiques  existent  et  si  les  arguments  de  a;  et  jk 
sont  w  et  6,  les  deux  expressions  |  a;"'y"to  ]  et  |  x"^y"^  \  croissent  indélinimeut, 
quels  que  soient  m  et  n,  lorsque  a;  el  y  tendent  vers  zéro. 

2»  )>  est  un  nombre  rationnel,  mais  H  n'existe  pas.  — Alors,  i!  y  a  toi/Jours 
une  infinité  de  caractéristiques  passant  par  l'origine. 

3°  )v  est  rationnel  et  H  existe.  —  L'auteur  donne  une  nouvelle  démonstra- 
tion de  la  convergence  de  la  série  H. 

III.  X  est  un  entier  positif.  —  M.  Dulac  établit  par  une  méthode  nouvelle 
l'existence  d'une  intégrale  générale,  déjà  obtenue  par  M.M.  Ilorn  et  Liudelof 
sous  la  forme 

'■? {^,  y) 


[g{^,y)]'- 


-ha\ogg{x,  y)  =  const., 


oit  9  et  g  sont  deux  fonctions  holoniorphcs  et  nulles  pour  x  =  0,  y  =  n,  a  une 
constante  qui  peut  élre  nulle.  Il  montre  que,  sauf  dans  le  cas  a  =  o,  il  n'y  a 
que  l'intégrale  g  —  o  qui  passe  par  l'origine,  tandis  qu'il  y  a  toujours  une 
infinité  de  caractéristiques  qui  y  passent. 

IV.  \  est  nul.  —  L'auteur  montre  qu'on  peut  toujours  mettre  l'équation  sous 
la  forme 

(3)  [mx[i  +  ay"')+x-'s{x,  y)  ^yf{y)]  cly  +  y'"^'  dx  =  o, 

m  étant  un  entier,  a  une  constante,  /  et  9  des  fonctions  Imlomorplies  pour 
X  =  o,  y  —  o.  L'intégrale  lioloniorphe,  que  l'équation  (i)  admet  ti>ujours,  cor- 
respond à  l'intégrale  j' =  o  de  l'équation  (3).  Si  l'équalion  (i)  admet  une 
seconde  intégrale  lioiomorphe,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  général,  la  fonction  f{y,) 
est  identiquement  nulle  et  celle  intégrale  correspond  à  l'intégrale  o:  —  o  de 
l'équalion  (3). 

Briotet  Bouquet  avaient  étudié  des  écjualions  réductibles  au  type  (3);  mais 
toutes  correspondent  au  cas  où  la  fonction  f{y)  est  identiquement  nulle. 

M.  Dulac  ne  recherche  pas  s'il  |)as><e  par  loiigine  d'autres  intégrales  (jue  les 
intégrales  holomorphes:  mais  il  élablit  ((u'il  y  a  hjujnurs  une  infinité  de  carac- 
téristiques qui  y  passent. 

Si  6  est  l'argument  àc  y,  cosm'i  reste  positif  <>u  tend  vers  zéro  pour  toutes 
ces  caractéristiques, 

Sf.coxdk  Partie.  —  Cette  seconde  Partie  traite  du  cas  général  où  l'équa- 
tion (i)  ne  peut  être  mise  sous  la  forme  {■?.),  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand 
X  =  o,y  =  o  est  un  point  multiple  des  courbes  \  =  o  et  Y  —  o.  L'auteur  étend 
à  ce  cas  général  certains  des  résultats  obtenus  pour  l'équation  (2).  Deux  pro- 
blèmes relatifs  à  ce  cas  général  étaient   déjà  ( omplùlcmenl  résolus  :   MM.   Ilorn 
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cl  lîendixson  avaiciiL  éliidié  les  inlégralcs  réelles;  M.  Aulonnc,  complélanl  les 
recherches  de  Briot  et  Bouquet,  avait  obtenu  toutes  les  intégrales  algébroïdes 
pour  X  =  o.  En  dehors  de  ces  travaux,  ce  n'est  qu'incidemment  et  à  propos 
d'équations  complètement  intégrées  que  Ion  avait  acquis  quelques  renseigne- 
ments sur  les  intégrales  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  y  =:  o. 

I.  JRec/ierchc  d'une  catégorie  d'intégrales.  —  M.  Dulac  recherche  les  inté- 
grales ou  caractéristiques  passant  par  l'origine  et  pour  lesquelles  jK  :  x''"-  tend, 
quel  que  soit  \l,  vers  une  limite  finie  ou  infinie.  Parmi  elles  se  trouvent  les 
intégrales  algébroïdes  pour  x  =  o. 

Si  n  est  le  degré  minimum  des  termes  de  X  et  de  Y,  il  y  a  en  général  n  + 1 
de  ces  intégrales  algébroïdes.  S'il  y  en  a  moins  de  /i  +  i,  il  y  a,  en  plus,  une 
infinité  de  caractéristiques  de  l'espèce  indiquée  plus  haut.  S'il  y  a  plus  de  n-^i 
intégrales  algébroïdes,  il  y  en  a  une  infinité  et  laulcur  donne  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

II.  Itcclierclie  de  l'intégrale  générale.  — Par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu,  en 
général,  pour  l"éc[uation  (2),  xM.  Duiuc  rccliurche  si  l'intégrale  générale  ne  peut 
èlrc  de  la  forme 

(  4  )  Ai>  A^  . . .  A/;/'  \\{x,y)  =  const., 

les  \  étant  des  exposants  constants,  les  A  et  H  des  fonctions  de  x  et  y,  holo- 
iiiiu|ihcs  pour  j7  =  o,  y  =  o,  les  premières  nulles,  la  dernière  dillerenle  de  zéro 
pour  X  =  y  ^^  o.  Laissant  décote  le  c^s  où  l'équation  admet  une  infinité  dinlé- 
grales  algébroïdes,  on  peut,  en  vue  d'obtenir  l'intégrale  générale  (4),  prendre 
pour  les  fonctions  A  des  expressions  de  la  fornrte  jk -»- »(^)>  q"'- égalées  à  zéro, 
fournissent  des  intégrales  algébroïdes,  S'il  y  a  nioins  de  n-\-i  de  ces  intégrales, 
la  forme  (4)  ne  saurait  convenir  à  l'intégrale  générale,  S'il  y  a  « -f- i  inlégralcs 
algébroïdes,  on  détermine  sans  ambiguïté  les  rapports  des  exposants  )>;  maison 
est  ensuite,  en  général,  arrêté  par  des  impossibilités  lorsqu'on  veut  déter- 
miner H(a;,  ^).  A  la  difTérence  de  ce  quL  a  lieq  pour  n=i  [cas  de  l'équa- 
tion (2)],  l'intégrale  générale  pc  peut,  on  général,  v^Yclir  la  fornie  (4).  Dans 
tous  les  cas  où  cette  fprmc  est  impossible,  il  y  a  une  infinité  d'intégrales  ou 
de  caractéristiques  passant  par  l'origine. 

Quand  les  coefficients  de  W{x,  y)  peuvent  être  déterminés,  le  développe- 
ment est  convergent,  si  les  rapports  des  exposants  X  ne  sont  pas  tous  positifs. 
Il  y  a  encore  une  infinité  d'intégrales  ou  de  caractéristiques  passant  par 
l'origine. 

L'examen  des  cas  où  les  rapports  des  \  sont  tous  positifs  conduit  aux  résul- 
tats suivants,  analogues  à  ceux  (|ui  ont  été  trouvés  pour  l'équation  (2)  dans  le 
cas  II  : 

1°  Si  les  rapports  des)»  no  sont  pas  tous  ralicmncls  et  si  l'on  peut  déterminer 
les  coefficients  de  \\{x,  y),  le  dévcloppeiiiont  II  peut  être  divergent.  On  ne  sau- 
rait dire  s'il  passe  ou  nr)n  par  l'origine  d'autres  caractéristiques  que  celles  qui 
sont  fournies  par  les  intégrales  holomorphes. 

2°  Si  les  rapports  des  \  sont  tous  rationnels  et  si  \\{x.  y)  ne  peut  être  déter- 
minée, il  y  a  une  infinité  de  caractéristiques  passant  par  l'origine. 

3°  Si  les  rapports  des  )>  sont  tous  rationnels  et  si  l'on  peut  déterminer  le 
développement  de  \\{x,  y),  les  coeflicicnts  de  ce  développement  dépendent  ilc 
constantes  arbitraires  que  l'on  |)eut  choisir  de  manière  à  le  rendre  convergent. 
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Il   ne  passe  par  l'origiae  ni  caractéristiques,  ni  inlci;rales  autres  que  les  inté- 
grales holomorplies. 

Bricard  [R.).  —  Sur  l'épie jcloïde.  (i2--i5o). 

On  sait  que,  5/  l'on  fait  rouler  sur  un  cercle  fixe  S  le  cercle  base  C  d'une 
épicycloïde,  l'enveloppe  de  cette  courbe,  supposée  entraînée  avec  C,  est  j>ar- 
tiellenient  constituée  par  une  épicycloïdc. 

Cclie.  en^'eloppe  partielle  se  complète  en  général  d'une  courbe  {enveloppe 
complémentaire)  dont  la  nature  est  d'autant  plus  compliquée  que  le  rapport 
des  raj'ons  des  cercles  C  et  S  est  moins  simple.  AI.  Bricard  s'est  proposé  de 
chercher  f/orts  quelle  condition  cette  enveloppe  complémentaire  est  elle  aussi, 
une  épicycloïde. 

Il  fait  usage  des  notations  et  conventions  suivantes  :  le  symbole  (o,  R)  dé- 
signe le  cercle  de  centre  o,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  longueur  absolue  du 
segment  U  (positif  ou  négatif).  Quand  (o,  R)  et  (0',  R')  sont  deux  cercles  tan-^ 
gents,  leur  contact  sera  intérieur  ou  extérieur,  suivant  que  W  et  R'  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires.  Les  deux  cercles  (o,  R)  et  (o',  R')  étant 
tangents,  soient  m  un  point  quelconque,  d  une  longueur  dont  la  valeur  absolue 
est  égale  à  om  ;  l'épicycloïde  décrite  par  le  point  m  entraîné  avec  le  cercle  (o',  R') 
roulant  sur  (o,  R)  est  désignée  par  la  notation  E(o,  R,  R',  d).  Le  théorème 
énoncé  au  début  s'énonce  alors  ainsi  : 

On  fait  rouler  un  cercle  (0,  R)  sur  un  cercle  fixe  (w,  s).  L^'épicycloido 
E(o,  R,  R',  d),  entraînée  avec  le  cercle  (0,  R).  a  comme  enveloppe  partielle 
l'épicycloïde  E(w,  p,  R',  d). 

Le  problème  proposé  est  ramené  par  l'auteur  à  cet  autre  : 

Soient  op,  oq  deux  tiges  égales  articulées  en  0;  o'  et  w  deux  points  mar- 
qués respectivement  sur  ces  deux  tiges.  Pour  chaque  ouverture  de  l'angle 
poq,  on  marque  sur  la  di-oite  pq  deux  points  ni  et  ra,  tels  que  les  segments 
a' m  et  wo  aient  des  longueurs  données.  On  demande  qu'un  certain  //oint  u', 
marqué  sur  wn,  reste  à  distance  constante  du  point  m. 

Par  une  discussion  qui  comporte  l'examen  de  quatre  cas  de  figure,  M.  Rri- 
card  cUii)lit  que  le  problème  ailmct  deux  solutions  et  deux  seulement  : 

I.  Si  l'on  fait  rouler  le  cercle  (0,  R)  sur  le  cercle  (w,  R  —  R'),  l'épicy- 
cloïde E(o,  R,  R',  d)  a  pour  enveloppe  complémentaire  l'épicycloïde 

E(w,  R  — R',  —  R',  d). 

II.  Si  l'on  fait  rouler  le  cercle  (0.  R)  sur  le  cercle  (m.  jR  —  R').  l'épicy- 
cloïde E(c(,  R,  R',  d)  a  pour  enveloppe  complémentaire  l'épicycloïde 

„/       >R-R'    ,    R     ,    R    , 

pans  le  premier  cas,  l'enveloppe  obtenue  est  une  épicycloïde  quelconque; 
dans  le  second,  une  épicycloïde  ordinaire  à  points  de  rebroussement. 

Dans  le  cas  particulier  où  R  =  2  R',  l'épicycloïde  E(o,  R,  R',  d)  est  une  el- 
lipse, et  l'on  obtient  les  deux  lliéorèmcs  suivants  : 


16-2  SliCONDE    P  A  HT  II-. 

Une  ellipse  de  centre  o  a  pour  demi-axes  a  el  b  {a  y-  h).  Si  l'on  fait  rou- 
ler l'un  des  cercles  (o,  a  +  6),  (o,  a  —  b)  sur  le  cercle  de  rayon  moitié,  l'el- 
lipse entraînée  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  mouvements  reste  trilangente  à 
un  limaçon  de  Pascal  et  passe  par  le  point  double  de  ce  limaçon. 

Si  l'on  fait  rouler  le  cercle  (o,  a  -\-  b)  sur  le  cercle  [o.  f  ( a  +  6 ) ],  ow  bien 
le  cercle  (  o,  a  —  b)  sur  le  cercle  [o,  ]{a  —  b)  \,  l 'ellipse  en  (rainée  dans  l 'un  ou 
l'autre  de  ces  mouvements  reste  trilangente  à  une  hypocycloide  à  trois  re- 
broussements. 

De  là  résulte  entre  rdlipse,  le  limaçon  de  Pascal  el  l'iiypocycloïde  une  rela- 
tion curieuse  : 

Etant  données  une  liypocycloiae  à  trois  rebroussements  W  et  une  ellipse  K, 
on  peut  construire  un  limaçon  de  Pascal  h,  tangent  à  H  aux  mêmes  points 
que  E.  En  outre,  si  l'on  fixe  11,  on  peut  déplacer  E  et  h  sans  les  déformer 
et  de  manière  que  les  relations  de  contact  des  trois  courbes  soient  conser- 
vées; l'ellipse  E  passera  constamment  par  le  point  double  de  L. 

Aj)pcll  (Paul).  —  Machine  à  déterminer  les  balourds.  (i5i-i6a). 

Théorie  d'un  appareil  inia!j;iné  par  M.  Haiïncr  pour  délcrinincr  la  position  cl 
la  masse  des  balourds. 


Cahier  X;   igoS. 

Maillet  [Edin.).  —   Sur  les   fondions  nionodromcs  d'ordre   non 
Iransfini  et  les  équations  diflerentielles.  ('.--8). 

I.  L'auteur  représente  le  symbole  fonctionnel  y  —  e'-'  ,  où  ligure  k  +1  fois 
le  nombres,  par  la  notation  1'=:  6j_^,  {x'<).  PoxirA-^'  i,  on  a  une  fonction  entière 
d'ordre  infini;  on  conviendra  de  dire  que  cette  fonction  est  d'ordre  (  R,  p). 

Une  fonction  entière  qui,  pour  x  infini,  croit  plus  vile  (jue  e^i^x'-),  quel  que 
soit  p  fini,  est  d'ordre  ^{k,  t);  si  elle  croit  plus  vile  que  e,^|(j:?~'),  moins 
vile  ({ue  et4.,(a;?"*''),  quelque  petit  que  soit  e  fini  positif,  elle  sera  d'ordre 
(  U,  p);  si  elle  croit  plus  vite  (jue  e,.^, (a:?),  quel  (|ne  soit  R,  la  fonction  sera 
dite  d'ordre  transfini.  Ce  cas  est  écarté  dans  tout  le  présent  .Mémoire,  où  il 
n'est  question  que  des  fonctions  entières  d'ordre  non  Iransfini. 

II,  III,  IN',  l/èludo  directe  des  fondions  entières  crordre  infini,  mais  non 
translini,  fondée  sur  la  connaissance  du  mode  de  décroissance  des  coefficients, 
conduit  il  une  classification  nouvelle  de  ces  transcendantes;  de  plus,  elle  permet 
de  définir  la  régularité  de  leur  croissance  et  fournit  un  critère  de  ré|;ularitc 
analogue  à  celui  que  M.  Maillet  avait  indiqué  antérieurement  pour  les  fondions 
entières  d'ordre  fini.  L'auteur  est  alors  en  mesure  de  généraliser  divers  résul- 
tats (|u'il  avait  déjà  obtenus,  en  les  étendant  aux  solutions  des  é(]uations  diiïé- 
renliclles. 

La  plupart  de  ces  |)ro|iriétés  subsistent  pour  les  fonctions  (|uasi-entières  et 
les  fonctions  monodromes  ayant  un  point  singulier  essentiel  isidé;  de  sorte 
que,  si  ces  solutions  ne  sont  pas  d'ordre  translini  aux  environs  d'un   point  cri- 
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liquc,  la  dctcrminalion  cl"unc  valeur  asymplolique  du  maxiinum  du  module 
d'une  de  ces  solutions  pour  |  ^  |  =  /•  revient  à  celle  d"ane  valeur  asyniptotique 
du  coefficient  d'une  de  ces  solutions. 

\.  Avant  d'en  venir  aux  applications,  l'auteur  étudie  les  fonctions  entières 
d'ordre  zéro,  qui  forment  une  catégorie  aussi  étendue  que  celle  des  fonctions 
entières  d'ordre  >  o,  fini  ou  non.  11  esquisse  une  classification  de  ces  fonctions, 
donne  une  valeur  asyniptotique  du  maximum  du  module  pour  \x\  =  r  cl  éta- 
blit un  critère  pour  la  régularité  de  leur  croissance. 

VI.  Comme  premier  exemple,  M.  Maillet  considère  les  équations  linéaires 
d'ordre  A'  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  et  dont  la  solution  générale 
est  une  fonction  entière;  cette  fonction  est  d'ordre  fini  et,  quand  les  coeffi- 
cients des  polynômes  sont  rationnels,  il  y  a  k  intégrales  indépendanlesi]ui  sont 
d'ordre  >  o  ou  des  polynômes. 

VII.  Ensuite  sont  étudiées  les  équations  de  la  forme 

où  A  est  un  polynôme  en  a;  et  <ï>  un  polynôme  en  y^''~^\  •••>  y>  ^-  Les  solutions 
qui  sont  fonctions  entières  d'ordre  non  transfini  ont  leur  croissance  régulière; 

les  solutions  de  la  forme  -, —  1  -rr))  où   Ç  est   une  fonction  entière  d'ordre  non 
dx'  \  Ç/ 

transfini,  sont  telles  que  !;  a  sa  croissance  régulière;  c'est  le  cas  de  l'équation 

y"  =  6y-  -+-  X  étudiée  par  M.  Painlevé. 

VIII.  Par  l'extension  d'une  méthode  duc  à  M.  LiapounolT,  l'auteur  obtient 
une  limite  de  l'ordre  de  grandeur,  dans  le  domaine  de  <  =  «,  des  solutions  des 
systèmes  linéaires  homogènes  du  premier  ordre  entre  n  fonctions  de  t,  quand 
les  coefficients  sont  des  fonctions  quasi-méromorphes  d'ordre  non  iransfini 
pour  <  =  oc.  Sauf  dans  le  voisinage  des  pôles  des  coefficients,  l'ordre  de  gran- 
deur des  solutions  est  au  plus  égal  à  celui  de  en+^d  ^T^^'),  £  étant  aussi  petit 
que  l'on  veut,   mais  fini,  si    l'ordre   des    coefficients   est  au    plus  égal  à  celui 

de    ?;+,(<?). 

Quand  les  coefficients  des  systèmes  linéaires  et  homogènes  sont  des  poly- 
nômes, les  fonctions  entières  qui  vérifient  ces  systèmes  sont  d'ordre  fini  et  à 
croissance  régulière. 

Jouguet  (^.).  —  Sur  la  siniililiidc  tlans  le  moiivemcnl  de.snuidcs. 

(79-1 15). 

C'est  à  propos  du  mouvement  des  lluidcs  que  Newton  a  imaginé  son  célèbre 
tiiéorème  sur  la  similitude  en  Mécanique.  Mais  les  applications  qu'il  en  a  faites 
à  ce  problème  ne  vont  pas  sans  soulever  des  difficultés,  car  elles  sont  subor- 
données à  des  hypothèses  implicites  sur  la  constitution  des  fluides.  C'est  ce 
que  Bertrand  et  après  lui  Reech  ont  bien  reconnu;  mais  ils  n'ont  pas  réussi, 
suivant  M.  Jouguet,  à  s'affranchir  entièrement  des  objections  qu'on  peut  élever 
contre  les  raisonnements  de  Newton.  C'est  pourquoi  l'auteur  reprend  la  ques- 
tion de  la  similitude  dans  le  mouvement  des  fiuides,  en  se  fondant  sur  les  prin- 
cipes (le  la    Thcrmoclynamiquc. 

L.  U. 
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RE.NDIGONTO  delle  Session!  pella  Reale  Accademia  delle  Scienze 
DELL'  IsTiTUTO  1)1  BoLOGNA ;  Bulogiia,  tip.  Ganibeiiiii  e  l'armcgyiani  ; 
in-8"("). 

1889-1890. 

Razzaboni  (yi-)-  —  [f*  ^]-   Sur   les  représentations  de  l'espace 
sur  lui-même,  qui  conservent  les  aires  des  surfaces  correspon- 
dantes. (21-25). 
Il  n'y  a  que  la  siinililude. 

Gambioli  {D-).  —  [D  2  c7].  Sur  les  fractions  continues.  (33-55). 

Etant 

(7,  1000...  o  0  o 

—  I  ^y ,       I       0      o      .  .  .  o  o  n 

o      I       Y 1       '       "       •  •  •  f^  ^  ^ 


o  o      o      o     o 

o  o      o      o     o 

la  n'^™»  rcJuitc  R.,  de  la  fraction  continue 


o      —  I      7„ 


est  donnée  par 


1^. 


v9l        (Il  </„. 


0<h  I  ^.  I      '^'/i 

A,J  étant  la  valeur  absolue  de  A„.  On  a  aussi 

R..  .=  - 


^^■""|A,.| 


Autres  propriétés  des  réduites.  Applications: 

i"  Au  calcul  des  trois  premières  réduites  de  la  fraction  conlinue 


u:x 


2"  Au  calcul  de  la  limite  de 


"..   1  -^■  -+-  ".. 


y,  ;-'      Pi  +  ^     Jh 


(')   Vtiir  lîullctin.  l.  W.,  p.  i.!(").  I.e  '['(inie  i.SS'(-iSSô.  <|iii  Mapp.irail  pas  dans  le 
coni|)tc  rendu  précèdent,  iic  conltent  aucune  .Note  de  MallicnKiti(|ues. 
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les  p  étant  des  nombres  entiers  et  positifs  (celte  limite  est  =  i). 
3"  A  la  transformatioD  en  fraction  continue  de  la  fraction 

On  trouve 

c'(?-?o)    •     I     •    I     • 
N  = h \ h . . . , 

Pi  P3  ?i 

étant 

0,1  Oo 

P  Po 

Borlolotti  {E .).  —  [Q  3  «].  Quelques  observations  sur  la  défi- 
nition de  connexion.  (i32-i55,  une  planche). 

Aperçu  des  travaux  de  Riemann  {Fondements  d'une  théorie  générale  des 
fonctions  d'une  variable  complexe;  Gôllingen,  i85i)  et  de  Listing  (  Vorstu- 
dien  zur  Topologie;  Gôltingen.  Studien,  t.  I,  1847),  ^^^^  ^^^  considérations 
comparatives  sur  les  résultats,  et  des  propositions  ajoutées  par  l'auteur,  desti- 
nées principalement  à  montrer  que  les  indéterminations  que  Ton  rencontre 
dans  la  méthode  de  Riemann  aussi  bien  que  dans  celle  de  Listing,  proviennent 
de  ce  que,  parmi  les  propriétés  de  situation  relatives  à  une  aire  limitée,  on  n'a 
pas  distingué  celles  qui  proviennent  de  la  nature  de  la  surface  dont  elle  est  une 
partie,  de  celles  qu"entraine  la  nature  du  contour.  Par  cela  il  propose  de 
substituer  au  nombre  de  connexion  ['espèce  (»?,  /?),  m  étant  le  nombre  des 
lignes  fermées  que  l'on  peut  décrire  sans  diviser  la  surface,  et  n  celui  des  con- 
tours simples  cjui  le  limitent. 

Jiclali  {  V.).  —  [M,  1  h  réf.  P  A  h].  Sur  les  tangentes  doubles  de 
certaines  courbes  planes  algébriques.  (35-43). 

Construction  des  tangentes  doubles  à  deux  courbes,  H!"„+,„;,  Sj",  +  ,„,  que 
l'auteur  a  considérées  dans  son  Mémoire  :  Sur  deux  transformations  planes 
quadratiques  particulières  {Memorie  di  Bologna,  t.  X,  1S89-1890,  p.  653). 

Gambioli  [D.).  —  [D2c/].  Sur  les  fractions  continues.  (.'î3-62). 

Première  partie  :  Transformation  d'une  série  en  fraction  continue. 

Deuxième  partie  :  IClude  des  systèmes  récurrents  à  quatre  termes,  en 
employant  un  déterminant  analogue  au  déterminant  A„  de  la  Note  précédente 
(1889-1890). 

1891 -1899.. 

Piiicheiie  {S.).  —[\yiSf].    Sur   la    généralisation   des    (onclions 
s phc r i q  u es .  (  3  1  - 3  4  ) . 

Modifications  apportées  au  Mémoire  sur  ce  même  sujet  que  l'aiileur  a  publié 
dans  les  Memorie  di  fiologna,  o"  série,  t.  I,  1890. 
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Gambioli  [D.).  —  [D  2  b  a].  Sur  le  développement,  suivant  les 
puissances  croissantes  de  :r,  de  la  fraction  alt;ébrique  — > 

0 

où  «0=1.  (39-44). 

Raffini  [F.-P.).  —  [Li  lo  «].  Sur  les  foyers  de  la  podaire  d'une 
conique  (6o-63). 

Communicalion  de  la  dclcrinination  des  foyers,  faite  par  M.  Hctali.  Les 
foyers  quadruples  de  la  podaire  d'une  conique  à  centie  sont  les  milieux  des 
segments  (réels  ou  imaginaires)  qui  joignent  le  pôle  aux  foyers  (réels  ou  ima- 
ginaires) de  la  conique. 

1892-1893. 

Pincherle   (S.).    —   [Q  2].    Application    à   la   géométrie    d'une 
observation  arithmétique.  (1--22). 

Si  n  est  premier,  le  produit 

{x  -i-  i,  n  —  i)  —  {x-hi)(x-h-2)..-{x-T'n  —  i) 

est  divisible  par  ~  {n)  lorsque  Test  un  de  ses  facteurs.  Si 

et 

T.{n—i)  =p\^pI'-pI^..., 
en  posant 

T.  {}l)  =  ts 

avec 

s    =  p'^f*-?l  j/^l-^?l  p^3+?3  .  .  .  , 

le  produit  {x  -i-i,  n  —  i)  est  divisible  par  t.  («)  alors,  et  alors  seulement  que 
l'on  a 

(i)  (ar-t-i,  n  —  i)=o        (mods). 

L'auteur  observe  aussi  que,  si  (x-f-i,  n — i)  est  divisible  par  "(«)>  'e  pro- 
duit (»  -t-i,  X  —  1)  l'est  aussi.  Puis  il  donne  une  règle  pour  voir  si  un  nombre 
X  {i  <.x  <.s)  satisfait  à  la  condition  (  i). 

Si  l'on  a  une  équation  de  degré  tu 

entre  les  variables  homogènes  z  et  le  système  de  </  (  <  «  )  équations  linéaires 


-",..-..-*-  ",„=  o, 


",,1-1 +• 
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dont    la    matrice    ne    soit    pas    nulle,    on    peut    exprimer    q    des    z    (soient 
'es  ^„_„+i----„)  par  les  auti-e».  En  substituant  en  (2)  on  a 


/  m  -f-  n 


'   termes.   Les  paramètres  qui  entrent  dans  les  expressions 


des  ^„_„+,...-„  étant  q  {n  —  q-i-i),  il  peut  arriver  que  R  soit  itlentiquement 
nul  si 

et  cela  peut  arriver  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  manières,  suivant  que  l'on  a 
le  signe  =  ou  >.  Le  cas  de  l'égalité  se  présente  si 

{m  -h  n  —  q).  ..(n  ^  q  -h  2)  _ 

^^'  2.3. .;«  -^' 

c'est-à-dire  lorsque  (n — ■  q -h  2,  m  —  i)  est  divisible  par -(m),  ou,  par  ce  qui 
précède,  lorsque  («i  +t,  n  —  q)  est  divisible  par  n —  q  -hi.  Pour  tout  nombre 
donné  m  on  peut  donc  déterminer  des  couples  de  nombres  n,  q  tels  que  l'éga- 
lité (3)  soit  satisfaite.  Comme  application  géométrique  l'auteur  trouve  la  pro- 
position suivante  : 

On  peut  toujours  déterminer  un  espace  linéaire  S„  d'un  tel  nombre  de  dimen- 

in 

sions  que  dans  cet  espace  une  variété    7     contienne  un  nombre  fini  d'espaces 

n  — 1 
linéaires  d'ordre  n  —  q.  Ayant  déterminé  n  et  q,  on  conclut  que  daus  S„  toute 

m'  m" 

2,  pourm'>  n  ne  contientpas,  en  général, des  S„_    ,etque  toute  /    pour  «i"<  n 

n-l  « - 1 

en  contient  un  nombre  infini. 


1893-1894. 

Fais  {A.).  —  [H6^].  Sur  quelques  cas  d'intégration  des  équa- 
tions aux  diirérentielles  totales  du  premier  ordre  et  du  premier 
degré,  à  trois  variables.  (66-^3). 

Quelques  cas  où  l'on  peut  trouver  un  facteur  intégrant.  Cas  de  l'équation 
homogène. 

i89',-i895. 
Pinchcrlc  (S.).  —  [H  11].   Sur  le  calcul  fonclionucl.  {'i.\-o-). 

Indication  sommaire  des  vues  principales  desquelles  sont  [déduils  [les  tra- 
vaux sur  le  calcul  fonctiniincl,  i|uc  l'auteur  a  publiés  dans  les  Mcinoric  ili 
Bolos.na. 
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I895-I89G. 

ïluffini  [F. -P.).  —  [PvTc].  Sur  les  accéléralions  (|iii,  dans  le 
mouvement  d'un  système  rigide,  ayant  un  point  fixe,  sont  diri- 
gées à  un  même  point  donné  quelconque.  ('23-3  1). 

Le  lieu  des  points  où  les  accélérations  se  dirigent  à  un  même  point  S  est 
l'intersection  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  passant  par  S  avec  un  cône  qua- 
drique  ayant  S  pour  centre. 

Ruffini{F.-P.).  —  [R8r/a].  Même  litre.  (5 1-02). 

Addition  relative  au  cas  où  l'axe  de  rotation  est  un  axe  permanent.  Dans  ce 
cas  le  lieu  est  la  droite  menée  par  S  perpendiculairement  à  Taxe  de  rotation. 
Voir  une  deuxième  Note  à  l'année  1897-1898,  p.  2'). 

Pincherle  (S.).  —  [Ili  réf.  JI 11].  Sur  les  équations  dideren- 
tiellcs  linéaires  non  homogènes  et  sur  les  opérations  fonction- 
nelles  qu'elles  définissent.  (77-89). 

L'auteur  appelle  ici  forme  dij/éivnlielle  linéaire  d'ordre  m  l'expression 

'  rt^"'  '  dx'"  -'  '"  '  dx 

les  -  étant  des  fonctions  analytiques  de  a:.  Cette  opération  sur  9  est  dislrihulive 
et  engendre  une  fonction  aualyii(juc.  Elle  peut  se  représenter  par 

(.)  t<=i:-,D('), 

en  indiquant  par  DO  le  symbole  de  dérivation.  En  mettant  une  fonction  par- 
ticulière a  au  lieu  de  0  on  dit  que  l'on  donne  à  tp  la  particidarisotion  a,  et, 
en  correspondance  de  cette  parlicularisation,  F  prend  une  dctcrniinatioii  |î. 
Les  formes  dill'érentielles  ont  plusieurs  propriétés  analogues  à  celles  des  fonc- 
tions rationnelles  entières  d'une  variable,  y  inclus  un  développement  analogue 
à  celui  tie  Taylorj  et  une  décomposition  en  un  produit  de  facteurs  du  premier 
ordre.  L'opération  inverse  de  1''  consiste  tlans  l'intégration  île 

(2)  F(^)  =  ?, 

tjui  est  une  opération  à  détermination  multiple,  la  différence  de  deux  quel- 
conques de  ses  déterminations  étant  une  intégrale  de  (2).  Toutefois  l'auteur 
par  une  convention  opportune,  réduit  l'opération  F  '  à  une  détermination 
unique,  l'uis  il  considère  les  produits  des  opérations  F,  et  démontre  qu'ils  sont 
toujours  exprimables  par  une  série  de  puissances  entières  négatives  du  sym- 
bole I),  dont  les  coeflicients  peuvent  se  déduire  des  roofficients  des  formes 
données,  seulement  par  îles  opérations  rationnelles  et  de  dérivation. 
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1890-1897. 

BuJ/ini  [F. -P.).  —  [L,  18c/ret'.  N -,  1  ^].    Recheiche  des  coniques 
renconticinl  à  angle  droit  les  coniques  d'une  série.  (Gv.-i). 

Arzelà  {C).  —  [HlOn?].    Sui'  le  principe  de  Diriclilet.  (71-84). 

Soient  C  une  courbe  conlinue  renfermant  un  cliamp  A  du  plan,  C,  une  courbe 
continue  ilans  l'espace  ayant  C  pour  [i-(i|ection.  Soit 

u  =  u{x,  y  ) 

une  variété  de  surfaces,  ou  fonctions,  passant  par  Cp  continues  avec  leurs  déri- 
vées premières  et  secondes,  restant  en  tout  A  inférieures  à  un  nombre  fini  H, 
et  leurs  extrêmes  oscillatoires  restant  aussi  inférieures  à  un  nombre  fini  K.  La 
variété  ainsi  définie  est  continue  et  fermée,  et  il  y  a  par  cela  dans  celle  variété 
une  fonction 

\}  =  \]{x.y) 
rendant  minimum  l'intégrale 

et  si  les  dérivées  secondes  de  U  sont  toujours  <;  H' <  H  et  leurs  extrêmes 
oscillatoires  <  K'  <  K,  la  fontion  U  satisfait  en  tout  A  à  l'équation 

(ï-  U        0-  U 
ftx-         riy- 

Pincherle  {S .).  —  [H  1 1  réf.  Ji/"].   Aperçu   sur  la  Géoméirie  de 
l'espace  fonctionnfl.  (85-c)5). 

L'auteur  regarde  comme  un  espace  la  totalité  des  fondions  analytiques  de  jt 
(qui  sont  employées  comme  des  points  ou  éléments  dont  les  coefficients  de  la 
série  seraient  les  coordonnées).  Cela  lui  permet  d'appliquer  la  théorie  des 
groupes  de  transformations. 

On  représente  par  un  même  point  de  l'espace  fonctionnel  les  fonctions  a 
et  aa,  a  étant  une  constante,  ce  qui   introduit  l'homogénéité.  L'ensemble 

C,  a,  -)-  C,  a.  -f- . .  . -h  C„  a„ 

est  un  espace  linéaire  an  —  i  dimensions.  Si  la  fonction  a  de  x  est  aussi  fonc- 
tion de  r  autres  variables  .s,,  z^_,  ...,  z^,  elle  représente  une  variété  à  r  dimen- 
sions; en  particulier  ct{x,  z)  une  courbe,  dont  toute  valeur  de  :;  donne  un 
point,  et  dont  l'auteur  définit  la  tangenle,  le  plan  osculaleur,  etc.  Afin  que  la 
courbe  oi{x.  z)  appartienne  à  une  variété  linéaire  de  n  dimensions,  il 
suffit  que 


s'exprime  linéairement  en  fonction  de  a.  -- ,   ■•    >  -r-—;  alors  la  lonction  a(a:,  .:) 
'  ()z  o-" 

Bull,  des  Sciences  mathéni.,  î"  série,  l.  \\\L  (Septembre  1907.)        H.i3 
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est  de  la  forme 

/=0 

Si  une  opéralion  A  laisse  invariable  la  eoutlie,  poinl  par  |Miinl.  il  doit  èlre 

A[a(x.  r)]  =  '^{z)ol{x.  z). 

L'auteur  définit  les  transformations  infinitésimales,  les  trajectoires  d'un  poinl 
pour  les  opérations  d'un  groupe,  et  résout  quelques  problèmes  relatifs  à  l'inva- 
riance d'une  courbe  par  les  opérations  du  groupe,  et  aux  trajectoires;  par 
exemple  :  étant  donnée  une  courbe  a(a7,  z),  trouver  un  groupe  pour  lequel 
elle  est  une  trajectoire.  Enfin,  il  applique  les  résultats  précédents  au  cas  du 
groupe  des  opérations 

■f +D(ï))f  H-D-(-f  )  ^  -..., 

D  étant  le  symbole  de  di-rivation  ;  puis  au  cas  de  l'opéralinn  infinitésimale 

A  =xD(9). 

et  enfin  à  celui  où  l'opération  est  une  forme  différeniielle  linéaire  de  l'ordre  p 

A  =  -„D/'cp^-,  Dr->cp+...^::^,«. 

Dans  le  premier  cas  les  trajectoii'es  sont  --slx-r-z),  et  la  courbe  des  points 
invariants  est  e'-'.  Dans  le  second,  les  trajectoires  sont  o(zx)  et  la  courbe  des 
points  invariants  x'.  Dans  le  troisième,  les  trajectoires  sont 

a{x,  ^)=X^"^''^'^^^ni"n)' 

H  =  0 

les  points   invariants  sont  ceux  des/»  courbes 

a,  (^,  s)  =  o,  ...,         SL^,{x,  z.)  -  o, 

les  a,  étant  les  intégrales  de  l'éijuation 

\[0L{X,  Z)]  =  Z3{X.  z). 

et  aussi  ceux  d'une  combinaison  linéaire  quelconque  des  a,. 

Pincherle  t^SA.  —  [V9].  Ctiinmchnoi-ation  de   Gli.   Weieisliass. 
^^ioi-i(»4). 

iS97-i8t)S. 

Rnjflni    [F. -P.).  —  L'*^<^j-    '^"''  't^^»    accélérations    <|iii    dans   le 
moiiv<'iiuMii  diin  syslème  rigide  sont  dirigées  à   un  même  poinl 

donné  (Hii'lc'itii(|Mc,  (25-3^>), 
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Note  faisant  suite  à  celle  de  l'année  1890-1896  [p.  a3  (et  addition,  p..5i)].  Ici 
le  système  rigide  est  supposé  libre.  Le  lieu,  dans  le  cas  le  plus  général,  est  en- 
coi'e  l'intersection  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  avec  un  cône  du  deuxième 
ordre. 

Pincherle  [S .).  —  [J4^"]-   Sur  la  noiion  de  plan  dans  un  espace 
d'un  nombre  infini  de  dimensions.  (71-77)- 

L'auteur  reprend  le  sujet  traité  dans  sa  Note  de  Tannée  1896-1897  (p.  85), 
en  cherchant  d'établir  la  notion  de  plan  et.  en  général,  d'espace  corrélatif 
d'un  espace  S^  dans  l'espace  S  (  fontlanienial  ).  Il  y  réussit  de  la  manière  sui- 
vante : 

Etant  donnée  une  succession  de  nombres 

(  m)  =  »j,,  u^,  u^,  . . ., 
telle  que  la  série 


soit  convergente  au  dehors  .du  cercle  de  centre  O  et  de  rajon  < /',  il  considère 
l'opération  C  définie  par 

C(^")  —  ?/,,. 

On  appelle  plan  de    l'espace    fondamental   S    l'ensemble  des  racjnes  de  C.   Les 
termes  «<„,  «,,  u^_^  ...,  de  (m)  sont  les  coordonnées  du  plan. 

Pincherle  ('S'.).   —   [l-^"^]-    '^'^"'  '^  comparaison  des  singularités 
des  fonctions  anal vtic|ues.  (---88). 

Deux  fonctions  (séries  de  puissances  entières  et  positives  de  a;)  tp,  et  9,  ayant 
le  même  cercle  de  convergence  (r)  de  centre  O  et  de  rayon  /•  sont  également 
singulières  sur  cette  circonférence,  s'il  existe  un  nombre  constant  A",  dif- 
férant de  o  et  de  oc,  tel  que  la  série  »,  —  A'-f^  soit  convergente  dans  un  cercle 
>  (r).  Indiquons  par  S  l'espace  fonctionnel  constitué  par  toutes  les  séries  con- 
vergentes dans  un  cercle  de  rayon  > /•.  On  peut  définir  une  opération  par 
laquelle  les  séries  de  S  donnent  l'ensemble  de  celles  qui  sur  ( /•  )  sont  également 
convergentes  avec  une  série  donnée.  Étant 

a„,  a^,  a.,,   . . . 

une  succession  de  nombres  ;,  o  et  ayant  la  limite  a  pour  n  =  x,  posons  \a\  —  r. 
Prenons  l'opération  distributive 

.\.(x")  =  X"  {x  —  a„  )  ; 
alors  la  série 

se  transforme  en 

A„«„  )x"        (  A_|  =  o). 


2  (/.„-. 
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Pour  une  fonction  »,  on  a 

00 

1 

A  étant  le  symbole  de  la  différence  finie   par  rapport  à  n.  et  D   le    symbole  de 
dérivation.   En  appliquant  cette  opération  à  une  série 


n  =  0 

et  ces  séries  »  forment  un  plan  S'"'  (suivant  la  définition  donnée  dans  la  Note 
précédente)  déterminé  par  la  succession 

(a)  =  1,  «g,  a„ai,  a^a^..  .a„_,,  . . ., 

et  l'opération  A  projette  ainsi  l'espace  fonctionnel  S  sur  un  plan  S'"'.  L'opération 
inverse  A~'  appliquée  à 

donne  une  série  qui  est  convergente  en  (/•),  mais  pas  en  général  dans  un 
cercle  <.{r);  elle  n'appartient  donc  pas  en  général  à  S  ;  la  condition  pour 
qu'elle  appartienne  à  S  est 

(i)  ^  ^„a„a,...rt„^,=  o. 

n—t) 

Cette  opération  A^'  appliquée  à  toutes  les  séries  de  S,  excepté  celles  qui 
appartiennent  au  plan  (a),  c'est-à-dire  celles  dont  les  coefficients  satisfont 
à  (i),  donne  un  ensemble  de  séries  ayant  sur  (r)  égales  singularités. 

Pincherle  (S.).  —  [J^^]-  Sur  l'opération  adjointe.  (iSo-iSg). 

Soit  S  un  ensemble  de  fonctions  analytiques  ç,  o^,  ...  de  x.  tel  qu'une  com- 
binaison linéaire  à  coefficients  constants  d'un  nombre  quelconque  des  ç  appar- 
tienne à  l'ensemble,  et  les  produits  x»,  y  appartiennent  aussi.  Soit  S'  un 
ensemble/,/,,  ...  relatif  à  une  variable  c  et  ayant  les  mêmes  propriétés. 
Soit  ('f, /)  une  opération  quelconque  entre  les  fonctions  des  deux  ensembles, 
qui  soit  à  détermination  unique,  distributive,  et  telle  que  l'égalité 

('•?,/)=(?„/) 
entraîne  -f  =  <p,,  et 

(•■?./)  =  (?,/■) 
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entraîne  /  =/i,  et  que  l'on  ait  aussi 

(^-^, /)  =  (?.  zf). 

Une  opération  A  s'appelle  adjointe  lVwwc  autre  A  lorsqu'on  a 

[A(-f),/]  -[?,  Â(/)]. 
L'auteur  démonire  des  propriétés  remarquables  de  cette  opération  adjointe. 

Arzelà  (C).  —   [D  1  ^vs  réf.  D3].    Sur  la  représenlation  ajjpro- 
chée  des  fonctions  analyliques.  (109-147). 

Représentation    approchée    d'une   fonction   de   variable  complexe    au   moyen 
d'une  fonction  rationnelle  et  entière. 


1898-1899. 

Rujfîni  (F. -P.).  —  [R2c].  Recherches  sur  les  moments  d'inertie 
d'un  système  de  points  dépourvu  de  barvcentre  (17-40). 

Distribution  des  axes  ayant  un  moment  d'inertie  donné. 

Pincherle  [S.).    —   [D4-r<  réf.  J4^^]-    A   propos  d'un   théorème 
récent  de  M.  Hadamard.  (6--74)- 

Le  théorème  de  M.  Hadamard  est  le  suivant  : 
Étant  données  les  deux  fonctions  ana/rti>/ues 

•  0  0 

ia  fonction 

00 

0 

est  une  fonction  analytique  qui  n'a   d'autres  points  singuliers  que  les  pro- 
duits X  ■=  uv  des  points  singuliers  de  ol  et  de  ^  respectivement. 

M.  Borel,  qui  en  a  simplifié  la  démonstration,  en  relevant  aussi  un  cas 
d'exception,  a  observé  qu'en  considérant  oi.(x)  comme  fixe,  y  (a:)  est  le  ré- 
sultat d'une  certaine  opération  distributive  effectuée  sur  p(ar).  M.  Pincherle 
étudie  cette  opération,  qui  est 

U  (x")  =  a,^x", 
•et  qui,  appliquée  à  ,3,  donne  précisément 

IJ("?)=   ya„b„X"; 
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elle  peut  se  mettre  sous  forme  de  série 


r         ^^     ,.  ^   '  r.{n)      dûc" 


étant 


f>{n  —l)  ,  ^„ 


et  il  en  déduit  une  autre  expression  analytique  pour  U, 

valable  dans  un  champ  plus  étendu,  et  donnant  la  continuation  analytique  de 
la  série  X,^n^"^"-  Suivent  les  conditions  de  convergence  de  (i)  et  des  cas 
particuliers. 


I 099- I 900 . 

Ruffini  (F. -P.).  —  [M,3A].    Lignes  radicales  et  points  radi- 
caux. (23-29). 

En  prenant  deux  coui'bes  de  même  ordre  2A", 

f  {^,  y)  =  {x'-hy-)>'-t-  C5,j_,  (a;,  y)-h...-4-3„  =0, 
f{x,  y)  =  (j;--f-^--- !'■■-(-  ■■i'.^^_,{x,  y)  -f-.  ..+  a'o  =  o, 

ayant  puissance  (voir  Mémoire  du  même  auteur  dans  les  Mémoires  de  Bo- 
logne, 4°  série,  t.  X.  p.  34o)  par  rapport  à  tout  point  du  plan,  l'auteur 
cherche  le  lieu  des  points  par  rapport  auxquels  les  deux  courbes  ont  égale 
puissance.  Ce  lieu,  en  général  de  l'ordre  2 A"  —  i.  est  la  ligne  radicale.  Une 
définition  analogue  porte  à  considérer  les  points  radicaux  de  trois  courbes. 

Donati  {L,-)-    —  [T7a].    Relation    générale   entre    les   coiiranU 
dans  lin  réseau  de  fils  conducteurs.  (29-33). 

Théorème  de  réciprocité.  —  Étant  I,  1'  les  courants  correspondant  à  deux 
systèmes  différents  de  forces  éleclromotrices  E,  E',  on  a 

SE'I  =  )ùKV. 

Lorsque  le  réseau  n'est  pas  un  système  isolé,  mais  qu'il  y  a  aussi  des  courants 
qui  viennent  du  dehors,  en  indii|uant  par  V  les  valeurs  du  potentiel  aux  points 
d'entrée,  et  par  I  les  courants  provenant  du  dehors,  on  a 

SE'I  -r-  SVI  =  SEI-r  SVP. 
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Donati  (L.).  —  [Ï7«J.  Théorème  général  relatif  à  la  distribulion 
du  poetniiel  dans  un  réseau  de  fils  conducleiirs,  avec  quelques 
applicarions.  (65-68). 

Etant  a,  |3  deux  couples  d'électrodes,  "k,^  3  le  rapport  de  la  différence  de  poten- 
tiel qui  .<e  produit  en  a  à  celle  qui  se  produite»  ji  lorsque  le  courant  extérieur 
entre  en  ,S,  et  A3  ,^  le  rapport  correspondant  de  la  différence  de  potentiel  en  |î  à 
la  différence  en  a  lorsque  le  courant  entre  en  a.  et  en  appelant  R^,  R»  la  résis- 
tance du  réseau  entre  les  électrodes  a  et  celle  entre  les  ,3,  on  a 

\,^  _  ^S.a 

"r7  "  "rT' 

Liiuteur  obtient  cette  relation  comme  conséquence  de  celle  de  la  Note  précé- 
dente. 

Aï'zelà   (C).    —   [C2rt].    Sur  rintégration  par  substiliition.  (  8?.- 

Lorsque  pour  trouver  /  f{u)clu  on  pose  u  =  u{x).  et  l'on  trouve 

f  f\ii{x)]u'{x)dx  =  <^{x), 

pour  déduire  de  là  l'intégrale  indéfinie  1  /(u)du,  la   condition  que    w=  u{x 
puisse  donnera;  comme  fonction  de  u  à   une  seule  valeur  est  inutile. 

Pinchei-le  (S.).  — [V9].  Commémoralion  de  E.  Beltrami.  (91- 
99)- 

Pinriterle  {S.).  —  [Dlr/].  Sur  la  continuité  des  fonctions  (99- 
lol  ). 

Etant  donné  un  ensemble  A  de  nombres,  et  une  fonction  finie  et  continue 
des  points  de  cet  ensemble,  et  étant  A'  l'ensemble  dérivé  de  A,  il  y  a  une  et 
une  seule  fonction  finie  et  continue  des  points  de  A -(- A'  qui  coïncitle  avec  la 
première  aux  points  de  A. 

Ce  théorème  avait  été  donné  par  l'auteur  dans  les  Mémoires  de  Bologne, 
b"  série,  t.  III,  1898,  p.  2y3.  Il  le  rappelle  ici  à  l'occasion  d'un  théorème 
démontré  par  M.  Steinitz  [Stetigkeit  und  Di(ferentialqitotient  {Math.  Ann., 
t.  LU,  1899,  P-  ^^)])  fl"'  coïncide  avec  le  théorème  cité. 

Pincherle  (S .).  —  [Ho  réf.  J 4,4'].  Sur  la  décomposition  d'une 
forme  dilférentielle  linéaire  en  un  produit  d'opérations.  (10 1 - 
io5). 

S.   R. 
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MEMORIE    DELLA    R.    ACCADEMIA   DELLE    SciENZE    Dl    ToRINO-. 

Série  2";  Torino,  E.  Lœscher,  in-4°  (  '  ). 

T.  XXXIX,  1889. 

Scgre  {C).  —  [Q;  réf.  N  réf.  Mo  4,  6].  Sur  les  variétés  cubiques 
de  l'espace  de  f|ualre  dimensions  et  sur  certains  systèmes  de 
droites  et  certaines  surfaces  de  l'espace  ordinaire.  (3-48). 

Soit  r  une  variété  quelconque  (à  trois  dimensions)  de  l'espace  S,,.  Un  cône 
circonscrit  à  cette  variété  et  ayant  pour  sommet  un  point  P  coupe  un  espace 
(linéaire)  R  (à  trois  dimensions)  non  passant  par  P,  suivant  une  surface  qui 
est  appelée  le  contour  apparent  de  T  par  rapport  au  point  P.  Lorsque  r  est 
cubique,  le  contour  apparent  est  du  sixième  ordre  (F*)  et  se  réduit  au  qua- 
trième (F*)  lorsque  P  est  sur  r  comme  point  simple.  L'auteur  développe  des 
propriétés  générales  relatives  aux  variétés  cubiques  et  à  leurs  contours  appa- 
rents. Puis  il  vient  à  l'étude  des  cas  particuliers  remarquables,  et  il  en  déduit 
des  propriétés  relatives  aux  surfaces  F*"  et  F*  de  l'espace  ordinaire,  ainsi  qu'aux 
systèmes  de  droites  qui  sont  les  projections  sur  l'espace  ordinaire  des  systèmes 
de  droites  renfermés  dans  les  variétés  cubiques  considérées.  Les  cas  particuliers 
étudiés  par  l'auteur  sont  les  suivants  : 

1°   Variétés  cubiques  renfermant  des  plans. 

Lorsque  F  a  un  (seul)  pian  t;,  elle  a  aussi  quatre  points  doubles  situés  dans 
ce  plan  (par  conséquent  une  variété  cubique  générale  n"a  pas  de  plans)  et  l'on 
peut  l'engendrer  par  deux  faisceaux  projectifs  d'espaces  (  linéaires)  et  d'espaces 
quadriques.  L'étude  de  ces  variétés  peut  aussi  se  réduire  à  celle  des  variétés 
biquadratiques  d'un  espace  5=,,  car  Y  peut  se  regarder  en  S^  comme  une  pro- 
jection sur  S^  d'une  variété  biquadratique,  intersection  de  deux  variétés  qua- 
dratiques à  quatre  dimensions.  Il  y  a  aussi  une  relation  étroite  entre  ces  variétés 
cul)iques  et  les  complexes  quadratiques  de  l'espace  ordinaire,  puisque  l'inter- 
séction  d'une  variété  quadratique  non  dégénérée  de  Sj  avec  une  autre  est  bien 
un  complexe  quadratique,  lorsqu'on  regarde  les  droites  de  S,  comme  éléments 
de.ces  variétés;  et  F  peut  se  considérer,  sous  un  certain  point  de  vue,  comme 
une  projection  d'un  tel  complexe. 

Des  propriétés  de  ces  F  on  déduit,  par  projection,  des  théorèmes  relatifs  à 
une  F'  ayant  deux  plans  doubles,  et  à  une  F*  à  sextique  cuspidale,  ayant  un 
|)laii  double,  ainsi  qu'à  certains  systèmes  de  droites.  Par  exemple,  la  surface  F* 
est  focale  de  deux  systèmes  (  (j'o)  et  (8,16).  Les  tangentes  doubles  de  F*  se 
décomposent  en  deux  systèmes  (6,10)  et  (12,16).  D'autres  particularités  se  pré- 
sentent lorsqu'on  projette  F  du  sommet  d'un  des  cônes  quadriques  qu'elle  con- 
tient, et  aussi  lorsiiu'on  suppose  qu'elle  ait  des  autres  points  doubles  hors  du 
plan  T.. 


(')  Voir  Bulletin,  MU.,  p.  171. 
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2°  Variétés  cubiques  que  l'on  peut  engendrer  avec  trois  réseaux  pro- 
jecti/s. 

Une  telle  variété  a  six  points  doubles  indépendants,  et  ses  droites  forment 
trois  systèmes,  deux  (i,6)  et  un  (4.iâ)-  La  projection  donne  naissance  à  des 
théorèmes  relatifs  à  la  F'  à  plan  double  et  avec  six  autres  points  doubles  indé- 
pendants, et  k  la  F^  à  sexiique  cuspidale  et  avec  six  points  doubles  indépen- 
dants, ainsi  qu'aux  systèmes  de  droites  dont  elles  sont  les  surfaces  focales. 

3°    Variétés  cubiques  à  sept  points  doubles. 

4°  A  huit. 

5°  A  neuf, 

6°  A  dix, 

-"  A  points  doubles  d'espèce  supérieure. 

Un  point  double  est  appelé  d'espèce  /•  lorsque  le  cône  quadrique  tangent  en 
ce  point  a  pour  support  un  espace  S^.  Un  tel  point  double  réduit  en  général  de 
3. a""--  unités  la  classe  à\ine  variété  \'/,-i  de  l'ordi'e  m  et  à  ( n — i)  dimensions, 
située  dans  S„,  c'est-à-dire  le  nombre  des  S„_,  tangents  qui  appartiennent  à 
un  faisceau  quelconque.  Une  variété  cubique  T  de  S4  peut  avoir  des  points 
doubles  de  première,  deuxième,  troisième  et  quatrième  espèce.  On  en  obtient, 
par  projection,  des  F*  et  des  F*"  à  piîints  doubles  biplanaires,  ou  uniplanaires, 
ou  à  point  triple. 

8"    Variétés  cubiques  avec  un  nombre  infini  de  points  doubles. 

Pour  une  F  ne  peuvent  être  lignes  doubles  que  les  suivantes  : 

a.  Une  droite, 

b.  Deux  droites  incidentes, 

c.  Trois  droites  passant  par  un  point  mais  non  situées  dans  un  même  plan, 

d.  Une  conique, 

e.  Deux  coniques  n'apparlenant  pas  à  un  même  espace  mais  ayant  un  point 
commun, 

/.  Une  quadrique  rationnelle  normale  de  S^. 

Le  cas  où  F  a  une  surface  double  n'est  qu'un  seul,  c'est-à-dire  quelle  ait  un 
plan  double. 

'l'ous  ces  cas  sont  étudiés  par  l'auteur.  Enfin,  il  montre  que  les  variétés  F, 
représentables  univoquement  sur  l'espace  ordinaire,  servent  à  établir  certaines 
transformations  doubles  et  triples  de  cet  espace.  En  considérant  la  représen- 
tation de  F  sur  un  espace  IV,  et  la  représentation  sur  un  espace  double  (ou 
triple)  H,  ubienueen  la  projetant  d'un  point  P  pris  sur  F  (ou  hors  de  F),  et  en 
faisant  corrcspcmdre  en  R,  R'  deux  points  qui  correspondent  à  un  même  point 
de  F,  on  a  une  transformation  double  (ou  triple)  entre  R,  R'.  L'étude  de  ces 
transformations  conduit  l'auteur  à  la  question  relative  à  la  représentation  plane 
des  systèmes  de  droites  considérés  dans  ce  travail,  c'est-à-dire  les  systèmes  des 
tangentes  doubles  des  F,  ou  ceux  des  droites  des  F,  dont  ils  sont  les  projections. 
Il  trouve  que,  si  F  a  moins  de  cinq  points  doubles,  le  système  de  ses  droites 
n'est  pas  rationnel,  et  qu'il  l'est  lorsque  F  a  cinq  points  doubles  indépendants. 

Sf'acci  (F.)  —  [^  '^j-  Nolice  nécrologique  sur  Anj^elo  Genocchi 
lue  le  licnlK'iuc  jour  ;ipiès  sa  uu)rl.  ( .^6i-^(j5). 

\\ec  la  liste  des  travaux   de  .\.  Genocchi  (au    nombre  de  174).  et  avec  des 


178  SECONDK    PA  iniK. 

lettres  de  MM.  Hermite,  Catalan,  de  Tilly,    Kronecker,  Brioschi,  Tardy,  Betti, 
Beltrami,  Casorati. 


T.   XL,   1890. 

Loria  (G.).  —  [V  3].  La  période    d'or  de  la  G*^oméirie  grecf|ue. 
Essai  historique.  (SGg-^^^i  2  planches). 

Euclide,  Arcliiméde,  Héralosthènes,  Apollonius,  ^  psicles,  Nicomède,  Diodes, 
Perseus,  Xénodore. 

Gui'li  (C).  —  [T  26].  Sur  la  théorie  de  la  poutre  continue  (  44;- 
468,  5  planches). 

T.  XLI,  1891. 

Cappa    (S.).    —     [S  3].     Sur    les    jets    ascendants.     (^7-148, 
3  planches) . 

T.  XLII,  1892. 

Caslelnuovo  (G.).  —  [M,  \/].  Recherches  générales  sur  les  sys- 
tèmes linéaires  de  courbes  planes.  (3-43). 

Dans  le  but  de  donner  une  mélliode  applicable  i(ientiquement  à  des  systèmes 
birationnelleinent  identitjucs  (c'est-à-dire  tels  qu'on  puisse  passer  de  l'un  à 
l'autie  par  une  transformation  birationnelle  )  l'auteur  profite  d'une  relation 
étroite  qui  a  lieu  entre  la  géométrie  sur  une  courbe  et  la  théorie  des  systèmes 
linéaires,  déjà  signalée  par  M.  Segre  (/ieiidiconti  del  Circolo  rnatemotico 
di  Palermo,  t.  I).  Ce  qu'il  y  a  surtout  de  particulier  dans  le  travail  de  M.  Cas- 
telnuovo,  c'est  l'usage  méthodi(iue  du  système  adjoint,  (\w\  ^%\  le  s\slème  formé 
par  les  courbes  adjointes  des  courbes  du  système  linéaire  primitif.  Il  est  à 
remarquer  ce  que  l'auteur  appelle  5>'s<èmeaû(/omf /^î/r,-  c'est  le  système  adjoint 
dont  on  a  retranché  les  courbes  fixes  (s'il  y  en  a)  communes  à  toute  courbe 
adjointe,  d'ordre  /i  —  3;  la  relation  du  système  pur  au  système  primitif  est 
invariante  pour  des  transformations  biralionnellcs.  t)e  ce  système  pur  l'auteur 
fait  plusieurs  applications,  entre  autres  à  la  construction  et  à  la  classification 
des  systèmes  linéaires  de  genre  donné.  Voici  quelques  résultats  : 

Le  genre  ejf^ctif  d'une  courbe  fondamentale  ne  peut  dépasser  la  surabon- 
dance du  système. 

Si  le  système,  pour  leiiuel  la  série  résidue  de  la  caractéristique  n'a  pas  de 
points  fixes,  possède  une  courbe  fondamentale  de  genre  elFectif  égal  à  lu  sura- 
bondance du  système,  celle  courbe  contient  tous  les  points  de  base  du  sys- 
tème. 

Tout  système  linéaire  dont    la   dimension  dépasse  o/j -t- 5  ( /)  élant  le  genre) 
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se  compose  de  courbes  rationnelles  et  est  transform;il)le  en  un  système  de 
courbes  d'un  certain  ordre  m.  à  point  base  (m  — i)-uple:  exception  faite  pour 
le  système  de  toutes  les  cubiques  planes  et  ses  transformés. 

De  Paolis  {R.).  —  [Plr/].  Les  correspondiuices  projecllves  iltins 
les    formes  géomélricjucs    foiidameniales    tie    |)reinière    espèce. 

(493-5«4)- 

La  méthode  Staudi  {Beitràge  zur  Geom.  der  Lage)  pour  intnuluire  des 
élériieiits  réels  comme  représentants  des  éléments  imasiiiaires,  n'étant  pas  sus- 
ceptible d'èlre  étendue  ultérieurement,  le  problème  de  rendre  la  Géométrie 
indépendante  de  l'Analyse  se  trouvait  encore  non  résolu  lorsque  l'Académie  de 
Berlin  proposa  ce  problème  pour  le  prix  Steiner  de  i884  et  puis  pour  celui  de 
1886.  Cette  seconde  fois  un  Mémoire  de  Kôtter  sur  ce  sujet  fut  couronné,  et 
publié  dans  les  Mémoires  de  (' Académie  en  18S7.  Le  professeur  De  Paolis,  qui 
avait  déjà  fait  des  recherches  sur  ce  même  sujet,  présenta  en  1S87,  avant  la 
publication  du  Mémoire  de  Kijtter.  un  paquet  scellé  à  l'Académie  des  Lincei,  qui 
put  témoigner  de  l'indépend.mce  de  ses  recherches:  maintenant,  en  1892,  il 
publie  son  travail  dans  les  Mémoires  de  Turin.  Dans  ce  Mémoire,  le  problème 
est  résolu  pour  les  formes  de  première  espèce,  et  l'auteur  se  propose  d'appliquer 
aussi  sa  méthode  aux  formes  de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Il  commence  (§  I)  par  étudier  en  général  les  systèmes  fondamentaux  A' t%- 
pèces  V  ( systèmes  linéaires  x").  en  établissant  pour  ceux-ci  le  principe  de 
dualité  et  en  considérant  (§  II)  leurs  correspondances  projectives.  Puis  (§111) 
il  introduit  les  éléments  impiopres  et  imaginaires,  et  montre  comment,  par  ces 
éléments,  on  étend  les  notions  ordinaires  de  point,  droite  et  plan,  de  manière 
que  les  formes  géométriques  F,,  F„,  F3,  de  première,  deuxième  et  troisième 
espèce,  peuvent  se  regarder  comme  des  systèmes  fondamentaux  (dans  le  sens 
le  plus  général)  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce  respectivement.  Il 
démontre  ensuite  la  continuité  de  toute  correspondance  projectlve  entre  deux 
formes  F,,  F',,  en  en  i-eprésentant  les  éléments,  réels  et  imaginaires,  par  les 
points  réels  propres  de  deux  sphères.  Dans  le  §  IV  l'auteur  étudie  les  groupe- 
ments projectif  s  du  deuxième  ordre  et  dans  les  §  V-\  ceux  de  l'ordre  n.  Ici 
il  prend  n  formes  K,i',  F,^',. .  ,  F,-'  ei  établit  entre  leurs  éléments  une  corres- 
pondance n-univoque,  par  laquelle  à  «  —  i  éléments,  appartenant  à  «  —  1  des  F','', 
correspond  un  élément  appartenant  à  celle  des  formes  qui  n'est  pas  comprise 
parmi  les  n  —  1;  cet  élément  est  le  pôle  de  ces  n  —  1  éléments.  Si  au  lieu  de 
cela  on  prend  n  —  i  des  F','>,  il  résulte  entre  les  deux  formes,  qui  restent 
exclues,  une  correspondance  biunivoque  (correspondance  polaire  des  n  —  2 
éléments  considérés  chaque  fois);  et  la  correspondance  «-univoque  est  appelée 
projectile  lorsque  toutes  les  correspondances  biunivoques  polaires  sont  projec- 
tives. Dans  une  correspondance  n-univoque  il  y  a  x"~'  groupes,  chacun  composé 
de  n  éléments,  dont  un  est  le  pôle  des  autres  7/  — 1.  Ces  groupes  (J„  consti- 
tuent ce  que  l'auteur  appelle  un  groupement  projectif  d'ordre  n.  et  qu'il 
indique  par  A/)„,  groupement  que  l'on  représenterait  analytiquement  par  une 
équation 

Aj^)j2)jn)  =  a^-^a^  . . .  a'"'„,  =  o 

linéaire  homogène  par  rapport  aux  coordonnées  des  éléments  générateurs 
des  F('). 
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Les  A/;„  sont  X-  "'  et  constituent  un  système  fondamental;  cl  l'on  peut, 
avec  ces  groupements,  former  des  systèmes  fondamentaux  S^,  „  d'espèce  v  <  2"  —  i; 
en  particulier,  pour  v  =  i  et  v  =2,  des  faisceaux  et  des  réseaux.  Des  grou- 
petiienls 

A^')=o,...,  AC'-^'^  =  o, 

en  nombre  de  v-hi,  déterminent  en  générai  un  système  fondamental  d'espèce  v 

>.,A(')-f-...-(- Vi^-''"^'  =0 

(les  équations  et  les  notations  analytiques  ne  servent  que  pour  mieux  s'expli- 
quer, mais  elles  n'entrent  pour  rien  dans  la  méthode  de  l'auteur;.  Des  cas  parti- 
culiers de  ces  groupements  sont  ceux  du  deuxième  ordre,  constitués  par  les 
couples  de  points  correspondants  de  deux  formes  projectives  F,,  F,,  et  ils  sont 
étudiés  dans  la  géométrie  projective  élémentaire;  les  faisceaux  et  les  réseaux 
de  ces  groupements  ont  été  étudiés  par  Steplianos  {Math.  Ann.,  t.  XXII)  et 
Segre  {Crelle,  t.  100);  pour  le  groupement  du  troisième  oidre,  voir  :  August 
{De  superficiebus  tertii  ordinis.  Diss.  inaug;  Berolini,  1862),  Schubert  {Math. 
Ann..  t.  XMl),  Le  Paige  {Mé/n.  couronnés  de  Belgique,  t.  XLII,  1879;  et 
Bulletin  de  TAcad .  de  Belgique,  i^  série,  t.  Y,  i883);  Le  Paige  et  Folie 
{Méni.  de  l'Académie  de  Belgique,  t.  L\1II,  1S82;  t.  XLV,  1884  );  et  Castel- 
nuovo  {Atti  ciel  B.  Istituto  Veneto,  série  6",  t.  \). 

Deux  groupements  A/>',  A/?',  dont  les  équations  soient 

sont  harmoniques  lorsque  leur  invariant  (harmonisant) 

(a^''6''')  {ar-b''-')  ...  {a'"'>b'-"l) 

est  nul.  L'auteur  étudie  les  groupements  projectifs  harmoniques  en  manière 
purement  géométrique.  Tout  système  S,^  „  en  détermine  un  autre  S,/  „,  étant 

V  -t-  v'  =  2"  —  2, 

de  manière  que  tous  les  groupements  de  l'un  sont  harmoniques  à  tous  ceux  de 
l'autre;  ce  sont  deux  sj'slèmes  harmoniques.  Si  v  =  2" —  2  il  y  a  un  seul  grou- 
pement A/)„  harmonique  à  tous  ceux  de  S,.  „. 

Ensuite  (§  XI)  il  suppose  que  les  F,  ne  soient  pas  distinctes.  En  les  suppo- 
sant toutes  superposées  en  F,,  il  obtient  certains  groupements  projectifs  parti- 
culiers, tels  que  n — i  éléments  quelconques  de  F,  déterminent  toujours  un 
même  pôle  en  les  considérant  d'une  manière  quelconque  comme  appartenant 
chacun  à  une  des  n  —  i  formes  superposées.  Ces  groupements  sont  des  im'o- 
lulions  projectives  d'ordre  n  et  de  rang  n  — i,  indiquées  par  I/>„  „_,.  Une  de 
ces  involutions  se  représenterait  ;nKilyliqiicmcnt   par 

a^Ci)a^(j)  . . .  a^(n)  =  o. 

Toutes  les  I/>„  „  ,  d'une  même  F,  forment  un  système  fondamental  d'es- 
pèce n.  Tous  les  groupements  d'un  système  S,,  „  déterminé  par  v  -+-  i  de  ces 
invuluiions,  sont  aussi  des  involutions.  Tout  système  S^  „  d'involutions  en 
détermine  un  autre  S,,-  ,,(vH-v'=  n  — i)  de  manière  que  toutes  celles  d'un  sys- 
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tèiue  sont  harmoniques  à   toutes  celles  de  l'autre  {systèmes  harmoniques);  il 
y  a  une  seule  involuiion    harmonique  à  un  sj'stémc  S„_,  „.  La  condition  ana- 
lytique pour  l'harmonicité  de  deux    involulions  est  (a6)"=o.    Les  invohitions 
projectives  ont  été  étudiées  par  Tliietne  {Zeitschrift  fur  Math,   und  Physik, 
t.  XXIN  )  et  Wiener  {  Bein  geometrische  Théorie,  etc.,  Oarnistadt,  i«85). 

Puis  l'auteur  (  §§  \II-\IV)  démontre  qu'il  y  a  toujours  un  groupe,  et  un  seul, 
commun  à  n   involutions  !/?„  „_,  données,   d'ordre  quelconque,  et   capables  de 
déterminer  un  systèfne    S„_,  „.    Ce   théorème    est   le  substitut  géométrique  du 
théorème  fondamental  de  l'algèbre,  et  l'on  peut  y  fonder  la  théorie  géométrique 
des  courbes  et  des  surfaces  algébriques.  L'auteur  en  développe  plusieurs  consé- 
quences :  une   I/>„  „_,   a   toujours   n  éléments  «-uples,  et  n  seulement;  ils  for- 
ment  le  groupe  commun  à  toutes   les   involulions  harmoniques  à    l'involution 
donnée.   Les  n  formes   F,  contenant  un   groupement   donné    A/?,,  soient  super- 
posées par  groupes  (§  XV)  de  m^,  m...    ..  .,  m^  respectivement  à  /•  formes  F,'', 

F,'-,  . . .,  F['' {m^-h  m^-^-. .  .-^- m^=  n  I  ;  alors  si  nous  prenons/"  —  i    éléments, 
un   pour  chacune    de    r  —  i  d'entre  les  Fj',  par  exemple   un   pour  chacune  des 
F,",  F,'-,   ...,  F,'''-',    ces  éléments,  comptés  respectivement  m^,   m.,   ...,  m^_^ 
fois,  forment  un  groupe  de  n  —  m^  éléments;  tous  les  groupes  île  m^  éléments 
de  F,'"",  qui  avec  ces  n —  m^  constituent  un  groupe  de  A/?„,  forment  un  grou- 
pement Xpmr  qui   a  /H,  éléments  m^-uples.  correspondant  aux  r  —  i  que  l'on 
avait  pris  d'abord.  On  a  ainsi    entre   les  éléments  des   F,''   une  correspondance 
projectile  d'ordre  n  et  de  rang  r  —  i,  que  l'on  indique  par  [m,,  m„,  ...  m^]. 
Toute  correspondance  projective  d'ordre  n  peut  être  obtenue,  et  d'une  infinité 
de  manières,  d'un  groupement  projectif  d'ordre  n.  Tous  li;s  groupements  pro- 
jectifs  qui  donnent  aiusi  lieu    à  une  correspondance  projective  forment  un  sys- 
tème   fondamental,    dont    l'auteur    détermine    l'espèce.   Si    l'on    représente   les 
élémenls    des    F,'',    réels    ou    imaginaires,    par   les   points   réels    propres    de  /• 
sphères  s-  on  a  entre  celles-ci   une  correspondance  [w,,  m„,   ....  m,]   qui  est 

continue;  par  cela  toute  correspondance  projective  est  continue  (§  XIV  ). 
Ensuite  l'auteur  déduit  une  correspondance  qu'il  appelle  résultante  de  deux 
correspondances  projectives  données,  et  qui  est  aussi  continue;  et  puis  il 
démontre  géométriquement  \e  principe  de  correspondance  de  Chastes  (§X\). 
Enfin  (§  XVI)  il  donne  dans  toute  leur  généralité  les  propriétés  des  groupes 
polaires,  des  groupes  harmonicjues,  du  jacobien,  du  hessien,  etc. 


T.  XLJIJ,  189-3. 
Rien. 

T.  XLI\,  1894. 

Porro    (F.).    —    [U].     Latitude    de    Turin    déterminée    par    les 
mélhodes  de  Guillauine  Slruve  (Scj-ijo  ), 

a  =  4^°  i'7'''j2"  —  o",o45 

Enriqiies  (F.).  —  [M.^l  réf.  M,t2].  Hecherdies  <le  (i.'ométrie  sur 
les  surfaces  algébriques  (1-1-2J2J. 


[89.  s  h:  eu  M)  K  l'Ain  IK. 

Élude  de  Géométrie  sur  une  sur/ace.  L'auteur  étudie  les  systèmes  li- 
néaires x^  de  courbes  appartenant  à  une  surface,  c'est-à-dire  les  systèmes  tels 
que  A'  points  de  la  surface  déterminent  une  (seule)  courbe  du  système,  les 
courbes  (éléments)  du  système  pouvant  se  faire  correspondre  projectivement 
aux  points  d'un  espace  linéaire  Sj.  En  supposant  A>i,  par  un  point  de  la  sur- 
face il  passe  toujours  plus  d'une  courbe  du  système;  par  conséquent,  on  peut 
parler  du  nombre  de  points  communs  à  deux  courbes  variables.  Ce  nombre  D 
est  le  degré  du  système;  le  genre  tz  des  courbes  est  le  genre  du  système.  S'il 
arrive  que  les  courbes  pyssant  par  un  point  M  de  la  surface  passent  en  consé- 
quence pur  un  certain  nombre,  soit  ni — i,  d'autres  points,  variables  avec  .VI, 
on  a  sur  la  surface  une  involulion  I,„.  Un  système  qui  ne  donne  pas  lieu  à 
une  telle  involutiun,  c'esl-à-dire  dans  lequel  le  passage  d'une  courbe  par  un 
point  n'entraîne  pas  le  passage  par  d'autres  points,  est  un  système  simple. 
Après  quelques  propriélt-s  sur  les  systèmes  réductibles,  l'auteur  définit  les  sys- 
tèmes normaux  et  les  systèmes  complets.  Un  système  est  contenu  totalement 
dans  un  autre  lorsque  toute  courbe  du  premier  l'est  aussi  du  second;  il  l'est 
partiellement  lorsqu'une  courbe  du  premier,  avec  une  autre  courbe,  constitue 
une  courbe  du  second.  L'auleur  dit  qu'un  système  linéaire  est  normal  lorsqu'il 
ne  peut  être  contenu  dans  un  autre  de  même  degré  (et  ici  la  municre  partielle 
reste  exclue,  ainsi  que  l'auteur  le  démontre),  complet  lorsqu'il  ne  peut  être 
contenu,  pas  même  partiellement,  dans  un  autre  du  même  genre. 

Cela  posé,  l'auteur  démontre  qu'un  système  linéaire  de  degré  donné  ap{)ar- 
tient  à  un  système  normal  déterminé,  de  même  degré.  Il  trouve  aussi  qu'une 
courbe  appartient  à  un  système  complet  de  même  genre,  et  il  déduit  de  là 
une  partie  du  Restsatz.  Sur  une  courbe  générale  du  systènie.  les  courbes  du 
même  système  déterminent  une  série  qui  est  appelée  série  caractéristique. 
L'auteur  (§11)  considère  les  courbes  qui  donnent  sur  la  courbe  générale  du 
système  x""  (à  courbas  fondamentales  distinctes)  un  groupe  résiduel  de  la  série 
caractéristique,  et.  sur  la  courbe  générale  du  système  oc'"-'  renfermé  dans  le 
premier,  donnent  u-i  uioupe  contenu  dans  le  résidu  de  la  série  caractéristique. 
De  telles  courbes,  sur  une  surface  d'ordre  n  en  S^,  sont  dcmnées  par  des  surfaces 
adjointes  d'ordre  n  —  4-  Ces  courbes  {canoniques)  forment  un  système  linéaire 
et  sont  liées  invariantivement  à  la  surface.  Elles  conduisent  à  deux  caractères 
invariants  de  la  suifacc  :  le  genre  />,  qui  est  la  dimension  du  système  cano- 
ni(]uc,  augmentée  de  l'unité,  et  le  Curvengeschlecht  de  Nœlher  p'^^',  qui  est  le 
"•enre  du  système  canoniciue.  Les  systèmes  appartenant  à  une  surface  se  dis- 
tinguent en  purs  et  impurs.  Dans  les  premiers  les  courbes  canoniques  déter- 
minent sur  la  courbe  générale  un  groupe  résiduel  de  la  série  caractéristique; 
dans  les  seconds  ils  déterminent  un  groupe  contenu  dans  un  groupe  résiduel. 
Les  premiers,  sur  une  surface  convenal)lement  transformée,  n'ont  pas  de  points 
de  base,  tandis  que  les  seconds  en  ont.  Cette  distinction  se  rattache  à  la  consi- 
dération des  courbes  exceptionnelles  (Noelber).  Comme  applications,  on  obtient 
que  : 

Sur  une  surface  de  genre  >  o,  une  courbe  appartient  à  un  système  complet 
déterminé.  Le  résidu  d'une  courbe  par  rapport  à  un  système  normal  est  tou- 
jours un  système  normal  (s'il  a  un  degré).  Un  système  pur  est  nécessairement 
complet  (/>  >  o). 

Dans  le  §  III,  l'auteur  définit  le  système  adjoint  d'un  système  linéaire  (C) 
de  dimension  /' =  2  ;  les  courbes  de  ce  système  donnent  sur  la  courbe  générale 
de  (C)  un  groupe  canonique,  et  sur  celle  il'un  système  oc""  '  contenu  dans  (C) 
elles  en  donnent  un,  qui  est  contenu   dans  un   groupe  appartenant  à  la  série 
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somme  de  la  série  canonique  et  d'une  autre  série  qui  est  la  difTérence  entre 
celle  qui  est  donnée  par  (C)  et  la  série  caractéristique  du  système  x''^'.  En 
indiquant  par  ô{C)  le  défaut  de  la  série  déterminée  par  le  sj'stéme  adjoint 
sur  la  courbe  générale  de  (C),  c'est-à-dire  la  diderence  entre  la  dimension  vir- 
tuelle du  système  adjoint  et  sa  dimension  effective,  la  dimension  de  ce  dernier 
système  est  p -h  ~  —  i  —  ô(C).  Si  (C)  est  un  système  pur  simple,  la  quan- 
tité ô(Ci)  relative  à  un  système  pur  arbitraire  G,  est^5(/-C),  (rC)  étant  le 
système  /--uple  de  (C)  pour  r  suffisamment  grand.  Or,  si  la  surface  a  des  sin- 
gularités ordinaires,  S(/'C)  pour  /•  croissant  à  l'infini  a  un  maximum  K,  qui 
est  un  caractère  invariant  de  la  surface.  Le  cas  I\  =  o,  qui  a  lieu  lorsque 
5(7-C)  =  o  (et  réciproquement),  indépendamment  de  toute  restrictioai  relative 
aux  singularités,  est  particulièrement  important.  En  employant  le  système 
adjoint,  l'auteur  démontre  que  tout  système  impur  (à  points  de  base  distincts) 
peut,  en  ajoutant  ses  points  de  base,  se  déduire  d'un  système  qui  coïncide  avec 
le  résidu  du  canonique  par  rapport  à  l'adjoint,  (|ui  est  pur,  ou  bien  n'a  que  des 
points  de  base  simples.  Ce  même  Chapitre  contient  aussi  la  démonstration  de 
la  seconde  Partie  du  Restsatz  et  des  applications  aux  surfaces  des  genres  o,  i. 
Signalons  la  proposition  : 

Deux  surfaces  générales  d'ordre  n^  4  {dans  Sj)  ne  peuvent  se  rapporter 
biunivoquement  l'une  à  l'autre  que  lorsqu'elles  sont  projectives. 

Le  Chapitre  IV  est  dédié  aux  systèmes  purs.  Leur  série  caractéristique  est 
composée  lorsque  l'est  celle  du  sj'stème  canonique,  et,  pour  ces  systèmes,  l'au- 
teur donne  une  extension  du  théorème  de  Riemann-Roch.  Indiquons  par  i  —  i 
la  dimension  du  système  l'ésiduel  de  (  C  )  par  rapport  au  canonique,  par  w  la 
surabondance  du  système  (C),  c'est-à-dire  qu'en  supposant  la  surface  en  S3  et 
en  coupant  (C)  par  des  adjointes,  la  dimension  virtuelle  p  est  telle  que  l'on 
ait 

r  —  p  =  w  —  /, 

/•  étant  la  dimension  effective  de  (C).  Alors,  t.  étant  le  genre  de  (C)  et  /(  le 
degré,  on  a 

~  —  I  —  n  ^^  r  ^=  p  ^r-  ix)  —  /. 

Dans  le  Chapitre  \'  sont  traitées  les  courbes  fondamentales.  Entre  les  carac- 
tères de  (  C), 

T.,  r,  n,  h  =  r  —  p, 

le  genre  FI  d'une  courbe  fondamentale,  et  les  caractères 

-',  /•',  n',  b' 

du  système  (  C  )  résiduel  de  K,  il  y  a  des  relations  desquelles  on  déduit 

0  —  6=11. 
c'est-à-dire 

ot)  —  i  —  (  oj'  —  /'):=!!. 

Un  système  est  régulier  lorsque  u  =;  o.  Les  systèmes  réguliers  ont  des  pro- 
priétés remarquables.  Par  exemple,  un  tel  système  de  dimension  y-  p  na  pas 
de  courbes  fondamentales  de  genre  >  o.  Lorsqu'il  est  de  dimension  p,  il  ne 
peut  avoir  d'autres  courbes  fondamentales  de  genre  >o  qu'une  (seule)  courbe 
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de  genre  i  (ayant  pour  résidu  le  systènie  canonique).  Relativement  aux  sys- 
tèmes multiples  d'un  système  donné,  l'auteur  trouve  que,  pour  m  suffisamment 
grand,  le  multiple  {niC)  d'un  systéene  pur  (C),  irréduclilde  et  n'ayant  que 
des  courbes  fondamentales  irréductibles  de  genre  o,  est  régulier.  Il  déduit  de 
là  la  résolution  d'un  problème  de  postulation  relatif  aux  variétés  passant  par 
une  surface  dans  un  hyperespace,  et  trouve  que  par  une  surface  F  d'ordre  n 
en  S^,  n'ayant  pas  de  courbes  exceptionnelles  et  ne  possédant  que  des  points 
multiples  à  cône  osculateur  de  genre  o,  passent  L  variétés  V„,  d'ordre  m,  linéai- 
renieni  indépendantes,  étant 

/»  (  m  -I-  1  ) 
■  I  —  /; —  n  ~  ni{T.  —  i  ) , 

pour  m  suffis. muneiit  grand.  Enfin,  la  considération  des  courbes  fondamentales 
de  genre  o  conduit  l'auteur  au  théorème  : 

Une  surface  en  S^  peut  acquérir,  par  une  transformation,  autant  de  points 
doubles  isolés  qu'il  y  a  de  points  doubles  isolés  de  la  surface  canonique 
correspondante.  Le  nombre  de  ces  points  doubles  est  un  autre  caractère  in- 
variant pour  les  surfaces  de  genre  /?  >  3. 

Le  Chapitre  VI  et  dernier  est  relatif  aux  involulions.  L'auteur  y  donne  une 
extension  d'un  théorème  de  M.  Castelnuovo,  relatif  aux  séries  irrationnelles, 
en  démontrant  que  : 

Si  les  surfaces  F",  F'  sont  en  correspondance  [i,  m],  aux  courbes  canoniques 
de  la  première  (supposée  de  genre  >  o)  correspondent  des  courbes  spéciales  de 
la  seconde,  qui  composent  des  courbes  canoniques  avec  la  courbe  de  coïnci- 
dence de  l'involutiou  I^,  dont  les  groupes  correspondent  sur  F  aux  points 
de  F'. 

Enfin,  il  forme  une  expression  invariante  relative  aux  involulions  ration- 
nelles, où  entrent  les  caractères  d'un  réseau  dont  deux  courbes  se  coupent  en 
un  groupe  de  l'involution. 

Mollame  {V.').  —  [A  4  6].  Sur  les  équaliotis  abéliennes  réci- 
proques dont  les  racines  peuvent  se  représenter  par  ;r,  6jr, 
92^,  .  .  .,  0«-',r.  (298-334). 

Ici  0»'a:  =  6  6'  ',r  et  ^"x  =  x,  et  cette  fonction  Oj  (fonction  génératrice 
des  racines)  doit  avoir  la  forme 


bx  — 


a,,x'^-h  a.x'^ 


Les  équiilions  abéliennes  réciproques  peuvent  être  de  deux  classes.  Il  peut 
arriver  que  la  réciproque  de  ^^ x  soit  Ô'+i^j:,  avec  [x  fixe,  ou  bien  a  peut  dé- 
pendre de  k.  L'auteur  s'occupe  des  équations  de  la  première  classe.  Elles  sont 
de  degré  pair  et  pour  toute  racine  on  doit  axoir 


6^  x  0  2      '  X  —  \. 


L'auteur  démontre  aussi   un   théorème  par  lequel  on    a   un   moyen  de   former 
toutes  les  équations  abéliennes  de  la    première  classe,  en    partant   des    équa- 
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X^^X  =  1, 


b- X  (}" X  =  J  , 

auxquelles  doivenl  être  communes  les  /;   racines.  Le  cas  où  les  -  dernières  de 

2 

ces  équations  deviennent  des  identités  est  aussi  examiné.  Après,  il  applique  les 
résultats  obtenus  à  la  décomposition  d'une  équation  à  deux  termes  en  équa- 
tions abéliennes.  Il  trouve  aussi,  par  incidence,  quelques  propriétés  relatives  à 
la  théorie  des  nombres;  par  exemple  : 

Étant  /•>!,  on  a  que  ©(/-"-i-i)  est  divisible  par  m.  Si  r"  +  i  (/■>!)  est 
premier,  ;•"  est  divisible  par  an. 

Fano   (G.)-   —    []Mo8  réf.  Nj  ].   Sur  les  courbes   d'ordre  donné  cl 
des  genres  maxima  dans  un  espace  (|uelcon(|ue.  (335-382). 

Halphen  a  démontré  que,  dans  S„  les  courbes  gauches  d'un  ordre  donné  n, 
dont  le  genre  est  maximum,  sont  sur  des  quadriques.  Ce  théorème  a  été  géné- 
ralisé par  M.  Castelnuovo  {Atti  dl  Torino,  t.  XXIV,  Ricerche  di  Geom.  sullc 
curve  algebriche),  qui  a  démontré  que  les  courbes  d'ordre  n  a|)partenant  à  un 
espace  S^  et  ayant  genre  maximum,  sont  sur  une  surface  réglée  rationnelle 
normale  (d'ordre  /•  —  i  ),  ou  bien,  pour  r  —  b,  sur  la  surface  du  quatrième 
ordre  de  Veronese;  le  genre  est  donné  par 


y  étant  le  plus  petit  entier^ 

Ici  l'auteur  étudie  la  question  analogue  pour  les  courbes  des  genres  -  —  i, 
- — 2,...,  en  déterminant  chaque  fois  la  dimension  (minimum)  du  système  de 
quadriques  qui  les  renferment,  et  en  trouvant,  comme  variétés  de  base  de  ce 
système,  des  surfaces  renfermant  ces  courbes.  Pour  les  genres  Tt  —  i  et  -  —  2, 
on  trouve  que  les  courbes  sont  sur  des  surfaces  ou  à  sections  (hyperplanaires) 
rationnelles,  ou  à  sections  ellipti(|ues.  La  méthode  est  fondée  principalement 
sur  la  théorie  des  séries  linéaires  de  groupes  de  points  sur  une  courbe. 

Enfin,  comme  les  résultats  obtenus  sont  relatifs  à  des  courbes  ou  surfaces, 
par  lesquelles  passe  un  système  linéaire  de  quadriques  de  dimension  donnée, 
il  peut  appliquer  ces  résultats  à  la  geornctrie  de  la  droite,  en  représentant 
en  Sj  l'une  quelconque  des  quadriques  du  système  par  l'ensemble  des  droites 
de  Sj.  Il  obtient  ainsi  des  propriétés  relatives  à  certaines  surfaces  réglées  et  à 
certaines  congruences. 


Ferraris  {G.).  — [B  12  réf.  T 7].  Méthode  pour  ht   iiaclalion  des 
vecteurs   rolaloires  ou   allernalils,   et    application    aux   moteurs 
électriques  à  courants  alternés.  (382-4o4). 
Bull,  des  Sciences  rnatkém.,  2'  sé-rie,  t.  \XXI.  (Septembre  1907.)         H.i4 
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Un  vecleur  est  rotatoire  lorsque  sa  valeur  scalaire  est  constante,  et  sa  direc- 
tion se  meut  autour  d'un  axe  avec  une  vitesse  constante.  La  composition  de 
deux  vecteurs  rotatoires  se  fait  avec  la  règle  du  parallclograinme,  lorsqu'ils 
sont  de  sens  égal.  Cette  composition,  lorsqu'ils  sont  égaux  et  de  sens  contraires, 
donne  naissance  à  un  vecteur  alternatif.  L'auteur  expose  la  théorie  de  ces 
grandeurs,  et  en  fait  l'application  aux  champs  magnétiques,  et  aux  moteurs 
électriques  à  courants  akernés. 


T.  XLV,  1S9G. 

Lanricella  (G.).  —  [T2a  réf.  H9y].  Sur  les  éqtialions  du  nioii- 
vcnicnt  des  corps  élastiques.  (2(:)5-33o). 

L'intégration  des  équations  du  mouvement  élastique  dépend  de  celle  d'un 
sj'stème  d'équations  indéfinies,  que  l'on  obtient  des  équations  de  l'équilibre  élas- 
tique en  substituant,  aux  composantes  des  forces  qui  agissent  sur  les  points  du 
corps,  les  fonctions  inconnues  multipliées  par  un  paramétre  arbitraire  ;  avec 
des  conditions  au  contour,  que  l'on  peut  obtenir  aussi  de  celles  de  l'équilibre 
en  supposant  nulles  les  tensions.  La  question  est  analogue  à  celle  des  vibrations 
transversales  des  membranes.  Tout  revient  à  démontrer  l'existence  d'une  série 
indéfinie  de  valeurs  {exceptionnelles)  du  pai'amùtre  arbitraire,  pour  lesquelles 
les  équations  indéfinies  peuvent  s'intégrer.  M.  l'oincaré  est  parvenu  à  la  consi- 
dération des  valeurs  exceptionnelles,  en  admettant  que  l'expression 


-./■ 


■i  dS 


(ï>  étant  le  potentiel  des  forces  élastiques),  considérée  comme  fonction  des  dé- 
placements, assujettis  à  certaines  conditions,  ait  un  minimum:  mais  l'existence 
des  valeurs  exceptionnelles  dépend  de  celle  de  ce  minimum,  qui  n'est  pas  dé- 
montrée. L'auteur,  en  suivant  une  voie  tenue  par  Schwarz,  Picard  et  Poincaré 
uu'iiur  dans  la  (juestion  des  membranes  élastiques,  a  pu  parvenir  à  la  délermi- 
uatiun  des  valeurs  exceptionnelles  et  des  intégrales  correspondantes  (solutions 
exceptionnelles),  lorsque  les  déplacements  au  contour  sont  nuls,  et  aussi,  sous 
certaines  hypothèses,  lorsque  les  tensions  sont  nulles. 


T.  \L\  I.  iS.iC.. 
Gilidicc    (/^.).   —  [F8/>].    Sur    1  ét|iialioii    du    eiii(|iiièiue    degré 

(;^.-r>i). 

Elude  des  méthodes  de  résolution. —  CcMcmnire  fait  suite  à  la  Nute  du  même 
auteur  :  .Sulla  soluzione  dell'  equaz.  algebrica  di  5"  grado  (Atti  di  Torino, 
t.  WVIII). 

L'auteur  donne  les  équations  typiques,  résolubles  algébriquement,  et  qu'on 
peut  directement  identilier  avec  les  transformées  de  l'équation  du  cinquième 
degré.  Toute  pareille  identification  donne  une  méthode  de  résolution,  et  lirra- 
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liunalilt'  triiiisceiuhiiilc  qu'un  doil  cnrrcspondaminent  ajouter  est  celle  qui  sert 
jxnir  i'idcnlificaliun.  Aux  équations  résolubles  connues,  l'auteur  en  ajoute  deux 
nouvelles.  L'irrationalité  qu'on  doit  ajouter  est  mise  par  l'auteur  sous  diverses 
formes;  elle  est  exprimée  par  une  équation  à  deux  variables,  puis  avec  les 
intégrales  elliptiques,  et  ensuite  par  une  équation  diflérenticlle  linéaire  du 
deuxième  ordre. 

Lauricella  (G.).  —  [T2«o  réf.  H9].  Sur  l'éc|iiation  des  vibra- 
lions  des  plaqties  élastiques  enchâssées  (65-92). 

L'auteur  commence  par  l'intégration  de  l'équation 

(•)  y-{r-u)=f{x,y). 

Il  établit  une  formule  analogue  à  celle  de  Green  et  prouve  que,  pour  trouver 
une  fonction  satisfaisant  à  (i),  il  suffit  de  donner  au  contour  les  valeurs  de  celte 
fonction  et  de  sa  dérivée  normale.  La  construction  d'une  telle  intégrale  peut 
se  faire  dépendre  d'une  fonction  analogue  à  celle  de  Green.  Il  fait  une  appli- 
cation au  cas  où  le  contour  est  une  droite  indéfinie.  Puis  il  passe  à  l'intégration 
de  l'équation 

(2)  y-{y-u)  z^  /.u, 

en  se  fondant  sur  la  détei'minalion  d'une  série  indéfinie  de  solutions  excep- 
tionnelles correspondant  aux  valeurs  exceptionnelles  du  paramétre  A'. 

Fano  (G.).  —  [i'6  réf.  J  i/].  Sur  les  variétés  algébriqties  avec  un 
groupe  continu  non  inlégrable  de  transformations  projectives  en 
elles-mêmes.  (187-218). 

Un  groupe  continu  «""(G^)  est  intégrable  lorsqu'il  y  a  une  série  de  sous- 
groupes  G,(i  =  /'^i,...,  j,  1),  dont  clia(!un  a  i  paramètres  essentiels,  et  tels 
que  chacun  est  un  sous-groupe  iuvaiiaiil  du  précédent  G,_^,  (et  G^  ,  de  G^). 
Un  groupe  non  inlégrable  doit  avoir  au  moins  trois  paramètres  essentiels. 
M.  Engel  a  démontré  qu'un  groupe  continu  est  intégrable  seulement  lorsqu'il 
ne  contient  aucun  groupe  x^  simple  (n'ayant  pas  de  sous-groupe  invariant). 
Par  cela  les  groupes  non  inlégrables  sont  ceux  qui  contiennent  un  tel  groupe 
simple  «'  (ou  bien  qui  sont  eux-mêmes  simples  x'),  et  la  question  de  déter- 
miner les  variétés  mentionnées  dans  le  titre  du  .Mémoire  est  ramenée  à  la  déter- 
mination des  variétés  admettant  des  groupes  projectifs  oc'  de  transformations 
en  elles-mêmes.  Ces  groupes  sont  étudiés  par  l'auteur  dans  le  §  2,  où  il  démontre 
que  dans  S^  les  seuls  groupes  projectifs  de  cette  espèce,  qui  ne  transforment  pas 
en  lui-même  aucun  espace  subordonné,  sont  ceux  qui  transforment  en  elle- 
même  une  courbe  rationnelle  normale  de  S^.  S'il  y  a  des  espaces  unis,  ceux  de 
ces  espaces  dans  lesquels  il  n'y  a  pas  d'autres  espaces  unis,  doivent  être  indé- 
pendants deux  à  deux  et  former  un  système  appartenant  à  S^,  c'est-à-dire 
qu'on  doit  avoir  /?i(^  2)  espaces  unis  indépendants  de  dimensions  /«,,  h.,,  ...,/i„, 
{o^h-^r  —  1),  de  manière  qu'il  soit 


y  (/j.-M)  =  ;--t-l. 


i88  SECONDE   PAHÏIE. 

Ce  Ihéorènic  est.  ensuite  complété  en  démontrant  que  tout  groupe  projectif 
simple  00-^  de  S,  transforme  en  elles-mêmes  un  certain  nombre  de  courbes  ration- 
nelles normales,  d'ordre  £r, C'i,  C'»,. ..,  appartenant  à  des  espaces  indépendunts, 
et  dont  les  ordres,  augmentés  de  i,  donnent  pour  somme  r-hi.  Les  types  des 
groupes  projeclifs  simples  yJ  dans  S^  peuvent  ainsi  être  déterminés.  En  repré- 
sentant sur  les  courbes  rationnelles  C"!,  C'^,...  certaines  formes  binaires/^, 
fy..-  des  ordres  A,,  A,,...  respectivement,  on  a  que  la  reclierclie  de  toute 
variété  algébri(|ue  M^^,  de  S^.  admettant  un  groupe  simple  oo^,  est  ramenée  à 
celle  des  invariants  des  différents  systèmes  de  ces  formes  binaires. 

L'application  à  l'espace  ordinaire  fait  retrouver  les  quadriques,  le  cône  qua- 
drique  cl  la  développable  circonscrite  à  une  cubique  gauche.  L'application 
à  l'espace  S^  donne  quatre  surfaces  et  sept  variétés  à  trois  ditnensions. 

Jadanza  (W.).  — [V7].  Pour  l'histoire  de  la  liinetle.  Conlri- 
Inilion  à  l'iiisloire  de  la  inélhode  expérimentale  en  Italie  (253- 
280). 

Porro  [F.).  —  [U.].  Observations  d'étoiles  variables,  faites  à 
Turin  et  à  Superga  (28i-336). 
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Almansi   {E.).   —  [T 2c/ réf.  HO/*].   Sur  la   déformation   de  la 
sphère  élastique.  (io3-i25). 

L'auteur  s'appuie  principalement  sur  la  propriété  qu'une  fonction  <I>  satisfai- 
sant à  l'équation 

A- 1-  =  o, 

peut  se  représenter  au  moyen  de  deux  fondions  »,  /  satisfaisant  à  l'équation 

A^=o, 
par  la  formule 

<l>  —  (  .r- -^  j>-- -H  --  —  R-  )  9  -t-  /, 
R  étant  conî-lanl.  Il   en  déduit  que,  si 

Ox  oy  Oz 


et  A'K  =  o,  on  a 


V  =  {x^-hy^-h  Z--  R-)  ^  -+-  l^, 


>»»?  Po^v-Ut  • 
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•f,  >i,  a,  V  tlaiU  harmoniques,  el  étant  aussi 

Sur  ce  théorème  l'auteur  fonde  sa  méthode  d'inlégralion  relative  au  problème 
de  la  sphère  élastique,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  les  déplacements  à  la  sur- 
face, et  dans  celui  où  l'on  connaît  les  tensions. 

A\iccari  [A .).  —  [^'"9].   Galilée  Ferraris.  Conimémoralion  (1  i^- 
i54). 

Avec  la  liste  des  trente-deux  publications  de  G.  Ferraris,  relatives  principa- 
lement à  l'électrotechnique  et  à  la  géométrie  vectorielle. 

Tedone  (O.).  —  [T2(7  réf.  Q2].    Sur  les   vll)ralions   des  corps 
solides,  liomogèues  et  isotropes.  (i8i-258,   une  paye  d'errata). 

Pour  l'intégration  des  équations  relatives  aux  vibrations,  l'auteur  emploie  la 
méthode  des  variétés  caractéristiques.  Il  envisage  les  coordonnées  x,  y,  z  et 
le  temps  t  comme  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  de  quatre  dimensions, 
et  étudie  dans  cet  espace  les  équations  différentielles  dont  il  s'agit.  Tout  point 
de  cet  espace  détermine  deux  variétés  réelles  à  trois  dimensions,  qui  sont  les 
variétés  caractéristiques;  ce  sont,  pour  le  point  (x,  y,  z,  t),  la  variété  conique 
de  rotation  autour  de  la  parallèle  à  l'axe  t 


et  l'autre 


b{t,-t) 
a(t^—t) 


\J{x  —  x'Y'^  (r —  r' )'-•-( ^  — •='/"'' 


et  a,  b  deux  constantes  (vitesse  de  propagation  des  ondes  transversales  et  des 
ondes  longitudinales  respectivement).  Ces  variétés  ont,  par  rapport  aux  équa- 
tions des  vibrations,  un  usage  analogue  à  celui  des  lignes  caractéristiques  in- 
troduites par  Riemann  relativement  aux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  L'auteur  trouve  les  valeurs  des 
composantes  des  déplacements  en  tout  point  de  l'hyperespace,  au  moyen  des 
valeurs  de  ces  quantités  aux  points  d'une  portion  d'une  variété  à  trois  dimen- 
sions, limitée  par  les  variétés  caractéristiques,  et  des  valeurs  des  forces  de  masse 
dans  une  partie  de  S^,  déterminée  aussi  par  les  variétés  caractéristiques.  Ensuit'^ 
il  particularise  les  formules  de  manière  à  pouvoir  les  considérer  comme  valables 
dans  l'espace  ordinaire,  et  trouve  pour  les  solides  isotropes  en  général  des  for- 
mules semblables  à  celles  données  par  Kirchhoff  pour  exprimer  le  principe  de 
Huygens  sur  la  propagation  des  ondes  longitudinales  dans  un  fluide  élastique. 
Dans  le  Chapitre  III  et  dernier,  il  y  a  la  déduction  des  formules  par  voie  directe 
et  sans  la  considération  des  hyperespaces. 

Ferraris  (G.).  —  [B  12  réf.  T  o,  6,  7].  Théorie  géométrique  dos 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  \\\I.  (Octobre  1907.)  n.i5 
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champs  vectoriels,  coinme  inlrodiiclion  à  Icliulc  de  l'éleclricilé, 
du  magnétisme,  etc.  (25y-338). 

Exposition  des  fondements  de  la  théorie.  Vecteurs,  leurs  produits  scalaires 
et  vectoriels,  flux,  divergence;  représentation  d'un  champ  solénoïdal,  circui- 
tation,  rotation.  Puis  :  intégrale  suivant  une  ligne;  potentiel;  vecteurs  ncwto- 
niens,  couches,  doubles  couches,  distributions  circuitales  (celles  où  la  rotation 
n'est  pas  nulle  dans  tout  le  champ).  Enfin  des  considérations  sur  deux  manières 
dilTérenles  de  définir  et  de  traiter  le  champ  d'un  vecteur. 


T.  XLViri,  1899. 

Pieri  (il/.).  —  [K7].  Les  principes  de  la  Géométrie  de  position, 
composés  en  système  logique  déduclif.  (1-62). 

L'auteur  rassemlde  ici,  en  les  complétant  et  en  y  portant  aussi  des  modifi- 
cations en  quelques  endroils,  les  résultats  obtenus  par  lui  dans  les  Mémoires 
qu'il  avait  publiés  dans  les  Atli  di  Torino,  t.  XXX,  XXXI  et  XXXII,  et  dans 
la  Rivista  di  Matematica,  t.  VI. 

Il  réduit  les  notions  fondamentales  à  deux  seules  :  le  point  projectif  et  la 
forme  joignant  deux  points  projectif  s.  Le  contenu  de  ces  notions  est  tout  à 
fait  arbitraire;  elles  ne  sont  sujettes  à  d'autres  déterminations  que  celles  que 
leur  imposent  les  postulats  que  l'auteur  donne  successivement.  Ces  postulats 
sont  au  nombre  de  19  pour  la  Géométrie  projective  ordinaire  et  de  17  pour  celle 
de  l'espace  général. 

Au  moyen  de  ces  seules  notions  et  de  ces  postulats  Fauteur  réussit  à  établir 
la  relation  harmonique,  les  notions  de  segment,  de  sens,  de  séparation,  et 
enfin  le  théorème  de  Staudt. 

Ovazza  {E.).  —  [T2Z?].  Calcul  graphique  des  poutres  élastiques, 
sollicitées  par  flexion  et  par  tranchant.  (63-8i,  2  planches). 

Lein{D.).  —  [Mslr/].    Sur  la  variété  des  cordes   d'une  courbe 
algébrique.  (83-i4'-^)- 

Parmi  les  cordes  d'une  courbe  algébrique  il  y  en  a  qui  s'appuient  à  la  courbe 
en  un  seul  point;  ce  sont  (outre  les  tangentes)  des  droites  issues  des  points 
inultipK'S,  où  elles  forment  des  faisceaux  et  peuvent  se  regarder  comme  limites 
des  droites  joignant  deux  points  dune  même  branche  ou  de  deux  branches  dis- 
tinctes. L'auteur  les  appelle  cordes  impropres  et  les  étudie  en  supposant  la 
courbe  dans  un  espace  quelconque.  La  considéralioa  des  cordes  impropres  peut 
aussi  s'appliquer  à  la  résolution  des  points  singuliers. 

Farco  (G.).  —  [P  'i'C,  d  réf.  J  i].  Les  groupes  de  Jonquières  géné- 
ralisés. (221-278). 

Les  groupes   ct)nlinus   de   transformations   crcnionicnncs  de  l'espace   ont  été 
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étudiés  par  MM.  Fano  et  Enriqiiez  dans  les  Annali  di  Matemalica,  1'  série, 
t.  XXVI;  les  types  biralionnellcmcnt  distincts  de  ces  groupes  sont  : 

a.  Les  groupes  projectifs; 

b.  Ceux  des  transformations  conformes; 

c.  Ceux  que  les  auteurs  appellent  de  Jonquières  généralisci,  c'est-à-dire 
qui  transforment  en  lui-même  un  faisceau  de  plans,  ou  en  elle-même  une  étoile 
de  droites  ; 

d.  Deux  groupes  «'  simples,  transitifs,  Lien  déterminés,  du  troisième  ou  du 
septième  ordre. 

Pour  compléter  cette  classification  en  déterminant  tous  les  types  distincis 
appartenant  à  a,  6,  c,  l'auteur  montre  d'abord  que  la  question  se  réduit  à  la 
détermination  de  ces  types  pour  c,  puis  il  fuit  cette  détermination  en  trou- 
vant douze  types. 

Rizzo  (6*. -/>.).  —  [U.].  Sur  les  mesures  récenlcs  de  la  «  conslanle 
soUiire  ».  (3iy-o5-,  •!  plaiiclies). 


T.  XLIX,  igoo. 

Lei'i-Civiia  (T.).  —  [Pi  or/].   Tvpes  de  polcnlie]  qui  peuvent  se 
faire  dépendre  de  deux  seules  coordonnées.  (loo-iSa). 

L'auteur  observe  que  les  potentiels  admettant  des  transformations  infinitési- 
males en  eux-mêmes  doivent  être  indépendants  d'une  coordonnée.  Il  est  ainsi 
amené  à  considérer  les  transformations  infinitésimales  de  l'équation  de  Laplace 

d-u        ()''u        d-u  _ 

■     ~~  Ox\        dx\        dx'i  ' 

qui  sont  celles  du  groupe  G.  des  similitudes.  Pour  chacune  de  ces  transforma- 
tions il  prend  un  système  de  coordonnées  curvilignes  p,.  0.,,  p,,  les  p,  =  consl., 
p.,=  const.  étant  les  trajectoires  de  la  transformation  itifiiiité>imak',  et  ayant 
exprimé  le  A^w  par  p,,  p,,  pj  il  trouve  les  formes  caractéristiques  des  potentiels 
correspondants  en  y  posant 

du  _ 

Il  obtient  ainsi  cinq  catégories  de  potentiels  binaires,  à  savoir  (en  les  dénomi- 
nant  suivant  la  congrucncc  des  lignes  où  ils  ont  une  valeur  constante)  : 

1.  Cylindriques,  ou  logarithmes; 

2.  Circulaires,  ou  symétriques   ; 

3.  Hélicoïdaux  (dépendant  d'un  seul  paramètre); 

4.  Coniques  ; 

5.  Spiraux  (dépendant  d'un  paramètre). 

La  cinquième  catégorie  n'était  pas  connue.  Ensuite  il  cherche  s'il  y  a  d'autres 
potentiels  binaires  outre  les  cinq  précédents.  Dans  ce  but  il  forme  les  équations 
dinérenticlles   auxquelles   doivent   satisfaire  les  fonctions   ?  ■>,  Ç'-',    %'^^  des   va- 
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riables  .r,,  .r.^.  .r^  «nlin  rjnr  la  congriiencc 

soiL  formée  par  des  lignes  é(|iiipolenlielli;s,  cl  par  l'applicalion  des  niétiiodes  de 
M.  Ricci,  auxquelles  sont  dédiés,  comme  digression,  les  paragraphes  4-5,  il  éta- 
blit le  système  d'équations  intrinsécfues  (E)  pour  les  congruences  équipoten- 
tielies;  puis  il  trouve  les  équations  intrinsèques  (E,)  pour  les  congruences  con- 
stituées par  les  trajectoires  d'un  groupe  réel  de  ce  similitudes.  Après  il  établit 
les  conditions  d'inlégrabiiité  des  (E)  et  trouve  que  ce  système  ou  coïncide  avec 
celui  des  congruences  isotropes  ou  bien  il  comprend  les  (E,);  conséquemment 
toute  congruence  é(juipot(MUielie  ou  est  rectiiigne  isotrope  ou  bien  elle  est  con- 
stituée par  les  trajectoires  d'un  groupe  de  ce  similitudes;  et  les  potentiels  réels 
correspondants  ne  peuvent  être  qu'isotropes  ou  bien  symétriques,  hélicoïdaux 
ou  spirau.x.  La  comparaison  de  ces  types,  faite  par  la  méthode  de  M.  Cotton 
ySur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
{Comptes  /-endus,  novembre  1896)]  donne  que  les  potentiels  isoti-opes  sont  tous 
équivalents  aux  logarithmiques;  les  hélicoïdaux,  leur  paramètre  n'étant  pas 
essentiel,  forment  une  catégorie  unique.  Les  spiraux  forment  une  catégorie  à 
part,  et  même  ils  ne  s'équivalent  pas  [)our  des  valeurs  dilTérentes  du  paramétre. 

Jadauza  (A^-)-  —  ['-']•  ^^  léléobjccLif  et  son  histoire.  (i53-i  72). 

Pieri  (M.).  —  [^]-  Siu'  la  Géomélrie  éléinenlaire  comme  sys- 
tème liypolliéLique  déduclif.  Monographie  sur  le  point  et  le 
mouvement.  (173-222). 

Avec  les  seules  notions  primitives  île  point  et  de  mouvement  (en  eulcndant 
ce  dernier  comme  une  représcntalion  de  point  sur  point)  et  avec  vingt  postu- 
lats l'auteur  montre  (ju'on  peut  développer  toute  la  Géométrie  élémentaire. 

§  1.  Généralités  sur  le  point  et  sur  le  mouvement.  La  relation  d'alignement 
entre  points.  On  introduit  la  droite,  le  plan,  la  sphère. 

§  2.  Rabattement  d'uue  droite  sur  elle-même.  Centre  d'un  couple  de  points. 
Rabattement  d'un  plan  sur  lui-même.  Relation  d'orthogonalité  entre  trois  points, 
ou  entre  deux  droites  incidentes. 

§  3.  Rabattement  d'un  plan  sur  un  autre.  Orthogouuiilé  entre  droites  et 
plans.  Propriétés  diverses  relatives  aux  droites,  plans,  sphères. 

§  4.  Points  intérieurs  ou  extérieurs  ù  une  sphère.  Segments,  rayons,  semi- 
plans,  angles,  etc. 

§  5.  Relation  de  plus  grand  et  de  plus  petit  entre  deux  segments  ou  entre 
deux  angles.  On  introduit  le  triangle.  Congruence  des  triangles  et  autres  pro- 
positions du  I"  et  du  III'  Livre  d'Euclide. 

§  6.  Somme  de  deux  segments.  Autres  propriétés  des  triangles,  cercles,  etc. 
Continuité  de  la  droite. 

S.  l\. 
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Troisième  série,  Tome  XXIII,  1906  (  '  ). 

Borel  (Emile).  —  Sur  les  principes  de  la   lliéorie  cinéliqne  des 
gaz.  (9-32). 

La  théorie  cinéticiue  des  gaz  el  ses  applications  et  extensions  diverses  sont 
encore  loin,  dit  l'auteur,  d'être  acceptées  sans  difficulté  par  tous.  En  particulier, 
les  applications  du  calcul  des  probabilités  aux  calculs  statistiques  concernant 
les  molécules  excitent  beaucoup  de  défiance  chez  certains  esprits.  Bien  peu  s.ins 
doute  en  sont  restés  à  la  boutade  de  Joseph  Bertrand,  disant  que  ces  problèmes 
de  probabilité  ressemblent  au  problème  célèbre  de  Vdge  du  capitaine,  qu'on 
propose  de  déterminer,  connaissant  la  hauteur  du  grand  mât.  Mais,  sans  aller 
jusque-là,  on  doit  reconnaître  que  l'énoncé  même  des  problèmes  manque  sou- 
vent de  précision  et  que  les  déiiuctions  par  lesquelles  on  arrive  à  la  solution 
manquent  parfois  de  rigueur. 

En  faisant  cette  constatation,  je  tiens  à  dire  qu'elle  ne  diminue  en  aucune 
manière  mon  admiration  pour  les  créateurs  de  la  théorie.  La  route  était  diffi- 
cile, et  ils  ont  eu  raison  de  ne  |)as  s'attarder  aux  premiers  obstacles;  le  plus 
pressé  était  d'arriver  à  des  résultats  susceptibles  de  vérification  expérimen- 
tale; ces  résultais  sont  un  encouragement  à  persévérer  dans  la  voie  ouverte 
par  Maxwell. 

Mais  cette  vérification  en  quelque  sorte  a  posteriori  ne  satisfait  pas  tous  les 
esprits  et  il  ne  me  paiait  jias  inutile  de  reprendre  les  pi-incipes  de  cette 
théorie  cinétique  pour  chercher  à  lui  donner  une  base  rigoureuse  au  point  de 
vue  mathématique. 

Cette  tentative  n'a  pas  gratid  intérêt  pour  les  adeptes  convaincus;  ils  vont 
de  l'avant  avec  succès;  ils  perdraient  leur  temps  en  retournant  en  arrière,  et  je 
serais  le  dernier  à  le  leur  conseiller. 

Aussi  c'est  à  ceux  qui  jusqu'ici  ont  plus  ou  moins  partagé  sur  la  théorie 
cinétique  des  gaz  l'opinion  de  Joseph  Bertrand  que  je  voudrais  m'adresser. 
Leurs  scrupules  sont  légitimes  à  certains  égards;  mais  il  ne  me  parait  pas  im- 
possible de  les  satisfaire. 

Tel  est  le  but  des  pages  qui  suivent  :  elles  ne  font  faire  aucun  progrès  rccl 
à  la  théorie,  au  point  de  vue  du  physicien  ;  mais  elles  aunmt  peut-être  pour 
résultat  de  convaincre  quelques  mathématiciens  de  son  intérêt  et,  en  augmen- 
tant le  nombre  des  chercheurs,  contribueront  peut-être  indirectement  à  son 
développement.  S'il  en  est  ainsi,  elles  n'auront  pas  été  inutiles,  indépendam- 
ment de  l'intérêt  esthétique  qui  s'attache  à  une  construction  logique. 

Leau  {L.).  —  Élude  sur  les  fondions  eulièrcs  oricnlécs,  d'ordic 
réel  non  entier.  (33- 120). 


(')  \v\v  Bul/clin,  l.  .\\\,,  p.   n'i. 
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Tntrodiiclion.  —  En  ces  dernières  années,  les  fonctions  entières  ont  été 
l'objet  de  travaux  nombreux  et  féconds.  Depuis  ceux  qui  ont  été  analysés  ou 
critiqués  dans  le  Livre  de  M.  Rorei,  il  convient  de  citer  principalement  ceux  de 
MM.  Jensen,  Ernst  Lindeiof,  P.  Boulroux  et  Maillet. 

Ce  n'est  qu'exceplionnelicment  qu'on  y  suppose  une  certaine  régularité  dans 
la  distribution  des  zéros;  or  une  telle  hypothèse,  en  même  temps  qu'elle  est 
très  naturelle  an  point  de  vue  pratique,  s'impose  absolument  si,  après  avoir 
obtenu  des  théorèmes  d'un  cai-actère  très  général,  on  veut  recueillir  des  ren- 
seignements plus  détaillés,  établir  des  propriétés  très  précises;  c'est  une  seconde 
étape  qu'il  faut  inévitablement  franchir. 

Étant  donnée  une  fonction  entière  V{z)  dont  le  produit  canonique  est  de 
genre  A',  je  me  suis  proposé,  on  va  voir  dans  quel  but,  de  déterminer,  abstrac- 
tion faite  d'un  certain  voisinage  des  racines,  des  valeurs  asymptoliques  de  F  et 

F' 

de    ,,    ^   .  »  ou  à   leur  défaut  le  signe  et    l'ordre  de  grandeur  soit  de  la   partie 

réelle,  soit  du  coefficient  de  i.  Dans  ce  dessein,  j'ai  fait,  au  sujet  de  !a  distri- 
bution des  racines,  les  hypothèses  que  la  méthode  d'approximation  qui  s'offrait 
rendait  strictement  nécessaires.  Convenons  de  dire  d'une  suite  illimitée  de 
racines  (a„=  ''i,c"'n)  qu'elle  est 

alignée,  si  a„  a  une  limite  a; 
dirigée,  si  elle  est  alignée  et  si,  posant 

-^  =  I        ^' , 

/„  a  une  limite  l; 

orientée,  si  elle  est  dirigée  et  si  (  a„ — a)  et  ( /,, —  /)  log«  ont  pour  limite 
zéro. 

Il  s'agira  de  fonctions  dont  les  racines  forment  une  ou  plusieurs  suites 
orientées;  ceci  exclut  le  cas  d'un  ordre  réel  nul  (cas  certainement  plus  simple 
et  qui  demande  à  être  traité  séparément);  on  admettra  en  outre  que  cet  ordre 
n'est  pas  entier.  C'est,  comme  on  voit,  un  cas  douteux,  à  laisser  d'abord  de 
côté. 

Une  notion  est  utile  à  introduire  :  celle  de  la  den.'^ité  ve\al\\e  de  deux  suites 
de  racines  (quelconques);  on  entendra  par  là  la  limite,  si  elle  existe,  du  rap- 
port des  nombres  de  racines  de  ces  deux  suites,  contenues  à  l'intérieur  d'un 
cercle  infiniment  grand,  dont  le  centre  est  à  l'origine. 

P {z)  étant  une  fonction  à  orientation  simple,  de  genre  k,  d'ordre  p  (^■<p), 

l'équation  F(^)-(-i  =  o  se  prête  à  une   étude  approfondie,  grâce  aux  connais- 

F' 
sances  acquises  sur  F  et  sur  _^_^     •  On  classe  ces  racines  en  plusieurs  suites, 

dirigées,  dont  on  déterminera  les  densités  par  rapport  à  la  suite  des  zéros 
de  F;  ces  densités  dépendent  de  la  didérence  o  —  /.",  qui  joue  un  rôle  important 
dans  toutes  ces  questions  et  que  j'appelle  ordre  excédent;   s'il    est   inférieur 

à  -)  on  voit  apparaître  une  suite  orientée   formée  de   racines   infiniment  voi- 
sines de  celles  de  F.  Tous  ces  résultats  s'étendent  en  général  à  l'éiiualion 
V{z)  +  G{z)  =  o, 

G  étant  une  fonction  entière  tl'ordre  inféiieur  à  celui  de  1'  et  dont  les  racines 
sont  tl'aillcurs  arbitrairement  distribuées. 
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La    recherche   des   racines    de    la   dérivée    d'une    fonclion    orientée  F(^)  est 

l'objet  d'une  seconde  application  des  Chapitres  préliminaires.  L'expression  -r^^ — ^ 

permet  en  quelque  sorte  de  sonder  les  diverses  régions  du  plan  ;  elle  décèle  la 

présence  des  zéros  de  F',  et  l'on  obtient  les  propriétés  que  voici  :  en  général, 

la  dérivée  d'une  fonction  orientée  est  une  fonction  orientée;  la   différence 

des  nombres  de    racines  des  deux   fonctions  dans  un  cercle  infiniment  grand, 

dont   le   centre  est  à  l'origine,  est  finie;  les  racines  de  F'  et  de  F  se   groupent 

en  plusieurs  suites  deux  à  deux  associées,  et  dans  un  couple  de  suites  elles  se 

correspondent  une  à  une;  à  partir  d'un  module  assez  grand,  6„  à  «„,  en  sorte 

I    ^,. —  ^,.    I     •  ,•     •       ^    • 

que     ait   une  limite   finie   et  que   Ion    peut  déterminer.    Ces  faits 

,  J«»+i-«,.  I  ^ 

précis  prouvent  que  la  définition  des  fonctions  orientées  n'est  pas  seulement 
inspirée  par  des  nécessités  de  calcul,  mais  qu'elle  est  dans  la  nature  même  des 
choses. 

La  méthode  qui  m'a  servi  dans  le  problème  précédent  s'applique,  convenable- 
ment modifiée,  à  des  fonctions  dont  les  zéros  sont  réels,  leurs  modules  se  sui- 
vant d'une  manière  quelconque.  On  ne  doit  pas  en  être  surpris;  ici  l'argument 
des  racines  est  constant  :  ce  que  l'on  perd  en  variation  de  l'argument,  on  le 
gagne  dans  l'irrégularité  du  module.  Laguerre  a  établi,  comme  on  sait,  un 
théorème  concernant  les  racines  de  la  dérivée  d'une  fonction  entière  (réelle) 
du  genre  fini,  a\ant  un  nomlire  limité  de  racines  imaginaires.  J'ai  précisé 
ce  théorème  sur  un  point  qu'il  laissait  douteux  et  je  l'ai  étendu,  dans  des 
cas  fréquents,  à  des  fonctions  possédant  des  racines  imaginaires  en  nombre 
infini. 

Curtiss  {D.-R.).  —  Sur  la   théorie  des    fonctions    hypergéomé- 
Iriqties.  (i  2i-i43). 

Le  Mémoire  fondamental  de  Riemann  sur  les  fonctions  hypergéométriquos 
laisse  de  côté  des  cas  particuliers  dont  l'examen  est  intéi-essant,  et  certaines  de 
ses  conclusions  sont  inexactes.  C'est  pourquoi  M.  Curtiss  revient  sur  ce  sujet, 
après  M.  Schilling,  par  des  méthodes  qui  généralisent  celles  de  Riemann. 

Au  lieu  de  définir  les  familles  hyper  géométriques  par  l'équation  différen- 
tielle de  Gauss,  on  peut,  d'après  Riemann,  les  définir  par  les  quatre  conditions 
suivantes  : 

I.  Toute  fonction  de  la  famille  est  holomorphe  dans  tout  le  plan,  sauf  en 
trois  points  a,  ^,  c. 

II.  Trois  branches  quelconques  P',  P',  P'"  appartenant  à  la  famille  sont  liées 
par  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants. 

III.  Il  existe  des  nombres  a'  et  a"  dont  la  différence  n'est  pas  un  entier,  et 
des  branches  P-^,  P,"  représentées  aux  environs  du  [)oint  a  par  les  séries 

n  =  00 

P;:  =  {x-ar  2]  g'„{a;-a)-         ig'o^o), 

n  —  O 

V..,  =  {x-a )'■■'  y  g';,  (x-a)"        [g'iTi. o). 


196  SECONDE  PARTIE. 

De  plus,  il  3'  a  des  branches  ayant  des  développenicols  analogues  autour 
de  b  avec  les  exposants  |i',  pi",  et  des  branches  ayant  des  développements  ana- 
logues autour  de  c  avec  les  exposants  v'  et  v". 

IV.  Les  nombres  À',  À",  a',  jj.",  v',  v"  sont  liés  par  la  relation 

X'  +  "k"  +  ;x'  +  \i"  +  v'  +  v"  =  I . 

Afin  d'admettre  les  cas  où  À' — a",  jx' —  [x",  v' — v"  sont  des  entiers,  M.  Curtiss 
remplace  les  conditii:)ns  III  et  IV  par  celles-ci  : 

Iir.  Il  existe  deux  branches  linéairement  indépendantes  P'  et  P"  et  un 
nombre  a  tel  que,  pour  x  ^=  a, 

Um{x  —  a  )"  P'  =  1),         lim  (ar  —  a  )*P"=  o. 

l\'.  En  tout  point  dilTérent  de  a,  b,  c,  aucune  branche  de  la  famille  n'a  un 
zéro  d'ordre  supérieur  à  i. 

Des  conditions  I,  II  et  III'  il  résulte  que  chaque  branche  s'exprime  par  une 
fonction  linéaire  et  homogène,  à  coefficients  constants,  de  deux  branches  linéai- 
rement indépendantes,  et  que  toute  expression  de  cette  espèce  représente  une 
branche  de  la  famille.  L'ejisemble  de  deux  pareilles  branches  est  appelé  un 
système  fondamental.  Un  raisonnement  classique  établit  l'existence  du  groupe 
de  monodromie  d'une  telle  famille,  et  c'est  à  l'étude  de  ce  groupe  que  l'auteur 
s'attache  principalement. 

Après  avoir  soigneusement  précisé  ce  qu'il  faut  entendre  par  le  terme  familles 
ayant  le  même  groupe,  M.  Curtiss  recherche  comment  il  faut  modifier  Ténoncé 
de  Hiemann  d'après  lequel  les  exposants  déterminent  le  groupe  de  monodromie. 
Sa  conclusion  est  qu'j'^  n'est  pas  permis  de  dire  que  deux  familles  ont  tou- 
jours le  même  groupe  si  leurs  exposants  correspondants  ne  diffèrent  que 
}>ar  des  entiers;  mais  que,  si  deux  familles  différentes  pouvaient  avoir  les 
mêmes  exposants,  elles  auraient  le  même  groupe. 

Sous  le  bénéfice  de  cette  observation,  on  peut  répéter  les  calculs  que  Rie- 
mann  fait  dans  les  paragraphes  4  et  6  de  son  Mémoire,  et  l'on  airive  à  ces 
résultats  fondamentaux  :  une  famille  est  uniquement  déterminée  par  ses 
exposants;  des  branches  correspondantes  de  trois  familles  ayant  le  même 
groupe  sont  liées  entre  elles  par  une  équation  linéaire  homogène  à  coc(Ji- 
cienls  rationnels. 

Niclsen  (A'iels).   —  Sur  les  séries  de   raclorielles   el  la  fonclion 
gamma,  (i  45-i()S). 

Dans  celle  Lettre,  adressée  à  M.  de  Sonin,  l'auteur  (lutine  la  suite  de  ses 
recherches  sur  les  séries  de  factnrielles  {Annales  de  l'Kcole  A'ormale,  igo'i  ) 
et  leur  représentation  asymptolique,  dont  il  fait  une  application  à  la  fonclion  V. 
Le  signe  r.j  indiquera  toujours  une  égalité  asymptolique,  exacte  pour  |  a:  |  =  » 
cl  l\{x)  la  partie  réelle  de  x. 

M.  Nielsen  commence  par  rap|)elcr  un  tliéorème  (jii'il  a  liémontré  dans  le 
travail  précité  sur  la  fonclion 


i>(./;)  -  I      f(z)c  ■•■«/./•. 
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supposée  développable  en  série  de  faclorielles  et  qui  s'exprime  par  la  relation 


a{x) 


5  =  n  —  1 


11  complète  ce  résultat  en  prouvant  que  la  série  asymptotique  précédente 
peut  être  dilTérentiée  ou  intégrée  ternie  à  terme  et  que  les  séries  ainsi  obtenues 
sont  certainement   valaijles   pourvu    que   l'argument   de   x   soit  compris  entre 


De  nouvelles  propriétés  de  la  représentation  asymptotique  de  £î(x)  per- 
mettent d'étudier  £i{u  -h  iv)  pour  u  et  v  réels  :  si  la  fonction  génératrice 
de  Q{x)  est  entière,  ou  n'admet  à  distance  finie  que  te  seul  point  singulier 
t  =  o,  la  fonction  Q{u  +ù')  est  développable  en  séries  de  faclorielles  relati- 
vement aux  variables  u,  v  et  r,  r  étant  le  module  de  u  +  iv\  ces  séries  sont 
convergentes  toutes  les  trois,  pourvu  que  l'argument  de  u  -+-  iv  soit  compris 

entre  —  -  et  -• 
2         2 

Comme  premier  exemple  de  celte  théorie,  l'auteur  consitlrrc  la  fonction 

M-(^)  =  DJogr(^), 

qui  ne  peut  être  développée  ni  en  série  de  factoriellcs,  ni  en  série  a-ymplo- 
lique;  il  donne  le  développement  en  série  de  faclorielles 

^  (x)  — ^  (x  —y)  =  7 — r — ; — - — ,       , 

^     '  ^         -^  '      ^  {s^\)x{x^\)...{x-vs) 

convergente  pourvu  que  R(a; — ^')>0)  et  en  déduit  une  série  asyni|)lolique 
pour^(a;)  —  W(a7 — y),  valable  quand  \y\  est  fini,  \x\  très  grand  et  son 
argument  compris  entre  —  t:  et  -f-  t. 

Ensuite  vient  une  évaluation  nouvelle  de  la  série  de  Slirling.  à  l'aide  de  la 
fonction  de  Binet 

(1)  (x)  =  logl"  {x)  —  [x  —     )  log  j;  -\-  X  —  log  V  ■■'"• 


Le  travail  se  termine  par  (juc^iues  remarques  sur  la  fonction  r(«  -f-  à'))  "ù  " 
et  V  sont  supposés  réels. 

Duheni  {P.). —  Keclierclies  sur  l'clasliciU'.  (i(J<)-223). 

Cette  quatrième  Partie  des  Keclierclies  de  AL  Dulieni  sur  l'élasticité  traite 
des  propriétés  générales  des  ondes  dans  les  milieux  visqueux  et  non  vis- 
queux. 

Chapitre  I  :  Théorie  générale  de  la  proi)agation  des  ondes  au  sein  des  milieux 
dénués  de  viscosité.  —  L  Quelques  lemmes  de  Cinémali()uc.  —  IL  Pro[>agation 
d'une  onde  au  sein  d'un  milieu  dénué  de  viscosité,  ^imposantes  tie  l'éloii- 
gation  rapportées  au  riiiliiii  primitif.  —  IIL  Propagation  des  ontics  au  sein 
d'un  milieu  dénué   de  visco>ite.    Perturbation   de  la  \itessc.  —  1\'.   Piopagalion 
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des  ondes  dans  les  milieux  dénués  de  viscosiLé.  Composantes  de  l'élongalion 
rapportées  au  milieu  déformé.  —  V.  Propagation  des  ondes  au  sein  d'un  milieu 
dénué  de  viscosité  et  très  peu  déformé.  —  VI.  Propagation  des  ondes  au  sein 
d'un  milieu  vitreux  très  peu  déformé. 

Chapitre  II  :  Théorie  des  ondes  au  sein  des  milieux  doués  de  viscosité.  — 
I.  Des  ondes  de  premier  ordre  par  rapport  aux  composantes  de  la  vitesse,  au 
sein  des  milieux  vitreux  doués  de  viscosité.  —  II.  Des  ondes  du  second  ordre 
par  rapport  aux  composantes  de  la  vitesse  dans  les  milieux  vitreux  doués  de 
viscosité.  —  III.  Intersection  d'une  onde-cloison  et  de  la  surface  libre  du 
milieu. 

Chapitre  III  :  Continuité  de  l'état  liquide  et  de  l'état  vitreux. 

Boussinesq   (J.)-    —    Propagation    du    mouvement   aulour   d'un, 
centre,    dans     un     milieu    éla.stique,    homogène    et    isotrope. 

(223-261). 

Poisson  et  Ostrogradsky  ont  étudié  les  premiers,  vers  i83o,  le  mouvement  que 
fait  naître,  au  sein  d'un  solide  élastique  indéfini,  homogène  et  isotrope,  une 
rupture  instantanée  de  l'équilibre,  limitée  initialement  à  une  petite  splicre  de 
rayon  s  {région  d'ébranlement).  Ce  mouvement  consiste  en  une  onde 
spliérique  mobile  ayant  pour  centre  le  centre  d'ébranlement,  et  dont  le  rayon 
extérieur  est  A  ^  -(-  s,  le  rayon  intérieur  at  —  £  (A,  a,  vitesses  de  propagation 
constantes). 

Poisson  montra,  de  plus,  que  le  mouvement  est  presque  entièrement  localisé 
dans  les  deux  couches,  chacune  d'épaisseur  2£,  qui  limitent  l'onile  totale;  qu'il 
esl  longitudinal  (comme  dans  l'onde  propagée  par  un  (luide  élastique)  dans  la 
couche  extérieure,  transversal  (comme  dans  l'onde  lumineuse  de  Fresnel  ) 
dans  la  couche  intérieure. 

M.  Boussinesq  publie  la  solution  qu'il  donne,  dans  son  enseignement,  de  cet 
important  problème,  parce  qu'elle  est  directe  et  naturelle  et  qu'elle  apporte  des 
simplifications  utiles.  En  voici  les  principaux  résultats  : 

Dans  l'onde  à  mouvements  longitudinaux,  le  petit  déplacement  éprouvé  par 
chaque  particule  est  dirigé  sensiblement  suivant  le  rayon  R  qui  joint  sa  posi- 
tion primitive  au  centre  d'ébranlement  :  il  se  transmet  de  particule  à  particule 
avec  la  vitesse  de  propagation  A,  mais  en  éprouvant  le  lent  décroissement 
exprimé  par  l'inverse  de  la  distance  R.  Dans  l'onde  à  mouvements  transversaux, 
le  déplacement  particulaire  se  propage,  le  long  du  rayon  R  prolongé,  avec  la 
vitesse  a,  sauf  encore  le  lent  décroissement  du  facteur  i  :  II. 

La  dilatation  cubique  et  la  rotation  moyenne  sont  identiquement  nulles,  la 
première  en  dehors  de  l'onde  à  mouvements  longituilinaux,  la  seconde  en 
dehors  de  l'onde  à  mouvements  transversaux,  de  sorte  qu'elles  se  réduisent  à 
zéro  dans  l'intervalle  des  deux  ondes.  Néanmoins,  les  particules  comprises  dans 
cet  intervalle  se  meuvent  uniforniénient  en  sens  divers,  suivant  des  lignes 
droites,  avec  des  vitesses  de  l'ordre  de  grandeur  de  i  :  R'. 

Le  Mémoire  se  termine  par  la  démonstration  d'une  loi  d'appel  vers  les  vides, 
qui  se  déduit  des  mêmes  formules  et  qui  est  analogue  à  celle  de  l'attraction 
newtonienne.  M.  Boussinesq  l'avait  remarquée  dès  1870  dans  les  liquides;  il  a 
reconnu  en  1882  qu'elle  s'étend  non  seulement  aux  gaz,  mais  encore  aux  solides 
élastiques  isotropes. 
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Maillet  [Edm.).    —   Sur  les  zéros    des    fonctions  enlières,    des 
l'onclions  nionodronies,  des  ("onctions  à  v  brandies.  (263-338). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  divers  autres  que  JM.  Maillet  a  publiés  de  1901  à  1906 
sur  les  fonctions  entières  et  les  fonctions  monodromes.  Il  est  divisé  en  trois 
Parties,  dont  voici  le  résumé  d'après  l'auteur  lui-même  : 

Première  Partie.  —  Je  commence  par  définir,  avec  une  précision  suffisante 
pour  ce  qui  suit,  le  produit  canonique  de  facteurs  primaires  d'ordre  infini  non 
transfini,  et  j'en  conclus  une  relation  entre  la  densité  des  racines  et  Tordre  de 
grandeur  maximum  du  module  de  ce  produit  pour  \  z\  —  r  (z  étant  la  variable). 
Ceci  me  permet  de  parler  de  Vordre  réel  et  de  Yordre  apparent  des  fonctions 
entières  d'ordre  infini  non  transfini,  et  d'indiquer  quelques  propriétés  de  ces 
ordres  et  de  la  multiplication  ou  de  la  division  des  produits  canoniques  les  uns 
par  les  autres. 

Je  m'occupe  ensuite  de  trouver  une  limite  inférieure  du  module  d'une 
fonction  entière  dordre  >  o,  mais  non  transfini,  en  deliors  de  cercles  de 
rayons  assez  petits  ajant  pour  centres  les  zéros,  ou  de  couronnes  circulaires 
concentriques  d'épaisseur  assez  petite  dont  le  centre  est  à  l'origine.  J'étends  et 
je  généralise,  aussi  bien  pour  l'ordre  fini  que  pour  l'ordre  infini  non  transfini, 
les  résultats  connus  pour  les  fonctions  entières  d'ordre  fini.  Je  démontre  une 
série  de  propriétés  corrélatives;  ainsi,  ¥{z)  étant  une  fonction  entière 
d'ordre  (A-,  0), 

oii  «I>(^)  est  un  produit  canonique  d'ordre  =(A-,  p),  G(^)  une  fonction  entière 
d'ordre  ^  (A  —  1,  p)  (quand  A  =  o,  G  est  un  polynôme  de  degré  ^p),  *  ou  G  est 
d'ordre  (A,  0).  J'établis  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
croissance  d'une  fonction  entière  d'ordre  fini  ou  infini  non  transfini,  donnée  par 
son  développement  taylorien,  soit  régulière. 

Deuxième  Partie.  —  Je  signale  que  les  propriétés  précédentes  s'étendent  en 
partie  aux  fonctions  jnonodromes  aux  environs  d'un  point  singulier  essentiel 
isolé  où  elles  n'ont  pas  de  pôles  (c'est-à-dire  aux  fonctions  quasi-entières  aux 
environs  de  ce  point).  Ceci  me  permet  de  définir  Vordre  apparent,  l'ordre  réel 
des  zéros,  l'ordre  réel  des  pôles,  l'ordre  réel  proprement  dit,  qui  est  le  plus 
grand  des  deux  précédents  pour  les  fonctions  méromorpbes  et  quasi-inéro- 
morphes  d'ordre  >  o,  mais  non  transfini,  aux  environs  d'un  point  singulier 
essentiel  isolé,  c'est-à-dire  pour  les  fonctions  monodrames  d'ordre  >  o,  mais 
non  transfini,  aux  environs  de  ce  point  essentiel  isolé  où  elles  peuvent  avoir 
des  pôles;  j'établis  alors,  pour  les  fonctions  u{z)  à  v  branches  définies  par 

M'-t-  i/'-'A,(^)  -{-...-h  \.,{z)  =  n, 

où  A,,  ...,  A.^  sont  quasi-méromorplics  aux  environs  du  point  singulier  essen- 
tiel isolé  z  =  00  el  d'ordre  >  o,  mais  non  transfini,  l'extension  de  résultais 
connus  pour  le  cas  où  v  =  i  (tbéorèmes  de  MM.  Picard  et  lîorel). 

Enfin,  j'étudie  la  relation  entre  la  croissance  d'une  fonction  entière  d'ordre 
infini  non  transfini  et  la  distribution  de  ses  zéros  au  point  de  vue  de  la  régu- 
larité et  de  l'irrégularité.  Les  résultats  sont,  pour  la  plupart,  analogues  à  ceux 
qu'on  possède  pour  le  cas  de  l'ordre  fini. 
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Troisième  Partie.  —  Je  m'occupe  du  syslème 


dz 


—  a,,  x^->r. .  .-h  a,,,  x„, 


dx^^ 
dz 


—  a.,,x,  -t-. 


ou  a,,,  ...,  a„„  sont  des  fondions  quasi-mévoniorplies  d'ordre  >  o,  mais  non 
transfini,  aux  environs  de  -g  =  oo.  Je  donne  une  limite  supérieure  de  la  croissance 
des  solutions.  Il  resterait  à  trouver  des  cas  aussi  étendus  que  possible  où  celle 
limite  supérieure  est  exacte  ou  à  peu  prés,  comme  cela  a  lieu  pour  certains 
systèmes  particuliers. 

Enfin,  je  termine  en  indiquant  quelques  sujets  d'étude. 

Castelnuovo  ci  Eiiriquez.  —  Sur  les  inli'grales  .simples  de  |)ie- 
niière  espèce  d'une  surface  ou  d'une  variété  algéhricjue  à  plu- 
sieurs dimensions.  (339-366). 

Dans  ce  Mémoire  est  poursuivie  avec  succès  l'analogie  (]uc  des  travaux 
récents  ont  établie  entre  le  genre  d'une  courbe  algébrique  plane  et  l'irrégu- 
larité d'une  surface  algébrique,  c'est-à-dire  le  nombre  des  ititégrales  distinctes 
de  différentielles  totales  de  première  espèce  que  possède  celle  surface.  Cette 
analogie  subsiste,  en  effet,  d'une  façon  inattendue  dans  les  questions  qui  se 
rapportent  à  la  connexion  linéaire. 

.\près  un  lemme  aux  termes  duquel  une  courbe  algébrique  ne  peut  jamais 
posséder  une  série  continue  de  systèmes  linéaires  d'intégrales  abélienncs 
réductibles,  vient  le  théorème  fondamental  que  voici  : 

L'irrégularité  d'une  variété  algébrique  à  ti'ois  ou  plusieurs  dimensions 
est  égale  au  nombre  des  intégrales  simples  de  première  espèce  attachées  à 
une  surface  section  de  la  variété. 

On  peut,  pour  l'élude  des  intégrales,  de  leurs  périodes,  rernplaror  toujours 
la  variété  par  la  surface  section,  ce  qui  n'est  plus  permis  quand  il  s'agit  des 
intégrales  d'une  surface  algébrique  à  deux  dimensions  et  des  intégrales  abé- 
lienncs altacliéc-s  à  ses  sections  planes. 

L'irrégularité  d'une  surface  à  deux  dimensions  est  un  nombre  invariant 
rclativcinent  aux  transformations  birationnelles:  on  est  parvenu  à  démontrer 
(|ue  ce  nombre  est  égal  à  la  différence /?„  —  /?„  entre  les  genres  géométrique  et 
arithmétique  de  la  surface.  Ce  résultat  est  étentlu  aux  variétés  algébriques  à 
trois  dimensions  :  leur  irrégularité  est  égale  à  la  di/férencc  Pg  —  P(„)  entre 
les  deux  genres  suj)er/iciels,  géométrique  et  arithmétique,  de  la  variété, 
pourvu  qu'il  y  ait  au  moins  oc'  sur/aces  canoniques  (  1\  >  2  )  se  coupant 
deux  à  deux  suivant  des  courbes  variables  irréductibles,  lue  propiiélé  ana- 
logue subsiste  pour  les  variétés  à  plus  de  trois  dimensions. 

Ces  caractères  de  connexion  du  conlinuum  (de  Hiemann)  à  ? d  ilimensions, 
relatif  à  une  variété  à  d  dimensions,  fournissent  des  invariants  de  la  variété 
(Picard).  Mais  le  nombre  des  cycles  linéaires  distincts  (lu'ou  peut  tracer  dans 
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le  conlimiuin  nedonne  pas  un  nouvel  invariant  des  variétt'-s  à  d  dimensions,  car 
les  auteurs  déniontrcril  que  l'irrégularité  d'une  variété  est  égale,  quel  que 
soit  d,  à  la  moitié  du  nombre  des  cycles  linéaires  distincts  qu'on  peut  tracer 
dans  le  continuiim  relatif  à  celle  variété. 

On  sait  que  les  surfaces  irréguliéres  d'irrégulaiilé  q  sont  caractérisées 
(Euriquez)  par  cette  propriété  qu'elles  contiennent  des  systèmes  ccl  de  courbes 
parmi  lesquels  il  n'y  en  a  pas  x-  appartenant  à  une  série  linéaire.  La  même 
propriété  subsiste  aussi  pour  les  vai'iétés  algébriques  à  rf  >  2  dimensions. 

A  la  fin  de  leur  Mémoire,  les  auteurs  reviennent  sur  le  tliéorème  fondamental 
énoncé  plus  haut  pour  en  déduire  diverses  conséquences.  Ainsi,  dans  notre 
espace,  il  n'existe  aucun  système  linéaire,  de  dimension  supérieure  à  i, 
dont  la  surface  générale  soit  irrégulière,  sauf  dans  le  cas  où  la  courbe  inter- 
section variable  de  deux  surfaces  du  système  est  réductible. 

La  dernière  conséquence,  plus  remarquable,  fournit  la  soUttion  d'une  ques- 
tion dont  l'analogue,  relative  aux  courbes  algébriques,  est  encore  en  suspens.  On 
sait  qu'on  peut  écrire  le  Tableau  des   ip"^  périodes  des  p  intégrales  abéliennes 

normales  attachées  à    une  courbe  de  genre  p,  dès  que  l'on  connaît  - — — 

de  ces  périodes.  Mais  on  ne  peut  choisir  arbitrairement  ces  dernières  quand  p 
surpasse  3,  car  o p  —  3  seulement  d'entre  elles  sont  indépendantes.  Au  con- 
traire, les  auteurs  démontrent  qu'on  peut  toujours  construire  une  surface 
algébrique  ayant  p  intégrales  simples,  distinctes,  de  première  espèce,  dont 

' — périodes  sont  données  arbitrairement,  de  façon  pourtant  à  satisfaire 

2  ' 

aux  inégalités  qui  assurent  la  convergence  des  séries  6  correspondantes. 

Réinoiindos  [Georges).  —  Sur  (|iielqties  points  de  la  llirorle  des 
nombres.  (36--386). 

On  sait  que  M.  Lindemann  a  démontré  que,  si  les  nombres  a.-  et  A,  sont 
algébriques,  l'égalité 

A,e*iH-  A^e'-'j-i--. .  .-r-  A„e''n  =  o 

entraîne  la  nullité  de  tous  les  coefficients  A,..  D'autre  part,  un  théorème  dû  à 
M.  Borel  apprend,  en  particulier,  que,  si  les  fonctions  ?,(-)  et  M,(s)  sont  des 
polynômes,  l'identité 

Pj(-)e"i '--!-+-  P^(^)e"**  = '-+-... -h  P„(::)e""'  =  '  =  o 

entraîne  la  nullité  de  tous  les  coefficients  l\. 

L'analogie  de  ces  deux  énoncés  a  frappé  M.  Hémoundos  et  l'a  conduit  A 
étendre  le  premier  par  la  méthode  d'élimination  qui  iui  avait  permis  de  géné- 
raliser le  second. 

Il  considère  d'abord  un  polynôme  entier  en  u  et  du  degré  v, 

r/(?/)  =  Y,  Ki(f/)  -i-T2K,(M)  -t-...+  TJ^,.(")  "^  ''^('0, 

où  les  Y  sont  n  nombres  transcendants  algébriquement  distincts,  les  K,(m) 
des  polynômes  à  coefficients  algébriques,  et  prouve  qu'/7  ne  peut  exister  plus 
de  V  —  n  valeurs  de  u  pour  lesquelles  le  nombre  q{u)  soit  algébrique. 
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M.  Rémoiindos  montre  ensuite  que.  s'il  y  a  des  valeurs  algébriques  de  u, 
pour  lesquelles  q{u)  soit  un  nombre  transcendant  de  la  forme  Ae*,  les  .A. 
et  les  OL  étant  des  nombres  algébriques^  le  nombre  de  ces  valeurs  ne  dépasse 
jamais  v. 

Enfin,  il  ne  peut  exister  av  nombres  algébriques  a,,  a^,  . . .,  a^.^,  tels  que  les 
équations 

tp  (  s  )  =  a,         (  i  =  I ,  a,  . . . ,  2  V  ) 

admettent  des  racines  de  la  forme  Ae*,  les  A  et  les  a  étant  des  nombres 
algébriques. 

Ces  résultais  rappellent  l'extensifin  du  tliéom'-nic  rie  .M.  Picard  et  de  ses 
généralisations  aux  fonctions  niultirornies,  précédemment  faite  par  M.  Hé- 
moundos. 

Quittant  un  instant  la  théorie  des  nombres  pour  celle  des  fonctions,  Pau- 
teur  obtient  des  résultats  qui  lui  pennettent  les  généralisations  suivantes  : 

I.  Les  équations  de  la  forme  q{u)  =  a-h  Ke''-  qui  admettent  des  racines 
algébriques,  les  nombres  a,  A  et  a  étant  algébriques,  sont  exceptionnelles  et 
leur  nombre  ne  peut  dépasser  2  v  —  |a  —  i,  st  v  est  le  degré  du  polynôme  q(u) 
et  y.  le  nombre  des  coefficients  de  q  algébriquement  distincts. 

II.  //  ne  peut  exister  v  +  i  équations  de  la  forme 

q{u)  =  a;  „+  A,.  ,e''iM+  A,-  „e''-i-2-h. ..+  A-  .^e'^.v        (/  =  o,  i,  2,  . . .,  v), 

admettant  des  racines  algébriques  s'il  y  a  au  moins  un  exposant  non  commun 
à  deux  des  seconds  membres. 

m.  S'il  existe  une  infinité  d'équations  de  la  forme  précédente,  admettant 
des  racines  algébriques,  leurs  seconds  membres  ne  peuvent  contenir  qu'un 
tiombre  fini  d'exponentielles  distinctes. 

IV.  Étant  donnée  une  fonction  algébrique  Q(m) 

Q(")  =  ïo(")-+-T.^,(")-i-----Hr„',.("), 

oii  les  y  sont  des  nombres  transcendants,  algébriquement  et  linéairement 
distincts,  les  a  des  fonctions  algébriques  multiformes  de  j/,  le  nombre  des 
valeurs  algébriques  de  u  pour  lesquelles  Q{u)  est  de  la  forme 

Aie'-i-f-  A^e^i-t-. . .+  A^jC'-'m      (a,  a,  . . .  a„,  ^  o) 

est  nécessairement  fini. 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  intéressante  comparaison  du  théorème  de 
M.  Lindemann  avec  le  lhéorèn)c  de  .M.  Bord,  considéré  dans  toute  sa  géné- 
ralité. 

llofj'y  {L.)-  —   lleclicrchcs   sur  les  surfiiccs  isollionnitjiies.  Se- 
conde l'arlie.  (.îSj-.i -'-8). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  celui  que  l'auteur  a  publié  sous  le  mrmr  titre  dans 
le  N'uluinc  précédent  des  Annales  de  l'École  Normale  (i;)o5).  Il  a   pour  objet 
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principal  la  dctcrminalion  syslcmalique  de  surfaces  isollicrmiques  dépendant 
de  fonctions  arbitraires.  Or,  d'api'ès  un  théorème  que  M.  HalTy  avait  déjà  fait 
connaître,  les  arguments  des  fonctions  arbitraires  ne  peuvent  être  que  les 
paramètres  des  lignes  de  courbure  et  ceux  des  lignes  de  longueur  nulle. 

Pour  i-apporter  une  surface  {a:,y,z)  à  ses  lignes  de  longueur  nulle 
(a  =  const.,  p  =  const.),  on  peut  introduire  les  deux  coordonnées  isotropes 
X  -+-  iy  =\,  X  —  iy  =  t,.  Désignant  par  p.  g,  /•,  5,  t  les  dérivées  de  H,  par  p^, 
q^,  r,,  Sj,  t^  celles  de  t,,  on  a  immédiatement 

( I )  d\=p  dx  +  q  d'p,  dt,  =  /;,  dx  -+-  q^  rfjî,  /  dz  =  y^/^  dx  -,-  v'^y^  d}. 
L'inléi;rabilité  de  dz  s'exprime  par  la  condition 

(2) 


dont  il  suffit  de  tenir  compte  pour  que  les  formules  (i)  fournissent  la  solution 
la  plus  générale  du  problème. 

Soit  2^/7  la  valeur  commune  des  rapports  (2);  on  peut  choisir  arbitraire- 
ment la  fonction  t.  Les  identités 

(3)  v//3  =  -^-^)S, 

(4)  v/^^A:^ 

donnent  alors,  par  élimination  de  </, 

^    '  0x0^        1-    0"^  ^^ 

équation  à  laquelle  doit  satisfaire  aussi  />[.  On  détermine  ensuite  q  et  q^  par 
l'identité  (4)  que  vérifient  également  q^  et/»,. 

Tout  revient  donc  à  intégrer  l'équation  (5).  Par  analogie  avec  une  dénomi- 
nation employée  par  Ampère,  l'auteur  appelle  surfaces  de  première  classe  les 
surfaces  telles  que  les  dillérentielles  de  leurs  coordonnées  s'expriment  explici- 
tement au  moyen  de  fonctions  arbitraires  de  a  et  p  et  de  dérivées,  en  nombre 
limité,  de  ces  fonctions  arbitraires  :  les  surfaces  de  première  classe  sont  celles 
pour  lesquelles  l'intégrale  de  l'équation  (5)  s'exprime  de  cette  même  manière. 

Or,  on  sait  que,  pour  les  équations  du  type  linéaire  auquel  appartient  l'équa- 
tion (5),  la  méthode  de  M.  Darboux  se  confond  avec  celle  de  Laplace  :  la 
détermination  des  surfaces  de  première  classe  se  ramène  donc  à  la  formation 
et  à  l'intégration  de  toutes  les  équations  (5)  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace 
se  tern)ine  dans  les  deux  sens.  La  solution  de  ce  dernier  problème  résulte  de 
travaux  dus  à  M.  Goursat.  Dans  un  premier  Mémoire  {Bull.  Soc.  math., 
t.  XXV,  1897,  p.  36),  ^L  Goursat  démontre  que,  si  la  suite  de  Laplace  relative 
à  l'équation  (5)  se  termine  dans  un  sens  après  n  transformations,  elle  se  ter- 
mine dans  l'autre  sens  après  n — i  transformations.  11  suffit  dès  lors  de  con- 
sulter une  seule  des  deux  suites  d'invariants,  dont  les  premiers  termes  sont 

_  ()-log  y/"^ c)-logT,  \  X 
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A  rliaque  fonclion  t  vfîrifiant  soil  l'équalion  •:  =  o,  soii  l'une  des  éqiialions 
T„  —  o  (/i  =  I,  2,  . . .)  correspond  pour  l'équalion  ( .') )  une  intégrale  p  qui  s'ex- 
prime de  la  façon  voulue.  Dans  un  travail  subséquent  {Bull.  Soc.  math., 
t.  \XVIII,  1900,  p.  i),  M.  Goursat  indique  le  moyen  d'intégrer  de  proche  en 
proche  les  diverses  équations  t„  =  o. 

Les  surfaces  de  première  classe  se  répartissent  d'une  façon  naturelle  en 
divers  genres,  d'après  le  rang  de  l'invariant  7„  à  l'évanouissement  duquel  elles 
correspondent.  Ainsi,  les  surfaces  pour  lesquelles  -  est  nul  forment  un  genre; 
celles  pour  lesquelles  r,  est  nui  forment  un  genre,  et  ainsi  de  suite.  Mais  la 
classification  peut  être  poussée  plus  loin.  M.  Rairy  a  déjà  fait  observer  qu'il  y  a 
lieu  de  considérer  comme  une  équation  de  Laplace,  relativement  à  la  fonction  -ç, 

ré(|Liiiiioii 

(  rt  —  s-  )  a  —  2y;.9  -^^  —  ^qs  s'j  -i-  !\pq  -f '^3  =  o 

dont  O.  Bonnet  a  fait  dépendre  la  détermination  des  surfaces  qui  ont  pour 
élément  linéaire  4^'(*.  ?)  d%d'^.  Cette  équation  de  déformation  admet  deux 
séries  d'invariants  h,  /<,,  /i.^,  ...,  A,  /._i,  k  ..,  ...,  qui  jouisseuldes  propriétés 
suivantes  : 

.."^t  T  est  nul,  h  et  k  sont  nuls. 

Si  h  est  nul  ou  si  k  est  nul,  r,  est  nul. 

Si  ~^  est  nul,  on  a  soit  h  =  k  =  o;  soit  /l^=  o,  si  h  ~  o;  soit  /._,,  =  o,  si 
/.  pi  o  ;  soit  enfui  h  y  —  k_^  =  o,  si  hk  ^  o. 

Si  /i,  est  nul  ou  si  A'_,    est  nul,  Tj  est  nul. 

Si  T,  est  nul,  on  a  soit  A,  =  /r_,  =  o;  soit  Jk  =  0,  si  A,  ==  o  ;  soit  k_.^  =r  o,  si 
Â_,  pc  o;  soil  cnjiii  h^  =  k_.^  =  o,  si  hj'_i  9^  o. 

D'après  ces  théorèmes  et  leurs  analogues  relatifs  aux  invariants  de  rang  plus 
élevé,  les  surfaces  du  genre  défini  par  l'hypothèse  t„^,  =  o  se  subdivisent  en 
trois  espèces,  suivant  que  les  invariants  /*„  et  A_„  sont  nuls  tous  les  deu.v,  ou 
qu'un  seul  est  nul,  ou  qu'ils  sont  tous  les  deux  différents  de  zéro. 

Cette  division  en  espèces  est  celle  que  l'auteur  suit  dans  la  recherche  des 
surfaces  isothermiques  de  première  classe.  Il  coiDinence  par  établir  l'équation 
fondamentale  à  laquelle  satisfait  toute  coordonnée  isotrope  %  d'une  surface 
isothermique,  considérée  comme  fonction  de  a  et  p.  Cette  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  quatrième  ordre  admet  comme  caractéristiques  les  lignes 
de  longueur  nulle  et  les  lignes  de  courbure.  La  condition  d'isothcrmie  des 
lignes  de  courbure  étant 

l'équation  fondamentale  prend,  grâce  à  l'introduction  des  invariants  li  et  A,  la 

forme  remarquable 

,P,  à  (  pk\  à   /  qli\ 

Connaissant  une  solution  de  cette  équation,  pour  trouver  les  surfaces  isother- 
miques  qui  lui  correspondent,  on  doit  intégrer  un  système  complet,  dont  l'in- 
tégrale générale  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  deux  constantes  arbi- 
traires; elle  se  détermine  par  une  quadrature  dès  qu'on  a  pu  obtenir  une 
intégrale  particulière. 
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Après  ces  génénilités,  l'auteur  procùile  à  l;i  recherclie  des  surfaces  de  pre- 
mière classe  pour  lesquelles*?  est  nul  ou  t,  est  nul,  en  s'atlacliant  à  distinguer 
soit  au  moyen  de  la  condition  d'isoiliermie  (I),  soit  au  moyen  de  l'équation 
fondamentale  (F)  celles  qui  sont  isothermiques.  Voici  les  résultats  obtenus  : 

Le  genre  défini  par  j'hj'pothèse  1  =  0  se  compose  exclusivement  des  surfaces 
minima,  (|ui  sont  isolliermiques. 

La  propriété  commune  à  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  t,  est  nul  con- 
siste en  ce  que  leur  élément  linéaire  devient  celui  d'une  sphère  de  rayon  i 
(luand  on  le  multiplie  par  le  carré  de  la  courbure  moyenne.  Les  surfaces  iso- 
thermiques  pour  lesquelles  t,  =  o  exigent  une  discussion  assez  longue  :  elles  se 
répartissent  en  trois  espèces  et  forment  plusieurs  variétés. 

L'espèce  pour  laquelle  les  invariants  A  et  /,■  sont  nuls  tous  les  deux  comprend 
les  sphères  et  les  surfaces  (B)  de  Bonnol  (|u"on  déduit  ilcs  surfaces  iiiinimu 
par  double  inversion  singulière. 

L'espèce  pour  laquelle  un  seul  dos  invariauls  k  et  /.■  se  réduit  à  zéro  est  con- 
stituée par  les  surfaces  (fi)  de  AL  Tlivbaut,  surfaces  dont  les  sphères  harmo- 
niques sont  tangentes  à  un   même  plan  (non  isotrope). 

Enfin  respéce  pour  laquelle  les  deux  invariants  /(  et  /.■  sont  différents  de  zéro 
comprend  deux  variétés,  savoir  les  transformét;s  par  normales  parallèles  (trans- 
formation de  Bour-C".hri<lolïï'l  )  des  inverses  des  surfaces  minima  et  des  inverses 
des  surfaces  (  0  ). 

Goursat  (E.).  —  Sur  les  iiiU'oi';ilcs  iiilininifiil  voisines  des  é(|iia- 
lions  aux  dérivées  pailielles.  (42C)-Joi). 

Introduction.  —  La  notion  de  Véqualion  auxiliaire  d'une  équation  diiïéren- 
liclle  ordinaire  ou  irune  équation  aux  dérivées  partielles  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes  a  été  introduite  par  M.  Darboux,  qui  l'a 
appliijuée  à  diverses  questions  de  Géométrie  infinitésimale.  Les  travaux  de 
M.  Poincaré  ont  montré  toute  l'importance  de  cette  notion  dans  l'étude  des 
solutions  infiniment  voisines  de  certaines  solutions  particulières  supposées  con- 
nues dans  les  équations  différentielles  ordinaires.  Je  me  suis  proposé  détendre 
les  théorèmes  de  .M.  Poincaré  aux  équations  aux  dérivées  partielles.  Il  y  a  une 
différence  essentielle  entre  les  deux  problèmes.  En  effet,  dans  le  cas  d'un  sys- 
tème d'équations  différeniiclies  ordinaires,  le  système  auxiliaire  est  un  sys- 
tème d'é(iuali()ns  di nfrciiliellis  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante  et 
l'on  connaît,  a  priori,  les  points  singuliers  possibles  pour  les  intégrales.  Il  n'en 
est  plus  de  même,  en  général,  pour  une  éijuation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles; pour  éviter  < ctte  |irciiiière  tiifficulté,  j'ai  dû  supposer  l'intégrale  parti- 
culière, que  l'on  cuinuiii,  rappoiiée  à  ses  lignes  caractéristiijucs.  La  conver- 
gence des  développements  ne  peut  non  plus  s'établir  par  les  méthoiles  employées 
pour  les  équations  dillerentielles  ordinaires  et  il  m'a  fallu  user  d'autres  arti- 
fices. 

Les  é(iualions  du  premier  ordre  sont  traitées  par  deux  méthodes,  dont  l'une 
oITrc  une  application  de  la  théorie  des  caractéristiques;  la  seconde  méthode, 
(|ui  est  indépendante  de  cette  théorie,  s'étend  aux  équations  du  second  ordre 
à  deux  variables  indépendantes.  Je  me  borne,  d'ailleurs,  dans  ce  Mémoire,  aux 
théorèmes  généraux,   réservant  les  applications  pour  un  autre  tiavail. 

.lai    dû  d'abord    reprendre   l'exposition   de  quelques   théorèmes  relatifs    à    la 
théorie  des  fonctions  implicites,  pour  mettre  les  énoncés  sous  une  fornu'  inionx 
adaptée  aux  ajipliculions  (|ue  je  devais  eu  faire. 
/{tilf.  fies  Sciences  ma  thé  m.,  >'  série,  t.  \\\I.  ^Novcndue  1007.)  H.i'i 
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Picard  [Emile).  —  Siii'  une  formule  relative  au  potentiel  de 
simple  couche  et  son  application  à  la  recherche  des  fonctions 
harmoniques  satisfaisant  à  certaines  conditions.  (  5o3-5o8). 


Soient  S  une  surface  fermée  et 


-'fn"' 


un  potentiel  de  simple  couclie  relatif  à  cette  surface,  dz  étant  l'élément  super- 
liciel  de  S,  o  la  densité  et  ;•  la  distance  deréléiiienl  clz  au  point  A  pour  lequel 
on  prend  le  potentiel.   On  mène  en  un  point  m   de  la  surface  la  normale  inté- 

1.  f'V         <^l^     I  .  .•     •         .        ....        ... 

rieure  n  et  I  on  représente  par  -r-  et  — ; —  les  valeurs  limites  des  deri-vees  de  \ 

an         an 

prises  suivant  la  direction  n  en  un  point  intérieur  et  en  un  point  extérieur  de 

la  surface,  infiniment  voisins  de  m  sur  la  normale. 

On  a  les  deux  formules 

■d\'        d\ 


\  ~2\dn   ~~  dn) 

[   I  \dn         dn  J     J  J 


''  rtV  d\   V        C  r    cos'^ 


<^  étant  l'angle  que  fait  avec  /;  la  droite  qui  joint  le  point  ni  à  l'élément  dz. 

La  première  de  ces  formules  est  classique.  Pour  la  retrouver  et  pour  obtenir 
en  même  temps  une  démonstration  simple  de  la  seconde,  M.  Picard  établit,  en 
s'inspirant  d'un  raisonnement  dû  à  Robin  et  <|u'il  complète,  la  foimule  fonda- 
mentale 


dn 


lue  analyse  toute  semblable  conduit  à  la  relation  analogue 

,    .  rr  es-;    ,        d\' 

(  ï  )  —  ?  —^  d-+  -r-  =1  -p,„. 

r  J   '      I-  dn  ' 

Il  n'y  a  qu'à  ajouter  cl  à  rclranclier  les  é(|uations  (  ji  )  et  (y)  pour  retrouver 
les  relations  (2). 

.M.  Picard  applique  la  formule  (  ,3  )  à  la  solution  du  problème  qui  consiste  à 
troiner  une  /onction  /larmonique  V  continue  à  l'intérieur  d'une  surface 
fermée  S  et  Celle  (ju'en  tant  point  de  la  surface  on  ait 

a\  -^  b  -r-  —  V , 
dn 

o.  h  et  V  étant  trois  fonctions  données  du  point.  Si  l'on  ciicrclie  à  exprimer  V 
par  un  potentiel  de  simple  eouclie,  la  densité  0,  qui  est  l'inioniuie  du  problème, 
est  délcrminée  |)ar  la  condition  ipic 

loit   une  fomliun  duniiee  sur  S.  C'est  là  une  équation  ^    l'iedliMlrn.  cl   l'on  n"c.«i 
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cerlaineinenl  pas  dans  un  cas  singulier  si  «  el  6  conservenl  toujours  les 
mêmes  sii;ncs  sur  la  surface,  ces  signes  clant  contraires  :  un  exemple  de  celle 
circonstance  est  fourni  par  un  corps  en  équilibre  de  température  avec  ruyou- 
ueinent. 

Picard  [Emile).  —  Sur  la  soliiliou  du  problème  i^énéialisr  de 
Diriclilel,  relalif  à  une  éf|ualion  linéaire  du  tvpe  elliplique,  au 
nioven  de  l'équalion  de  Fredholin.  (ôocj-Jiô). 

La  difficile  recherclie  de  la  fonction  u,  coiUinnc  dans  un  contour  C,  satisfai- 
sant à  l'équation 

ô-  u         ()'-  Il  lia        ,   au  . 

— r,  -.-    rr,   -r  a 1-6-7 h  eu  =  /, 

(Ja:-       oy-  ox  Oy 

où  a.  b,  c,  f  sont  des  fonctions  de  x  et  7',  et  prenant  des  valeurs  données  sur  C, 
se  ramène,  dans  tous  les  cas,  comme  le  montre  M.  Picard,  à  une  équation  de 
Fredholm.  savoir 

uix,y)-i-  —Il   \—^, ^^^ cGj  «(;.  T,)rf,f/T,=.  '^(ar.j»'), 

où  ('•  désigne  la  fonction  classique  de  Green  G  {\,  r,;  x,  i)  et  •j(.f,  })  l'inté- 
grale double 


^    /"/!/■(;,  O  C.  (  ?.  T„  X,  y  )  en  dr,. 


La  fonction  u{x,  y)  tirée  de  cette  équation  admet  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  finies  dans  C  et  sur  C,  et  dans  C  elle  a  des  dérivées  du  second 
ordre. 

Il  n'y  a  exccplion  (lue  si  Ton  se  linuve  dans  un  cas  singulier:  mais  ces  cas 
d'exception  sont  précisés  par  l'analyse  de  l'auteur. 

Merlin   (Emile).   —  Sur  certaines    familles   de    réseaux  eoueou- 
ranls.  (5  i  --568). 

Généralisant  la  notion  de  réseaux  parallèles,  lauleur  dit  que  deux  réseaux 
correspondants  île  l'espace  t)„  à  n  dimensions  se  coupent.  loist|ue,  en  ileux 
points  correspondants  quelconques,  les  tangentes  aux  courbes  correspondantes 
des  deux  réseaux  se  coupent.  I)«;s  réseaux  île  l'^„,  en  nombi°e  quelconque,  sont 
dits  concourants  quand,  aux  points  corresponilants,  les  tangentes  aux  courbes 
correspondantes  des  réseaux  sont  concourantes.  In  réseau  conjugué,  découpé 
sur  une  surface  par  les  dcveloppables  d'une  congruence,  est  ilit  conjugué  à  la 
congruence. 

Avant  (l'aborder  l'objet  [trincipal  de  sa  rcclierdie,  M.  .Merlin  fait  coiiuailri" 
diverses  propositions,  iclalivcs  aux  congrucnces  et  aux  réseaux  <onjui;ués  de 
l'espace  E„.  Voici  la  première  : 

Ktant  donnes  deux  réseaux  (  M)  et  (M,  )  qid  xe  ron/>ent  rt  une  sur/are  ^i 
telle  f/ue,  aux  points  d'intersection  de  -  avec  les  droites  MM,  nui  joignent 
deux  points  correspondants  de  (  M  )  et  de  (  M,  ).  le  plan   tani^ent  passe  par 
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la  droili;  camninne  aux  plans  tangents  à  (M)  en  M  et  à  (M,)  en  AI,,  les  clé- 
\'eloppables  de  la  congruence  des  droites  MM,  déterminent  sur  il  un  ré- 
seau (M.,)  qui,  avec  (M)  et  (M,),  forme  un  système  de  trois  réseaux  con- 
courants. 

Suivciil  diverses  propriétés  des  congniences  dont  l'une  des  nappes  focales  se 
réduit  à  une  courbe,  ou  qui  admettent  parmi  leurs  réseaux  conjugués  au  moins 
un  réseau  dont  une  des  familles  de  lii;ncs  conjuijuécs  se  compose  de  courbes 
de  contact  de  cônes  circonsci-ils. 

Après  ces  iiréliniinnircs,  l'auteur  élmlie  (Sci-Linn  I)  les  propriétés  des  coef- 
ficients fi  et  /  des  é(| nations 

dy         ,   àx,  Ov;        ,  ôx- 

-V-  =  /«  -r   '  -^-:  =  /  — -'  (  t  =  1 ,  2,   . . . ,  «  -4-  I  ) 

()u  ou  ()V  ôv 

(|iii  lient  les  coordonnées  liomoi;énes  (jr,,  ...,  J7„^,)  cl{y^ .i',..+i  )  l'c  deux 

réseaux  concourants  (M)  et  (N). 

II  se  propose  ensuite  (Section  II),  de  déterminer  les  familles  de  réseaux 
concourants,  conjugués  à  une  même  congruence,  qui  renferment  au  moins 
un  réseau  conjugué  à  invariants  égaux.  Si  les  j:,  sont  les  coordonnées  lionio- 
i;cncs  d'un  i)remier  réseau  (M)  et  les  t,  celles  d'un  second  réseau  (N)  d'une 
famille  de  réseaux  concourants  conjui;ués  à  une  même  congruence,  les  coor- 
données homogènes  z^  d'un  troisième  réseau,  d'ailleurs  quelconque,  de  la 
famille,  seront  de  la  foiiiie 

(  i  )  z,  =  r,  -i-  /.,r,        (  A  =  const.  ). 

Des  relations  (i)  et  (2)  on  déduit  l'équation  de  Laplace 

(Pz  l  ->-  \      h[.      <)z         h  -f  A      l'„      dz 


(3) 


Ou  Ov         h  -^\  Il  —  l  i)u         /  -I-  A    /  —  h  dv 


propre  au  réseau  (P).  Du  |ioint  de  vue  où  se  place  l'auteur,  les  familles  pour 
lesquelles  les  fonctions  A  el  /  sont  les  mêmes  ne  suffisent  pas  essenliellemeiil  ; 
c'est  [l'iurquoi  il  les  désigne  par  le  nom  générique  de  familles  {h,  l).  Il  con- 
vient en  outre  de  dire  que  deux  familles  ( /«,  /),  (/(',  /),  se  ramènent  l'une  à 
l'autre  lorsqu'on  peut  faire  correspondre  chaque  réseau  de  l'une  à  un  réseau 
de  l'autre,  de  telle  manière  (|ue  les  équations  de  Laplace  relatives  à  deux  ré- 
seaux correspondants  aient  les  mêmes  invariants,  a  l'ordre  près.  II  résulte  alors 

des    théorèmes    de    la    Section    précètlcnte    que    les    familles    (  - .  -).   ( /.  h), 

^Jilj 

(a/i-l-  ^,  a/-(-  p).  où  a  et  ^  désignent  des  constantes,  se  runu'ncnt  à  une  fa- 
mille (h.  l). 

La  reclierclie  des  réseaux  (P),  pour  les(|ucls  l'équation  ;!  )  a  des  invariants 
égaux,  comporte  quelques  cas  particuliers. 

I.  Si  la  congruence  conjuguée  aux  réseaux  P  est  foi-nièe  de  droites  concou- 
rantes, c'est-à-dire  si  Ion  suppose  /i  -=  /  (ce  qui  entraine  li  ~  l  —  consl.),  ou 
liicn  tous  les  réseaux  sont  à  iisvariants  égaux,  ou  bien  aucun  n'est  tel. 

II.  Si  les  deux  nappes  focales  de  la  congruence  se  rédui>ent  à  des  courbes, 
tous  les  réseaux  sont  à  invaiiaiil'i  éL;;in\.  (>n  trouve  ainsi  les  familles  pour  ies- 
(|Ur|lcS  h  ^  V(c),  /=  l  {u).  Il  =  l  .-  o. 
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III.  Une  seule  nappe  focale  se  réduit  à  une  courbe.  Voici  les  résultats  relatifs 
à  cette  hypothèse  : 

i"  Si  la  famille  (P)  est  (  Uj,  U.)  ou  (V,,  V„),  les  U  désignant  des  fonctions 
quelconques  de  u,  les  V  des  fonctions  quelconques  de  v,  tous  les  réseaux  sont 
à  invariants  égaux  et  se  composent  de  courbes  de  contact  de  cônes  ou  de  cy- 
lindres circonscrits; 

2»  Si  la  famille  (P)  est  (—  U  —  fa-,  t<U'  — U)  ou  (t^V— V,  —\  —  ia),  un 
seul  réseau  est  à  invariants  égaux:  il  se  compose  de  courbes  de  contact  de 
cônes  ou  de  cylindres  circonscrits; 

3°  Si  la  famille  (P)  n'appartient  à  aucun  des  deux  types  précédents,  elle  ne 
contient  aucun  réseau  à  invariants  égaux. 

Dans  la  Section  III,  Tauleur  traite  le  cas  général  où  la  congruence  conjuguée 
aux  réseaux  cherchés  n'a  point  de  nappe  focale  réduite  à  une  courbe.  En  expri- 
mant l'égalité  des  invariants  de  l'équation  (3)  il  obtient  une  équation  qui  est 
algébrique  et  du  quatrième  degré  par  rapport  à  la  constante  \.  Donc  dans  une 
famille  de  réseaux  concourants,  conjugués  par  rapport  à  une  même  congruence. 
il  n'existe,  eu  général,  aucun  réseau  à  invariants  égaux.  Il  peut  y  en  avoir  un, 
deux,  trois  ou  quatre;  s'il  y  en  a  plus  de  quatre,  tous  les  réseaux  de  la  fa- 
mille sont  à  invariants  égaux.  Dans  l'énoncé  des  résultats  qui  vont  suivre, 
Li  et  V  désigneront  respectivement,  comme  plus  haut,  des  fonctions  arbitraires, 
l'une  de  m,  l'autre  de  v  : 

i"  Tous  les  réseaux  seront  à  invariants  égaux  si  la  famille  est  (U,  V)  et  réci- 
proquement. 

2°  Quatre  réseaux  et  quatre  seulement  seront  à  invariants  égaux  si  la  fa- 
mille est 

a,  b  étant  des  constantes,  et  réciproquement. 

3°  Trois  réseaux  et  trois  seulement  serontà  invariants  égaux,  si  la  famille  est 

/sin2Usin(U-h  V)-i-acos(U  —  V)       sina  V  sin  (U  -!- V)  -i-  a  cos  (  U  —  V)\ 
\sin2U  siu(U  -f-  V)  -h  6cos{L  —  V)'      sin2  V  sin  (  U  h-  V)  -r  é/cos  (U  —  V)/ 

a,  b  étant  des  constantes,  et  réciproquement. 

4°  Deux  réseaux  au  moins  seront  à  invariants  égaux;   la  famille  sera  alors 

U-f-a'er-^/.       V-i-a'er^/.\ 
U-t-6'er-/.'     V  -\-b'  e-'-i-r 

quand  U  et  V  ne  se  réduisent  pas  à  des  constantes,  on  a 

()-T,  _    V      £)'tc  I     d-T    _    «      <P-      _l_    ^ 

^  ~  Ou  ôv  '  ^-  ~  u  dudv  ~~  u  [du    ~   t'   du  dv        v   dv 

T.  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation   fournie  par  l'identification  des 
deux  expressions  de  /,  et  qui  se  ramène  à  l'équation  bien  connue 
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Si  V  =  const.  =  I.  on  a 

a=      ^^'^'      -+-  i:-.  ■/=         ^'        -4-11,1]'— u 

V'UJ  — 1  '        \/L'ï-i 

(U,  fonction  arbitraire  de  m,  V,  fonction  arjji traire  de  r). 

Si  U  et  V  se  réduisent  respeclivenncnt  à  deux  constantes  a  et  b,  on  a 

tp  =  aV,— 6U,,        /  =  6Vi— aU,. 
5°  Un  réseau  au  moins  est  à  invariants  égaux;  la  famille  est 

h-}-  a       /  +  a 
h  -f-  b'     l  -\-  b 

h  et  l  étant  solutions  des  équations  suivantes, 


/  _  /t  •         A  _  / 

où  P  et  Q  sont  les  dérivées  6',i  et  b\,  d'une  fonction  quelconque  ^{ii.  v ). 

L.  R. 
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